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AVERTISSEMENT. 


Les  moindres  productions  échappées  à la  plume 
d’un  homme  tel  i.\u' Euler,  doivent  inspirer  le  plus 
vif  intérêt,  même  lorsqu’il  existe  des  ouvrages  plus 
complets  dans  le  même  genre.  Son  Algèbre,  que 
mous  offrons  aujourd’hui,  est  et  restera  toujours 
im  excellent  modèle  à suivre  dans  la  composition 
des  ouvrages  élémentaires. 

Ce  géomètre  multiplie  les  questions;  il  les  choisit 
telles  qu’elles  offrent  toujours  quelques  particula- 
rités instructives  j souvent  à une  solution  laborieuse, 
mais  qui  se  présente  naturellement,  en  succède  une 
très-briève,  mais  fondée  sur  quelques  considéra- 
tions fines,  ou  sur  quelques  expédiens  heureux  de 
calcul. 

Avant  de  s’élever  au  cas  général , Euler  parcourt 
successivement  tous  les  cas  particuliers , en  cora- 
mençaut  par  le  plus  simple , et  il  conduit  ainsi , 
comme  par  degrés , le  lecteur  à la  méthode  qu’il 
pressent  déjà,  parcequ’il  en  a découvert  le  germe 
dans  tout  ce  qui  précède.  On  aime  toujours,  dit 
Lagrange , Calcul  des  Fonctions,  à voir  com~ 
ment  le^  méthodes  simples  et  générales  naissent 
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des  questions  particulières  et  des  procédés  tes 
plus  compliqués.  On  peut  dire  que  dans  ce  livre, 
l’élève  voit  faire  l’instrument  de  toutes  pièces, 
tandis  que  dans  les  autres  il  le  reçoit  tout  fait , 
et  on  se  borne  à lui  eu  montrer  l’usage.  Cette 
marche  devait  bien  être  celle  de  l’homme  qui , 
pour  me  servir  de  l’expression  de  Lagrange , a 
façonné  le  calcul  algébrique. 

Il  y a toujours  dans  les  productions  de  ces  grands 
maîtres,  divers  genres  de  mérite  qui  ne  passent 
pas  dans  les  ouvrages  de  ceux  qui  les  exploitent: 
on  peut  bien  trouver  ailleurs  ce  qu’ils  ont  fait, 
mais  dans  leurs  livres  on  trouve  toujours  beaucoup 
plus.  C’est  ce  qu’on  reconnaîtra  dans  cette  Algèbre, 
toute  insuffisante  qu’elle  est , en  ce  sens  au  moins 
qu’elle  ne  comprend  pas  tout  ce  qui  doit  entrer 
aujourd’hui  dans  un  Traité  sur  cette  branche  de 
la  science  : c’est  peut-être  le  seul  ouvrage  élé- 
mentaire que  pourrait  entendre  sans  secours,  un 
jeune  homme  d’une  intelligence  commune  j et  cette 
tâche  n’était  pas  au-dessous  à.'Euler, 

Nous  avons  eu  sous  les  jeux  les  deux  traduc- 
tions françaises  de  ce  Traité,  celle  de  Bernoulli , 
publiée  à Lyon  en  et  celle  donnée  à Pé- 

tersbourg  en  1788,  et  qui  nous  a paru  plus  cor- 
recte que  la  précédente.  L’édition  que  nous  offrons 
aujourd’hui  l’emporte  incontestablement  sur  celle- 
là,  du  coté  de  la  typographie,  et  nous  osons  as- 
surer qu’elle  partage  avec  la  seconde  le  mérite  de 


Digitized  by  t-.oogle 


AVERTISSEMENT.  V 

la  correction  : nous  avons  supprimé  les  Notes  des 
deux  traducteurs,  qui  ne  peuvent  plus  trouver  place 
ici  •,  celles  que  nous  avons  données  à la  suite  du 
texte , sont  appropriées  à l’état  présent  de  cette 
branche  de  la  science  -,  elles  auraient  été  plus  éten- 
dues, si  nous  n’eussions  pas  craint  de  grossir  outre 
mesure  un  volume  déjà  très-considérable  : ces  Notes 
sont  extraites  littéralement  de  la  seconde  édition 
du  Traité  d’ Algèbre  que  nous  venons  de  faire 
paraître. 

Nous  avons  cru  qu’on  ne  serait  pas  fâché  de 
trouver  ici  l’Avis  et  l’Avertissement  qui  sont  en 
tête  de  la  traduction  de  Pétersbourg,  ainsi  que 
Ja  Lettre  dédicatoire  de  l’Editeur  de  Ljon , re- 
latée par  celui  de  Pétersbourg. 

J.  G.  GARNIER. 
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SUR 


L’EDITION  DE  PETERSBOURG. 


L A Traduction  française  des  Ele'niens  d' Algèbre 
d'E\AQx,parut  pour  la  première  fois  en  1774*  fut 
accueillie  auec  tout  V empressement  que  pouvait 
promettre  la  célébrité  de  son  illustre  Auteur  (*), 


(*)  Elle  parut  sous  les  auspices  de  D’Alembert,  à qui  elle 
fut  dédiée  ",  notre  respect  pour  sa  mémoire  nous  porte  à rap- 
peler ici  la  Dédicace  placée  alors  à la  tête  de  cette  Edition. 

A M.  D’Alembert. 

« Il  ne  nous  appartient  ni  de  prononcer  sur  le  mérite  de 
» l’Ouvrage  dont  vous  nous  avez  permis  de  faire  paraître  la 
}■>  première  édition  française  sous  vos  auspices,  ni  d’ajouter 
n aux  éloges  qu’il  a reçus,  soit  dans  sa  langue  originale,  soit 
» dans  la  traduction  russe  qu’on  en  a donnée.  Le  nom  seul 
‘Ji  de  M- Euler,  en  le  rendant  précieux  aux  mathématiciens , 


/ 

/ 
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La  clarté  et  la  -pro  fondeur  qui  y régnent  devaient 
Jixer  V attention  de  tous  ceux  qui  s'appliquent  à 
l'étude  du  calcul:  plus  l'Ouvrage  fut  connu  et 
apprécié , plus  il  fut  recherché , et  les  exemplaires 
de  la  première  édition  devinrent  bientôt  extrê- 
mement rares.  Il  était  cependant  à desirer , 
pour  l'utilité  publique,  que  l'Ouvrage  pût  être 
mis  entre  les  mains  de  jeunes  Elèves  auxquels 
il  avait  essentiellement  été  destiné.  C'est  dans 


Il  annonce  à ceux  qui  travaillent  à le  devenir,  tout  ce  qu’ils 
)'  peuvent  s’en  promettre. 

« M.  Bernoulli,  digne  héritier  de  ce  nom  si  grand  dans 
n les  sciences  , et  directeur  de  l’Observatoire  de  Berlin  , 
Il  s’est  chargé  de  rendre  en  notre  langue  le  texte  de  M.  Euler, 
11  et  de  l’enrichir  de  quelques  Notes  historiques.  IM.  Lagi'ange, 
Il  dont  le  rare  génie  et  les  nombreux  succès  fixent  depuis  long- 
11  temps  l’attention  de  toute  l’Europe  savante,  a ajouté  au 
Il  mérite  de  l’Ouvrage , en  y joignant  un  morceau  destiné  à 
Il  compléter  le  Traité  de  l’Analyse  indéterminée. 

Il  Tout  concourt  à établir  vos  droits  à l’hommage  que  nous 
Il  prenons  la  liberté  de  vous  offrir.  C’est  au  philosophe , au 
Il  mathématicien  qui  honore  son  siècle  , que  nous  devions  pré- 
n senter  l’Ouvrage  d’un  homme  également  destiné  à l’illustrer. 
■1  L’ambition  s’attacha  souvent  au  rang  pour  s’appuyer  de  la 
Il  faveur  de  la  protection  ; un  motif  plus  cher  nous  porte  à 
Il  vous  offrir  le  témoignage  public  de  reconnaissance  que  nous 
Il  devons  aux  bontés  dont  vous  nous  avez  honorés.  En  plaçant 
n votre  nom  à la  tête  de  ce  Livre,  nos  sentimeoA  pour  vous 
Il  nous  ont  suggéré  le  choix  qu’aurait  pu  faire  le  discernement 
Il  le  plus  juste,  et  nous  nous  applaudirons  dans  notre  hommage, 
)>  d’avoir  l’Europe  entière  pour  témoin  et  pour  approbateur  n. 
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la  vue  de  concourir  à la  sagesse  de  ce  vœu , que 
nous  reproduisons,  dans  une  nouvelle  édition, 
cet  Ouvrage  si  utile,  La  plus  grande  partie  des 
calculs  a été  refaite  parnous-méme  ; et  nous  avons 
t avantage  d'avoir fait  disparaître  nombre  de fautes 
d'impression  échappées  aux  premiers  Editeurs  de 
la  Traduction  française,  C ette  considération , im- 
portante pour  un  Ouvrage  de  ce  genre,  nous  donne 
lieu  de  penser  que  le  Public  saura  l'accueillir 
d'une  manière  distinguée , et  nous  tenir  compte 
ainsi  des  peines  que  nous  avons  prises  pour  le 
lui  présenter , avec  un  degré  de  perfectionnement 
sensible  dans  la  partie  typographique. 
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DES  ÉDITEURS  DE  L’ORIGINAL. 


Nous  mettons  entre  les  mains  des  amateurs  de 
l’Algèbre,  un  Ouvrage  dont  il  a déjà  paru  une  tra-» 
duction  russe  il  j a deux  ans. 

Les  vues  du  célèbre  Auteur  étaient  de  composer 
un  Livre  élémentaire,  au  raojen  duquel  on  pût  apr 
prendre  , sans  aucun  autre  secours , l’Algèbre  à 
fond.  La  perte  de  sa  vue  lui  avait  suggéré  cette 
idée;  l’activité  de  sou  génie  ne  lui  permit  pas 
de  différer  long-temps  à la  mettre  à exécution, 
M.  Eul&r  choisit  ponr  cet  effet  un  jeune  homme 
qu’il  avait  pris  à son  service  en  quittant  Berlin  , 
qui  possédait  assez  bien  l’Arithmétique  , mais  qui 
n’avait  d’ailleurs  aucune  teinture  des  Mathéma-r 
tiques;  il  avait  appris  le  métier  de  tailleur,  et  ne 
pouvait  être  mis,  quant  à sa  capacité,  qu’au  rang 
des  esprits  ordinaires.  Non-seulement  ce  jeune 
homme  a très-bien  saisi  tout  ce  que  son  illustre 
maître  lui  enseignait  et  lui  dictait,  mais  il  s’esÇ 
trouvé  en  peu  de  temps  en  état  d’acheYef 
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tout  seul  les  calculs  algébriques  les  plus  difficiles, 
et  de  résoudre  promptement  toutes  les  questions 
analytiques  qu’on  lui  proposait. 

Le  fait  que  nous  citons  doit  donner  une  idée 
d’autant  plus  avantageuse  de  la  méthode  qui  règne 
dans  cet  Ouvrage,  que  le  jeune  homme  qui  l’a 
écrit , qui  en  a développé  les  calculs , et  dont  les 
progrès  ont  été  si  marqués,  n’a  reçu  absolument 
d’instruction  que  de  ce  maître,  supérieur  à la  vé- 
rité, mais  privé  de  la  vue. 

Indépendamment  d’un  avantage  aussi  grand , 
les  connaisseurs  verront , avec  autant  de  plaisir 
que  d’admiration , l’exposition  de  la  doctrine  des 
logarithmes  et  de  sa  liaison  avec  d’autres  calculs, 
ainsi  que  la  méthode  qu’on  donne  pour  la  réso- 
lution des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré. 

Ceux  enfin  que  les  problèmes  de  Diophante 
peuvent  intéresser,  seront  charmés  de  trouver  , 
dans  la  dernière  section  de  la  seconde  Partie  , 
tous  ces  problèmes  présentés  d’une  manière  sui- 
vie , et  l’explication  de  tous  les  procédés  de  calcul 
nécessaires  pour  les  résoudre. 
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SECTION  PREMIERE. 

I 

Des  differentes  méthodes  de  calcul  pour  les 
grandeurs  simples  et  incomplexes. 


CHAPITRE  PREMIER. 


DES  MATHÉMATIQUES  EN  GÉNÉRAL: 

1.  On  nômme  grandeur  ou  quantité,  tout  ce  qui  est  sus- 
ceptible d’augmentation  et  de  diminution. 

Une  sonlme  d’argent  est  donc  une  quantité  , puisqu’on  peut 
y ajouter  et  qu’on  peut  en  ôter. 

Il  en  est  de  même  d’un  poids  et  d’autres  choses  de  cette 
nature. 

s.  On  voit  donc  facilement  qu’il  doit  y avoir  tant  de 
différentes  espèces  de  grandeurs,  qu’il  serait  même  difficile  d’en 
faire  l’énumération  : et  voilà  l’origine  des  différentes  parties  des 
Mathématiques,  chacune  d’elles  s’occupant  d’une  espèce  par- 
Tome  ï.  A 


O y 
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ticulière  de  grandeurs.  Les  Mathématiques  en  général  ne  sont  . 
autre  chose  que  la.  science  des  quantités , ou  la  science  qui 
cherche  les  moyens  de  les  mesurer. 

3.  Or  nous  ne  pouvons  mesurer  ou  déterminer  une  quan- 
tité , qu’en  regardant  une  autre  quantité  de  la  même  espèce 
comme  connue , et  en  indiquant  le  rapport  de  celle-ci  à celle-lâ. 

Qu’il  s’agisse  , par  exemple , de  déterminer  la  quantité 
d’une  somme  d’argent,  on  regardera  comme  connu  un  louis, 
un  écu , un  ducat  ou  quelqu’autre  monnoie , et  on  indiquera 
combien  de  ces  pièces  sont  contenues  dans  ladite  somme. 

De  même  , s’il  était  question  de  déterminer  la  quantité 
d’un  poids,  on  regarderait  un  certain  poids  comme  connu; 
par  exemple  , une  livre,  un  quintal,  une  once,  et  on  in- 
diquerait combien  de  fois  il  est  contenu  dans  celui  dont  il 
s’agit. 

Veut-on  mesurer  une  longueur  ou  une  étendue , on  se 
servira  d’une  certaine  longueur  connue , telle  qu’est  un  pied. 

4.  Ainsi  les  déterminations  ou  les  mesures  de  grandeurs 
de  toute  espèce  , reviennent  à ceci  : Qu’on  fixe  d’abord  à 
volonté  une  certaine  grandeur  de  la  même  espèce  que  celle 
qu’on  veut  déterminer  , afin  de  la  prendre  pour  mesure  ou 
unité;  ensuite,  que  l’on  détermine  le  rapport  qu’a  la  grandeur 
prescrite  avec  cette  mesure  connue.  Ce  rapport  s’exprime 
toujours  par  des  nombres,  d’où  il  s’ensuit  qu’un  nombre  n’est 
autre  chose  que  le  rapport  d’une  grandeur  à ime  autre  prise 
arbitrairement  pour  l’unité. 

5.  Il  est  évident  par-là  que  toutes  les  grandeurs  peuvent 
être  exprimées  par  des  nombres , et  qu’on  doit  faire  consister 
ce  fondement  de  toutes  les  Sciences  Mathématiques  , dans 
un  traité  complet  de  la  science  des  Nombres  et  un  examen 
soigneux  des  dilTérentes  manières  de  calculer , qui  peuvent  ss 
présenter. 
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On  nomme  cette  partie  fondamentale  des  Mathématiques, 
\ Analyse  ou  V Algèbre. 

G.  On  ne  considère  donc  dans  l’Analyse , que  des  nombres  qui 
représentent  des  quantités  , sans  s’embarrasser  des  espèces 
particulières  des  quantités.  C’est  dans  les  autres  parties  des 
Mathématiques  qu’on  s’occupe  de  ces  espèces. 

7.  On  traite  des  Nombres  en  particulier  dans  Y Arithmétique , 
qui  est  la  science  des  nombres  proprement  dite;  mais  cette 
science  ne  s’étend  qu’à  de  certaines  façons  de  calculer  qui 
se  présentent  ordinairement  dans  la  vie  commune.  L’Analyse , 
au  contraire , comprend  généralement  tous  les  cas  qui  peuvent 
avoir  lieu  dans  la  doctrine  et  le  calcul  des  Nombres. 
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CHAPITRE  II. 

Explication  des  S ignés  + ( Plus)  et — ( Moins). 

8.  C^üAND  il  s’agit  d’ajouter  à un  nombre  donné  un  autre 
nombre,  cela  s’indique  par  le  signe  -{-  qu’on  met  devant  ce 
second  nombre,  et  qu’on  prononce  plus.  Ainsi  5 -f- 3 signifie 
qu’on  doit  ajouter  3 au  nombre  5 , et  tout  le  monde  sait  qu’il 
en  résultera  8 ; de  même  12  -f-  7 font  19  •,  26  -f-  16  font  41  i 
la  somme  de  25-j-4i  est  66,  etc. 

9.  On  a coutume  aussi  de  se  servir  du  même  signe  -f-  plus ^ 
pour  lier  ensemble  plusieurs  nombres  ; par  exemple  : 7 -f-  5 -f-  g 
signifie  qu’au  nombre  7 il  faut  ajouter  5 et  de  plus  encore  9 , 
ce  qui  fait  21.  On  comprend  donc  ce  que  signifie  la  formula 
suivante  : 

8 5 -j-  1 3 -f- 1 1 + 1 -f- 3 1 0 , 
c’est-à-dire,  5i. 

10.  Tout  cela  ne  peut  qu’être  clair,  et  il  reste  à faire 
observer  que,  dans  l’Analyse,  on  indique  les  nombres  d’une  < 
manière  générale  pai"  des  lettres,  comme  a,  b,  c,d,  etc. 
Ainsi , quand  on  écrit  a -j- b , cela  signifie  la  somme  des  deux 
nombres  qu’on  a exprimés  par  a et  b,  et  ces  nombres  peuvent 
être  très-grands  ou  très-petits.  De  même /"-f-m-f-è-f-a; , 
signifie  la  somme  des  nombres  indiqués  par  ces  quatre  lettres. 

Il  suffira  donc  toujours  de  savoir  quels  nombres  ont  été 
indiqués  par  de  telles  lettres  pour  trouver  aussitôt  , par 
l’Arithmétique , les  sommes  ou  les  valeurs  de  pareilles  formules. 

1 1 . Quand  il  est  question , au  contraire , d’ôter  ou  do 


Digilized  by  Google 


d’  ALGÈBRE.  • 5 

soustraire  un  nombre  d’un  autre  nombre,  on  indique  cette 
opération  parle  signe — , qui  signifie  moins,  et  qu’on  met 
devant  le  nombre  à soustraire  : ainsi 

8—5 

signifie  que  le  nombre  5 doit  être  ôté  du  nombre  8 ; ce  qui 
étant  fait,  il  reste  3 , comme  personne  ne  l’ignore.  De  même 
13  — 7 est  autant  que  5,  et  so — i4  est  autant  que  G , etc. 

is.  Il  peut  arriver  aussi  qu’on  ait  plusieurs  nombres  à 
soustraire  d’un  seul  nombre.  C’est  le  cas  de  cet  exemple  : 

5o  — 1 — 3 — 5 — 7 — 9- 

Cela  signifie  ; ôtez  d’abord  i de  5o , il  reste  4.9  î ôtez  3 de 
ce  reste  , il  restera  4®  i ôtez-en  encore  5,  reste  4i  ; ôtez 
ensuite  7 , il  reste  34;  ôtez-en  enfin  9,  reste  35;  et  ce 
dernier  reste  est  la  valeur  de  la  foniiule  proposée.  Mais  comme 
les  nombres  1,3,  5,  7,  9 sont  tous  à soustraire,  il  revient  au 
même  de  soustraire  leur  somme , qui  est  a5 , tout  à-la- fois 
de  5o;  le  reste  sera  s5,  comme  auparavant. 

13.  Il  est  de  même  très-facile  de  déterminer  la  valeur  de 
pareilles  formules,  où  les  deux  signes -J- et— mo/ns  se 
rencontrent  ; par  exemple , 

13 — 3 — 5-J-3-1  est  autant  que  5. 

Il  n’y  a qu’à  prendre  séparément  la  somme  des  nombres 
précédés  du  signe  -f-  , et  en  ôter  celles  des  nombres  pré- 
cédés de — . La  somme  de  13  et  de  3 est  i4>  celle  de  3, 
5 et  1 , est  9;  or  9 étant  ôté  de  14,  il  reste  5. 

14.  On  s’apercevra  bien  par  ces  exemples,  que  l’ordre 

des  nombres  qu’on  écrit  est  très-indifférent  et  tout-à-fait 
arbitraire,  pourvu  qb’ori  'consen'e  à chacun  son  signe.  Rien 
n’empêcherait  de  mettre  à la  place  de  la  fonnule  du  n®  pré- 
cédent celles-ci  : ^ ‘ 

ia-j-3— 5— 5 — 1 ; ou  a — 1 — 3 — 5-f-iaj  ou  a-j-ia — 3— 1— 5; 
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OU  encore  d'autres  î et  il  faut  remarquer  que  dans  la  propo- 
sée, le  signe  -f-  est  censé  être  mis  avant  le  premier  nom- 
bre 12. 

i"5.  On  n’aura  plus  de  difEcultés  non  plus  quand,  pour 
généraliser  ces  procédés  , on  voudra  se  servir  de  lettres  à la 
place  de  nombres  elTectifs.  11  est  clair,  par  exemple,  que 

a — h — c-f-d — e 

signiGe  qu’on  a des  nombres  exprimés  par  a et  d , et  que  de  cei 
sombres , ou  de  leur  somme  , il  faut  ôter  les  nombres  ex- 
primés par  les  lettres  6,  c,  e,  opérations  indiquées  par  le 
signe  — qui  les  précède.  ‘ 

iG.  Il  importe  donc  principalement  ici  de  savoir  quel  signe 
se  trouve  de\ant  chaque  nombre.  De  là  vient  que  dans 
l’Algèbre , les  quantités  simples  sont  les  noifabres  considérés 
avec  les  signes  qui  les  précèdent  ou  qui  les  affectent.  On 
nomme  quantités  positives,  celles  devant  lesquelles  se  trouve 
le  signe  -f-  ; et  quantités  négatives  , celles  qui  sont  affectées 
ou  précédées  du  signe — . 

17.  La  manière  dont  on  a coutume  d’indiquer  les  biens 

d’une  personne , est  très-propre  à éclaircir  ce  que  nous  venons 
de  dire.  On  désigne  par  des  nombres  positifs  , et  moyennant 
le  signe  + , ce  qu’un  homme  possède  réellement  ",  au  lieu 
que  ses  dettes  se  représenterit  par  des  nombres  négatifs , > 

ou  par  le  moyen  du  signe  — . Ainsi  dire  de  quelqu’un 
qu’il  a 100  écus,  mais  qu’il  en  doit  5o,  c’est  dire  que  son 
bien  se  monte  à 100 — 5o;  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  à 
-f- loo — 5o,  c’est-à-dire,  5o. 

18.  Puisque  les  nombres  négatifs  peuvent  être  considérés 
comme  des  dettes , en  tant  que  les  nombres  positifs  indir- 
quent  des  bians  effectifs , on  peut  dire  que  les  nombres  né- 
gatifs sont  moins-que  rien.  Ainsi  quand  un  homme  ne  possède 
rien , et  qu’il  doit  même  5o  écus  , il  est  certain  qu’il  a 5o  écus 
de  moins  que  rien  ; car  si  quelqu’un  lui  faisait  présent  de  5o 
écus  pour  payer  ses  dettes,  il  no  serait  encore  qu’au  point 
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de  n’avoir  rien , quoiqu’il  fût  devenu  plus  riche  qu’il  n’était.' 

19.  De  même  donc  que  les  nombres  positifs  sont  incon- 
testablement plus  grands  que  rien,  les  nombres  négatifs  sont 
plus  petits  que  rien.  Or  on  obtient  des  nombres  positifs  en 
ajoutant  1 à o , c’est-à-dire  à rien , et  en  continuant  d’aug- 
menter ainsi  toujours  de  l’unité.  C’est  là  l’origine  de  la* 
suite  des  nombres  qu’on  nomme  nombres  naturels;  en  voici 
les  premiers  termes: 

et  ainsi  de  suite  à l’inGni. 

Mais  si  au  lieu  de  continuer  ainsi  cette  suite  par  des 
additions  successives , on  la  continuait  dans  le  sens  contraire  ; 
en  retranchant  perpétuellement  l’unité , on  aurait  la  suite , 
ou  série  suivante , des  nombres  négatifs  : 

O,— I,*— a,— 3,— 4,— 5,— G,— 7,— 8,— 9,— 10, 

et  ainsi  de  suite  jusqu’à  l’inGni. 

20.  Tous  ces  nombres  tant  positifs  que  négatifs  ont  le  nom 
connu  de  nombres  entiers  ; lesquels  parconséquent  sont  ou 
plus  grands  ou  plus  petits  que  rien.  On  les  nomme  notnbrés 
entiers , pour  les  distinguer  des  nombres  rompus,  et  de  plu- 
sieurs autres  espèces  de  nombres  dont  nous  parlerons  dans 
la  suite.  Car  5o,  par  exemple,  étant  plus  grand  d’une  unité 
entière  que  49  > on  comprend  facilement  qu’il  peut  y avoir 
entre  49  5o  une  infinité  de  nombres  intermédiai/'es , tous 
plus  grands  que  49  > pourtant  tous  plus  petits  que  5o.  On 
n’a  qu’à  se  représenter  deux  lignes , l’une  longue  de  5o  pieds , 
l’autre  longue  de  49  pieds,  on  conçoit  aisément  qu’on  peut 
tirer  un  nombre  infini  de  lignes  toutes  plus  longues  que  49 
pieds,  et  plus  courtes  cependant  que  5o  pieds. 

at.  Il  importe  extrêmement  dans  toute  l’Algèbre,  qu» 
l’on  se  fasse  une  idée  nette  de  ces  quantités  négatives  dont 
il  a été  question.  Je  me  contenterai  de  faire  remarquer  ici 
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d’ayanoe  que  toutes  ces  formules , par  exemple , 

-f  1 — 1,  + a— a,+3~3,-f  4— 4 etc. 
valent  o ou  rien.  Ensuite  que 


-|-2 — 5 vaut — 3. 

Car  si  quelqu’un  a a écus  et  qu’il  en  doive  5 , non-seulement 
il  n’a  rien , mais  il  doit  encore  3 écus  : de  même 


7— J3Î 

a5 — 4°/ 


est  autant 


que 


,33.  Les  mêmes  choses  doivent  s’observer,  quand  on  emploie 
d’une  manière  plus  générale  des  lettres  au  lieu  de  nombres  ; on 
aura  toujours  o ou  rien  pour  la  valeur  de-f-a — a.  Veut-on 
savoir  ensuite  ce  que  signifie,  par  exemple,  -f-a — A,  l’on 
considérera  deux  cès  : 


Le  premier  a lieu  quand  a est  plus  grand  que  b-  il  faut 
alors  soustraire  5 de  a et  le  reste  devant  lequel  on  mettra 
ou  l’on  supposera  le  signe  -j- , indique  la  valeur  cherchée. 

Le  second  cas  est  celui  où  a est  plus  petit  que  A ; oa 
soustraira  dans  ce  cas  n de  & , et  on  prendra  le  reste  négatif^ 
en  lui  donnant  le  signe — . 
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CHAPITRE  III. 

De  la  multiplication  des  Quantités  simples, 

o3.C^  0 A N D on  a deux  ou  plusieurs  nombres  égaux  à ajouter 
ensemble , on  peut  exprimer  cette  somme  d'une  manière 
abrégée  , par  exemple: 

a-\-a  ï 2.0 

o+“  + fl  > est  autant  que  / 5.0, 
o-f-o-f-o+aj  (4-0.  ] 

et  ainsi  de  suite.  ' 

C’est  ainsi  qu’on  peut  prendre  une  idée  de  la  multiplication,' 
et  d faut  remarquer  que 

2 . a i iz  fols  a ^ 

3 . a > si  gnifie  < 3 fois  a 

4.0 3 I 4 

n4-  S’il  s’agit  donc  de  multiplier  un  nombre  exprimé  par 
une  lettre , par  un  nombre  quelconque  , il  faut  simplement 
écrire  ce  nombre  devant  la  lettre;  ainsi 

) 

a multiplié  par  aoî  fnoo,  , ^ 

b multiplié  par  3oJ  X'Sob, 

etc. 

> 

On  voit  aussi  que  c pris  une  fois , ou  i c est  autant  que  c.  t 

25.  Il  est  de  plus  facile  de  multiplier  de  semblables  pro-^ 
duits  encore  par  d’autres  nombres  ; par  exemple  : 
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s fois  3a  i (6a 
3 fois  4 i > font  < 13  b 
5 fois  -jx  I ( 35  j:. 

Et  ces  produits  peuvent  se  multiplier  encore  par  d’autrei 
xombres  à volonté. 

s6.  Quand  le  nombre  par  lequel  on  doit  multiplier , est 
aussi  représenté  par  une  lettre , on  la  met  immédiatement 
devant  l’autre  lettre  ; ainsi  quand  il  s’agit  de  multipber  h par  a, 
le  produit  doit  s’écrire  ah\  et  pq  sera  le  produit  de  la  mul- 
tiplication du  nombre  q par  p.  Si  l’on  multipliait  ce  pq  encore 
para,  on  obtiendrait  a p <7. 

37.  Il  faut  bien  remarquer  qu’ici  l’ordre  des  lettres  jointes 
ensemble  est  indilTérent;  que  a b est  la  même  chose  que  b a\ 
car  b multiplie  par  a fait  autant  que  a multiplié  par  b.  Pour 
comprendre  ceci  on  n’a  qu’à  prendre  pour  a et  i des  nombres 
connus  , comme  3 et  4 la  chose  sera  claire  par  elle-même  : 

3 fois  4 font  autant  que  4 fois  3. 

< 

38.  On  n’aura  pas  de  peine  à voir  que  quand  il  s’agit 
de  mettre  des  nombres  à la  place  des  lettres  jointes  ensemble 
de  la  manière  qu’on  a vu , on  ne  peut  pas  les  écrire  de  la 
même  manière  l’un  à côté  de  l’autre.  Car  si  l’on  voulait  écrire 
34  pour  3 fois  4)  ce  serait  dire  34-  et  non  pas  13.  On 
a donc  soin , quand  il  s’agit  d’une  multiplication  de  nombres 
ordinaires,  de  les  séparer  par  des  points:  ainsi  3.4  signiüe 
5 fois  4,  c’est-à-dire  ,12.  De  même  1.  a est  autant  que  3 ; 
et  1.3.3  fait  6.  Pareillement  1.3.3.4-56  fait  i344» 
1.3. 3. 4-5. 6. 7. 8. 9:10  vàut  36s88o6,'  etc. 

3g.  On  peut  aussi  conclure  de  là  ce  que  signifie  une 
quantité  de  cette  forme  5.7.8.  abed.  Elle  montre  que  5 doit 
»e  .muitqilier  par  7 , et  qu’il  faut  encore  multipber  ce  produit 
par  8 ; ensuite  qu’il  faut  multiplier  ce  produit  des  trois  nombres, 
pai'  a,  pari,  par  c et  enfin  par  d.  On  remarquera  de  plus 
qu’on  peut  écrire  à la  place  de  5.7.8  sa  valeur,  laquello 


Digitized  by  Google 


M 


d’algèbre. 

«St  280;  car  c’est  ce  qai  >-ient , quand  on  multiplie  par  8 
le  produit  do  5 par  7 , ou  35. 

30.  On  aura  remarqué  que  nous  avons  nommé  PRODUITS 
les  formules  qui  naissent  de  la  multiplication  de  deux  ou 
plusieurs  nombres.  Il  faut  observer  aussi  qu’on  nomaie  facteun 
les  nombres  ou  les  lettres  isolées. 

31.  Jusqu’ici  nous  n’avons  considéré  que  des  nombres  po- 
sitifs, et  il  n’y  a pas  lieu  de  douter  que  les  produits  que 
nous  avons  vu  se  former  ne  soient  aussi  positifs,  savoir  : 
-f-B  par-f-£  doit  donner  nécessairement  -f-ûi.  Mais  il  faudra 
examiner  à part  ce  qui  doit  provenir  de  la  multiplication  de  -J- a 
par — b,  et  de — a par  — b. 

3a.  Commençons  par  multipHer  — a par3on-f-3;  or  pitis- 
que — a pent  être  considéré  comme  une  dette,  il  est  clair 
que  si  l’on  prend, trois  fois  cette  dette  , elle  doit  aussi  devenir 
trois  fois  plus  grande , et  parconséquent  le  produit  cherehé 
est— 3 B.  De  même , s’il  s’agit  de  multiplier — a par-f-  ft,  on 
obtiendra — ba,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, — ab.  Noos 
tirons  de  là  la  conséquence,  qu’une  quantité  positive  étant 
multipliée  par  une  quantité  négative,  le  produit  est  négatif; 
et  nous  prenons  pour  règle , que  -f-  par  -f-  fait  -f-  ou  plus , . et 
qu’au  contraire -f- par— , ou  — par -f-  donne — ou  moins. 

33.  n nous  reste  à résoudre  encore  ce  cas  où  — est 
multiplié  par — , ou , par  exemple , — a par — b.  Il  est  évident 
d’abord  que,  quant  aux,  lettres,  le  produit  sera  a 6;  mais  il  eSt 
incertain  encore  si  c*èst  le  signe -f-,  ou  bien  lé  signe — qu’il 
faut  mettre  devant  ce  produit;  tout  ce  qu’on  sait,  c’est  que 
ce  sera  l’un  ou  l’autre  de  ces  signes.  Or  je  dis  que  ce  ne 
peut  être  le  signe  — ; car  — a par-f-i  donne — ab , et  — a 
par  — i ne  peut  produire  le  même  résultat  , mais  bien 
l’opposé,  c’est-à-dire , -j- B i;  parconséquent  nous  avons  cette 
règle  ; — multiplié  par  — fait  -J-  , de  même  que  -f-  multiplié 
par-f. 
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34.  Les  règles  que  nous  venons  de  développer  s’expriment 
plus  brièvement  de  la  manière  qui  suit: 

Deux  signes  éf'auxousemblables , multipliés  l’un  par  Vautre  , 
donnent  -j-  ; deux  signes  dissemblables , ou  contraires  , don- 
nent— . Ainsi  quand  il  s’agit  de  multiplier  ensemble  ces 
nombres  -\-a,  — b,  — c,  +</;  on  a d’abord  -f-a  multiplié  par 
— b,  fait — ab;  ce  produit  par — c,  fait -f-aèc,  et  enfin  ce  der- 
nier multiplié  par  -f-  d,  donne  + abcd. 

35.  Les  difficultés  à l’égard  des  signes  étant  levées , nous 
n’avons  plus  qu’à  faire  voir  comment  on  doit  multiplier  en- 
semble des  nombres  qui  sont  déjà  des  produits  eux-mêmes. 
S’il  s’agit,  par  exemple,  de  multiplier  le  nombre  ab  par  le 
nombre  cd,  le  produit  sera  abcd,  et  il  provient  de  ce  qu’on 
multiplie  d’abord  ab  par  c,  et  ensuite  le  résultat  de  cette  mul- 
tiplication encore  par  d.  Ou  bien , s’il  s’agissait  de  multiplier 
3G  par  1 a : puisque  i a est  autant  que  3 fois  4 , on  n’aurait 
qu’à  multiplier  36  d’abord  par  3 , et  ensuite  le  produit  108 
encore  par  4 > pour  avoir  le  produit  total  de  la  multiplication 
de  la  par  36  , lequel  est  parconséquent  43a. 

36.  Mais  si  l’on  voulait  multiplier  5ab  par  3cd,  on  pour- 
rait à la  vérité  écrire  3cd  5ab  ; cependant  comme  il  ne  s’agit 
pas  ici  de  l’ordre  des  nombre»  à multiplier  ensemble , on  fera 
mieux  de  placer , comme  c’est  aussi  la  coutume , les  nombres 
ordinaires  devant  les  lettres , et  d’exprimer  le  produit  de  cetto 
mwière  : 5.5abcd;  ou  i5  abcd  ; parceque  5 fois  3 est  autant 
que  x5. 

De  même,  si  l’on  avait  à multiplier  lapqr  par  "jxy,  oa 
obtiendrait  m.jpqrxy,  ou  %/^qrxy. 
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CHAPITRE  IV. 


De  la  nature  des  Nombres  entiers , eu  égard  à 
leurs  facteurs. 


37.  Oüs  avons  remarqué  qu’un  produit  tire  son  origine  de 
la  multiplication  de  deux  ou  de  plusieurs  nombres  les  uns  par 
les  autres , et  qu’on  nomme  ces  nombres  des  facteurs. 

Ainsi  ce  sont  les  nombres  a,b , c , d,  qui  sont  les  facteurs 
du  produit  abcd. 

38.  Si  l’on  considère  donc  tous  les  nombres  entiers  en  tant 
qu’ils  peuvent  provenir  de  la  multiplication  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs nombres  entr’eux , on  trouvera  bientôt  que  quelques- 
uns  ne  sauraient  résulter  d’une  pareille  multiplication  , et  n’ont 
parconséquent  point  de  facteurs , tandis  que  d’autres  peuvent 
être  les  produits  de  deux  ou  de  plusieurs  nombres  multipliés 
ensemble  , et  peuvent  parconséquent  avoir  deux  ou  plusieurs 
facteurs.  C’est  ainsi  que  4 autant  que  a. a;  que  6 est  au- 
tant que  3.3;  que  8 est  autant  que  2. s. 3;  27  autant  que 
3.3.3;  et  ro  autant  que  2.5,  etc. 

3g.  Mais  d’un  autre  côté  les  nombres  2,3,5,7,ii,  i3, 
17 , etc. , ne  peuvent  être  représentés  de  la  même  façon  par  des 
facteurs , à moins  qu’on  ne  veuille  employer  pour  cet  effet 
l’unité , et  représenter  2,  par  exemple , par  1.2.  Or  les  nombres 
qui  sont  multipliés  par  1 , restant  les  mêmes,  on  n’a  pas  jugé  à 
propos  de  compter  l’unité  parmi  les  facteurs. 

Tous  ces  nombres  donc^  3 , 3,  5^  7, 1 1 , 17,  etc.  qm  ne 
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peuvent  pas  s’indiquer  par  des  facteurs  , ont  été  nommés 
nombres  simples  ou  nombres  premiers  ; au  lieu  que  les  autres , 
oomme  4>  6,  8,  g,  lo,  xa,  14,  i5,  iS,  18,  etc.  qui  peuvent 
être  représentés  par  des  facteurs  , s'appellent  des  nombres 
composés. 

40.  Les  nombres  simples  ou  premiers  méritent  donc  une 
attention  particulière  , par  la  raison  qu’ils  ne  proviennent  pas 
de  la  multiplication  de  deux  ou  de  plusieurs  nombres.  H est 
surtout  digne  de  remarque , que  si  l’on  écrit  ces  nombres  dans 
leur  ordre  naturel  comme  ils  se  suivent  : 

a,  3,  5,  7,  11,  i3,  17,  19,  #3,  29,  3i,  37,  41,  43,  47,  etc. 

on  n’y  remarque  point  d’ordre  régulier  ; leurs  différences 
sont  tantôt  plus  grandes , tantôt  moindres  ; et  jusqu’à  présent 
on  n’a  pu  découvrir  si  elles  sont  soumises  ou  non  à ime  cer- 
taine loi. 

41  • Les  nombres  composés  qui  peuvent  être  représentés 
par  des  facteurs , protnennent  tous  des  nombres  premiers  sus- 
dits , c’est-à-dife , que  tous  leurs  facteurs  sont  des  nombres 
premiers  ; car  si  l’on  trouve  un  facteur  qui  ne  soit  pas  un 
nombre  premier , on  peut  toujours  le  décomposer  et  le  repré- 
senter par  deux  ou  plusieurs  nombres  premiers.  Quand  on  a 
indiqué  , par  exemple,  le  nombre  3o  par  5.6,  on  voit  que  G 
n’étant  pas  un  nombre  premier  , mais  valant  a . 3 , on  aurait  pu 
indiquer  3o  par  5.2.3,  ou  par  2.3.5;  c’est-à-dire  par  des 
facteurs  qui  sont  tous  des  nombres  premiers. 

4a.  Si  l’on  réfléchit  maintenant  sur  ces  nombres  composés 
résolubles  en  nombres  premiers,  on  y remarquera  une  grande 
différence  ; on  verra  que  les  uns  n’ont  que  deux  de  ces  facteurs, 
que  d’autres  en  ont  trois,  et  que  d’autres  encore  en  ont  un  plus 
grand  nombre.  Nous  avons  déjà  vu , par  exemple , que 
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est  estant  que 


etc. 


autant  que 


etc. 


r a-3. 

) 3.3, 
ja.S.a; 
( 3.5, 


43.  On  conclura  aisément  de  là  comment  on  doit  déterminer 

les  facteurs  simples  d’un  nombre  quelconque. 

Soit  proposé  pour  exemple  le  nombre  36o,  on  le  représentera 

d’abord  par 2.180.  Or  180I  fa. 50, 

90!  ja-45, 

^5>est  autant que^g  jg^ 

i5j  . [3.5. 

etc. 


Parconséquent  le  nombre  36o  peut  être  représenté  par  leB 
facteurs  simples  que  voici  : 

a. 2. 2. 3. 3. 5 , 

puisque  tons  ces  nombres  multipliés  ensemble  produisent  36o 
44-  Nous  voyons  donc  par  tout  cela^  que  les  nombres  pre-^ 
miers  ne  peuvent  pas  être  divisés  par  d’autres  nombres , et  qua 
d’un  autre  côté  on  trouve  les  facteurs  simples  des  nombres  com- 
posés, le  plus  commodément  et  le  plus  sûrement , en  cherchant 
les  nombres  simples,  ou  premiers,  par  lesquels  ces  nombres 
composés  sont  divisibles.  Mais  on  a besoin  pour  cela  de  la  divi- 
sion  ; nous  allons  donc  expUquer,  dans  le  chapitre  suivant,  le» 
règles  de  cette  opération. 
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CHAPITRE  V. 


De  la  division  des  Quantités  simples. 

45.  C^üAND  il  s’agit  de  décomposer  un  nombre  en  deux, 
trois  ou  plusieurs  parties  égales , on  le  fait  par  le  moyen  de  la 
division , laquelle  nous  apprend  à déterminer  la  grandeur  d’une 
de  ces  parties.  Quand  on  veut,  par  exemple,  décomposer  le 
nombre  i a en  trois  parties  égales , on  trouve  par  la  division  que 
chacune  de  ces  parties  est  égale  à 4- 

Voici  quelques  expressions  dont  on  se  sert  dans  cette  opéra- 
tion. Le  nombre  qu’on  doit  décomposer  ou  diviser,  s’appelle 
le  dividende  ; le  nombre  des  parties  égales  qu’on  cherche  se 
nomme  le  diviseur;  la  grandeur  d’une  de  ces  parties,  détermi- 
née par  la  division , s’appelle  le  quotient  *,  ainsi  dans  l’exemple 
cité: 

12  est  le  dividende , * 

3 est  le  diviseur , 

J.  4 quotient. 

' 

46.  Il  suit  de  1%  que  si  l’on  divise  un  nombre  par  a ou 
en  deux  parties  égalés,  il  faut  qu’une  de  ces  parties,  ou  le 
qubtient , pris”  deux  fois , fasse  exactement  le  nombre  proposé  ; 
et  pareillemeht,  que  si  l’on  a un  nombre  à diviser  par  3,  le 
quotieîlt  pris  trois  fois  redonne  le  même  nombre.  Il  faut, 
en  général , que  la  multiplication  du  quotient  par  le  diviseur 
reproduise  toujours  le  dividende. 

47.  C’est  aussi  pourquoi  on  prescrit  pour  la  division  la  règle, 

de 
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de  chercher  uh  nombre  ou  i^uotient  iej , qu’étant  maltipUé  par 
le  diviseur,  il  en  résulte  précisément  le  dividende.  Par  exemple, 
s’il  s’agit  de  diviser  35  par  5 , on  cherche  un  nombre  qui , mul- 
tiplié par  5,  produise  35.  Or  ce  nombre  est  7 , puisque  cinq 
fois  7 font  35.  La  façon  de  parler  dont  on  fait  usage  dans  ce 
raisonnement , est  celle-ci  : 5 est  7 fois  en  35  ; et  5 fois  7 font  35- 

48.  On  se  représente  donc  le  dividende  comme  un  produit , 
duquel  un  des  facteurs  est  égal  au  diviseur , l’autre  facteur  in- 
diquant ensuite  le  quotient.  Ainsi  en  supposant  qu’on  ait  63  à 
diviser  par  7 , on  cherchera  un  produit  tel , qu’en  prenant  7 
pour  un  de  ses  facteurs,  l’autre  facteur  multiplié  par  celui- 
çi  donne  exactement  63.  Or  7.9  est  un  tel  produit,  et  par- 
conséquent  9 est  le  quotient  qu’on  obtient  en  divisant  63  par  7. 

4g . S’il  est  question  à présent  de  diviser  en  général  un  produit 
Q.b  par  a , il  est  évident  que  le  quotient  sera  b ; parce  que  a 
multiplié  par  b redonne  le  dividende  «t  b-  Il  est  clair  aussi  que  si 
l’on  avait  à diviser  ab  paré , le  quotient  serait  a. 

Ainsi  en  .général  dans  tous  les  exemples  de  division  qu’on 
peut  avoir  faits , si  l’on  divise  le  dividende  par  le  quotient , on 
obtiendra  de  nouveau  le  diviseur  : de  même  que  24  divisé  par  4 
donne  6 , 24  divisé  par  6 donnera  4- 

50.  Comme  tout  se  réduit  à représenter  le  dividende  par  deux 

facteurs  , dont  l’un  soit  égal  ^ diviseur,  l’autre  au  quotient,  on 
comprendra  facilement  les  exemples  qui  suivent.  Je  dis  d’abord 
que  le  dividende  a bc , divisé  par  a , donne  b c;  car  a multi- 
plié par  b c,  fait  abc  -,  pareillement  abc , étant  divisé  par  b , 
on  aura  a c\  et  abc , divisé  par  a c , donne  b.  Je  dis  aussi  que 
la  mn,  divisé  par  3 m , fait  4 n ’>  3 m multiplié  par  4 "■  > 

fait  12  mn.  Mais  si  ce  même  nombre  la  mn  avait  dû  être  divi- 
sé par  12,  qn  aurait  obtenu  le  quotient  mn. 

5 1 . Puisque  tout  nombre  a peut-être  exprimé  par  1 n ou 
2m  a,  il  est  évident  que  si  l’on  avait  à diviser  a ou  1 a par  1 , 
le  quotient  serait  le  même  nombre  a.  Mais  au  contraire , ai 

B 
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le  même  nombre  a ou  i a doit  se  diviser  par  a , le  quotient 

sera  i. 

5a.  Il  n’arrive  pas  toujours  qu’on  puisse  considérer  le  divi- 
dende comme  le  produit  de  deux  facteurs  dont  l’un  soit  égal 
au  diviseur , et  la  division  alors  ne  peut  pas  se  faire  ainsi  que 
nous  venons  de  le  prescrire. 

Quand  on  a , par  exemple , 24  à diviser  par  7 , on  voit  d’abord 
que  le  nombre  7 n’est  pas  un  facteur  de  24;  car  7.3  ne  fait 
que  ai , et  parconséquent  trop  peu,  et  7.4  fait  a8,.qui  est 
déjà  plus  grand  que  24.  Mais  on  voit  du  moins  par-là  que  le 
quotient  doit  être  plus  grand  que  3 , et  plus  petit  que  4-  Afin 
donc  de  le  déterminer  exactement , on  emploie  une  autre  espèce 
de  nombres , qu’on  nomme  les  fractions , et  de  laquelle  nous 
traiterons  dans  un  des  chapitres  suivans. 

53.  Avant  qu’on  passe  à l’usage  des  fractions,  on  a coutume 
de  se  contenter  du  nombre  entier  qui  approche  le  plus  du  quo- 
tient véritable , mais  en  faisant  attention  au  reste  : ainsi  l’on  dit, 
7 eu  24  est  3 fois , et  le  reste  est  3,  parceque  3 fois  7 ne  font 
que  21 , et  parconséquent  3 de  moins  que  24.  On  considérera 
dé  la  même  manière  les  exemples  suivans  : 


34i6 

4I 

c’est-à-dire  que  le 

41 U 

3G  4 
5( 


diviseur  est 
dividende  est 
quotient  est 
reste  est 

diviseur  est 
dividende  est 
quotient  est 
reste  est 


6, 

34. 

5, 

4, 

9> 
4»  > 
4» 

5. 


Il  faut  observer  la  règle  suivante  dans  les  exemples  où  il  y a 
un  reste. 

54.  Quand  on  multiplie  le  diviseur  par  le  quotient,  et  qu’au 
produit  l’oa  ajouta  le  reste , il  faut  qu’on  obtienne  le  divi- 
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dende  ; c’est  la  manière  de  vérifier  la  division , et  de  voir  si  l’on 
a bien  calculé  ou  non.  C’est  ainsi  que  dans  le  premier  des  deux 
derniers  exemples  , si  l’on  multiplie  6 par  5 , et  qu’au  produit 
3û  on  ajoute  le  reste  4>  il  vient  34  ou  le  dividende. 

De  même  dans  le  dernier  exemple , si  l’on  multiplie  le  divi- 
seur q parle  quotient  4,  et  qu’au  produit  3S  on  ajoute  le  reste 
5 , on  obtient  le  dividende  4i  • 

55.  Il  est  enfin  nécessaire  aussi  de  faire  remarquer  ici  à l’égard 
des  signes  -f-  plus  , et  — moins  , que  si  l’on  divise  a b par 
-j-  a , le  quotient  sera  -f-  5 , ce  qui  est  évident. 

Mais  que  s’il  s’agit  de  diviser  -f-  ab  , par  — a , le  quotient 
sera  — b ; parceque  — a multiplié  par  — b , fait  a b. 

Que  si  le  dividende  est  — ab , et  qu’il  s’agisse  de  le  diviser 
par  le  diviseur  -j-  a , le  quotient  sera  — b -,  parceque  c’est 
— b , qui , multiplié  par  a , fait  — ab.  Enfin , que  s’il  est 
question  de  diviser  le  dividende  — a b par  le  diviseur  — è,  le 
quotient  sera  -f-  a;  parceque  le  dividende  — ab  est  le  produit 
de  — a par  -f-  b. 

5S.  La  division  admet  donc  quant  aux  signes  -f-  et  — les 
mêmes  règles  que  nous  avons  vu  avoir  lieu  pour  la  multiplica- 
tion ; à savoir  : 

+ par  -|-  fait  -f-  ; -|-  par  — fait  — ; 

— par  -{-  fait  — ; — par  — fait  -f-  ; 

ou , en  peu  de  mots  , les  mêmes  signes  donnent  plus , les  signes 
contraires  donnent  moins. 

Sj.  Ainsi  quand  on  divise  iS  pq  par  — 3p,  le  quotient 
est — 6 q. 

De  plus . 

a 
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car , dan*  ce  dernier  exemple , 9 & multiplié  par  «f*  6 a e 

fait  —>6-9  ab  c ,OM  — 54  abc;  mais  nous  crojons  à présent 
en  avoir  assez  dit  sur  la  division  en  quantités  simples  ; nous  ne 
tarderons  donc  pas  à passer  à l'explication  des  fractions , après 
avoir  ajouté  encore  quelques  remarques  sur  la  nature  des  nom-: 
lires , eu  égard  i leurs  diviseurs. 
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CHAPITRE  VI. 

Des  propriétés  des  nombres  entiers  par  rapport 
à leurs  diviseurs. 

58.  Comme  nous  avons  vu  que  quelques  nombres  sont  divi- 
sibles par  de  certains  diviseurs , pendant  que  d’antres  ne  le  sont 
pas,  il  est  nécessaire,  pour  parvenir  à une  connaissance  plus  par- 
ticulière des  nombres, de  bien  faire  attention  à cette  différence, 
tant  en  distinguant  les  nombres  divisibles  par  des  diviseurs  de 
ceux  qui  ne  le  sont  pas , qu’en  considérant  le  reste  dans  la  di- 
vision de  ces  derniers.  Pour  cet  effet , examinons  les  diviseurs 

7^  9»  to,  etc. 

5g.  Soit  d’abord  le  diviseur  a ; les  nombres  qui  peuvent  être 
divisés  par  celui-là , sont 

a,  4>  8,  lo,  la,  i4,  i6,  i8 , ao,  etc. 

lesquels,  comme  on  voit,  croissent  toujours  de  deux  unités.  On 
appelle  ces  nombres,  quelque  loin  qu’ils  puissent  se  continuer , 
des  nombres  pairs. 

Mais  il  est  d’autres  nombres  tels  que 

1,  3,  5,  7,  g.  11,  i3,  i5,  17,  ig,  etc. 

qui  sont  toujours  d’une  unité  plus  petits  ou  plus  grands  que  ceux- 
là,  et  qu’on  ne  peut  diviser  par  a,  sans  qu’il  reste  1 ; on  nomme 
ceux-ci  les  nombres  impairs. 

Les  nombres  pmrs  sont  tous  compris  dans  la  formule  géné^ 
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raie  3 a ; car  on  les  obtient  tous  en  mettant  successivement  à la 
place  de  a les  nombres  entiers  etc.  et  de  là 

il  suit  que  les  nombres  impairs  sont  tous  compris  dans  la  for- 
mule a a -f-  1 J parceque  a a -f~  i est  d’une  unité  plus  grand 
que  le  nombre  pair  a a. 

Go.  En  second  lieu , soit  pour  diviseur  le  nombre  3 : les  nom- 
bres divisibles  par  ce  diviseur , sont 

3 , G,  g,  12,  i5  , i8 , 31 , 24,  etc. 

Et  ces  nombres  peuvent  se  représenter  par  la  formule  3 a ; car 
3 a divisé  par  3 donne  le  quotient  a sans  reste.  Tous  les  autres 
nombres , au  contraire , qu’on  voudrait  diviser  par  3,  donneront 
1 ou  3 pour  reste  , et  sont  parconséquent  de  deux  sortes. 
Ceux  qui  après  la  division,  laissent  le  reste  1,  sont 

1 . 4.  7>  10»  iG,  19,  etc. 

et  sont  contenus  dans  la  formule  3 a -f-  1 ; mais  l’autre  espèce, 
ou  les  nombres  qui  donnent  le  reste  3,  sont 

2,  5 , 8,  Il , 14,  17,  20,  etc. 

et  la  formule  qui  les  exprime  généralement  est3tz-f-  a;  do 
façon  donc  que  tous  les  nombres  peuvent  s’indiqner  ou  par 
3 a,  ou  par  3 a + 1 , ou  par  3 a -f-  3. 

Gi . Supposons  maintenant  que  4 *»it  le  diviseur  en  question  : 
lés  nombres  qu’il  divise , sont 

4,  8,  12,  iG,  20,  34,  etc. 

lesquels  augmentent  régulièrement  par  4>  et  sont  contenus  dans 
la  formule  4û-  Les  autres  nombres,  c’est-à-dire  ceux  qui  ne 
sont  pas  divisibles  par  4 , peuvent  laisser  le  reste  1 , ou  être 
de  1 plus  grands  que  ceux-là  ; comme 

1,  5,  9,  i3,  17,  21  , s5,  etc. 
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et  être  parconséquent  compris  dans  la  formule  4 « + i : ou 
bien  ils  peuvent  donner  le  reste  a ; comme 

a,  S,  10,  i4,  i8 , aa,  aS  , etc. 

et  s’exprimer  par  la  formule  4 o + a ; ou  enfin  ils  donneront 
le  reste  3 ; comme 

3,  7,  11,  i5,  19,  a3,  37,  etc. 

et  seront  indiqués  par  la  formule  4 a 3. 

Tous  les  nombres  entiers  possibles  sont  donc  contenus  dans 
l’une  ou  l’autre  de  ces  quatre  expressions  : 

4<z , 4 ^ “f*  4® “f” 3. 

6a.  Il  en  est  à peu  près  de  même  quand  le  diviseur  est  5 ; car 
tous  les  nombres  divisibles  par  celui-là,  sont  contenus  dans  la 
formule  5 a , et  ceux  qu’on  ne  peut  diviser  par  5 , reviennent 
à une  des  formules  qui  suivent  : ' 

5a+i>  5a+a,  5a  + 3,  5a  + 4î 

et  c’est  de  la  même  manière  qpi’on  pourra  continuer  et  considé- 
rer de  plus  grands  diviseurs. 

63.  Il  est  à propos  de  se  rappeler  ici  ce  qui  a été  dit  plus 
haut  de  la  résolution  des  nombres  en  leurs  facteurs  simples  ; 
car  tout  nombre  parmi  les  facteurs  duquel  se  trouve 

a ou  3 ou  4 ou  5 ou  7, 

ou  un  autre  nombre  quelconque,  sera  divisible  pif  ces  nombres.' 
Par  exemple  : 

60  étant  autant  que  a. a. 3. 5, 

il  est  clair  que  60  est  divisible  par  a et  par  3 et  par  5. 

64-  De  plus,  comme  la  formule  générale  ai  c d est  non-seu- 
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lement  divisible  par  a,  par  b , par  c et  par  d,  mak  aussi  par 


et  par 


ab , ac,  ad,  bc , bd,  cd, 
abc,  abd , acd , bcd, 


et  enfin  par  ab  cd,  c’est-à-dire , par  sa  propre  valeur  ; il  s’en- 
suit que  Go,  ou  a. a. 3.5 , peut  se  diviser  non-seulement  par 
ces  nombres  simples , mais  aussi  par  ceux  qui  sont  composés  de 
deux  nombres  simples  , c’est-à-dire,  par  4>  S»  lo  , i5. 

Et  pareillement  par  ceux  qui  sont  composés  de  trois  facteurs 
«impies  , c’est-à-dire  par  la  , ac,  3o  , et  enfin  aussi  par  Go 
même. 

G5.  Quand  on  aura  donc  décomposé  un  nombre  pris  à vo- 
lonté en  tous  ses  facteurs  nombres  premiers , il  sera  très-facile 
d’indiquer  tous  les  nombres  per  lesquels  celui-là  pourra  être  di- 
s-isé.  Car  on  n’a  qu’à  prendre  d’abord  les  facteurs  simples  un  à 
un  , et  ensuite  les  multiplier  ensemble  deux  à deux , trois  à 
trois  , quatre  à quatre , etc.  jüsqu’à  ce  (|u’on  arrive  au  nombre 
proposé. 

GG.  Il  faut  dabord  remarquer  ici  que  tout  nombre  est  di- 
visible par  1 ; et  de  même  que  tout  nombre  est  divisible  par 
lui-même;  de  sorte  donc  que  chaque  nombre  a,  au  moins,  deux 
facteurs  ou  diviseurs  qui  sont  ce  nombre  même  et  l’unité; 
mais  tout  nombre  qüi  n’a  pas  d’autre  diviseur  que  ces  deux , 
appartient,  à la  classe  des  nombres  que  nous  avons  nommés 
plus  haut  nombres  simples  ou  premiers. 

Hors  ceux-là  tous  les  autres  nombres  composés  ont , outre 
l’unité  et  ce  nombre  lui-méme  , d’autres  diviseurs  , comme  on 
peut  le  voir  par  la  table  suivante , dans  laquelle  on  a mis  sous 
chaque  nombre  tous  ses  diviseurs. 
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TABLE. 


sS 


Les  nombres  compris  dans  l’avant-dernière  ligne  de  ce  ta- 
bleau , comptent  les  diviseurs  ^ et  la  lettrep  désigne  les  nombres 
premiers. 

67.  EnGn  l’on  doit  observer  que  o,  ou  zéro  , peut-être,  re- 
gardé comme  un  nombre  qui  a la  propriété  d’être  divisible  par 
tous  les  nombres  possibles  ; parceque  par  quelque  nombre  a 
que  l’on  ait  à diviser  o,  le  quotient  se  trouve  toujours  être  o; 
car  il  faut  bien  remarquer  que  la  multiplication  d’un  nombre 
quelconque  par  zéro  ne  produit  rien,  et  qu’ainsi  o fob  a,  oir* 
Oû,  est  o. 
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CHAPITRE  VII. 

Des  fractions  en  général. 

68.  (^UAND  un  nombre  , comme  7,  par  exemple,  est  dit 
n 'être  pas  divisible  par  un  autre  nombre  , supposons  par  3 , 
cela  signifie  que  le  quotient  ne  peut  pas  être  exprimé  par  un 
nombre  entier,  et  il  ne  faut  point  du  tout  croire  qu’on  ne 
puisse  pas  se  faire  une  idée  de  ce  quotient. 

On  n’a  qu’à  s’imaginer  une  ligne  longue  de  7 pieds;  personne 
ne  doutera  qu’il  ne  soit  possible  de  diviser  cette  ligne  en  3 par- 
ties égales , et  de  se  faire  ainsi  une  idée  de  la  longueur  d’une 
de  ces  parties. 

• 69.  Puisqu’on  peut  se  faire  une  idée  nette  du  quotient 
qu’on  obtient  dans  des  cas  semblables,  quoique  ce  quotient  ne 
soit  pas  un  nombre  entier,  on  est  conduit  à considérer  une  espèce 
particulière  de  nombres  qu’on  nomme  fractions , ou  nombres 
rompus. 

L’exemple  allégué  en  fournit  une  preuve.  S’il  s’agit  de  di- 
viser 7 par  3,  on  se  représente  facilement  le  quotient  qui  doit 
en  résulter  , et  on  l’exprime  par  y ; en  mettant  le  diviseur  sous 
le  dividende , et  en  séparant  les  deux  nombres  par  un  trait. 

70.  Ainsi  quand,  en  général,  le  nombre  a doit  être  divisé  par  le 
nombre  b,  on  indique  le  quotient  et  on  appelle  cette  fa- 

çon de  s’exprimer,  une  fraction.  On  ne  peut  donc  donner  ime 
idée  plus  exacje  d’une  fraction  ^ , qu’en  disant  qu’on  indique 
de  cette  manière  le  quotient  qui  provient  de  la  division  du 
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nombre  supérieur  par  le  nombre  inférieur.  Il  faut  se  souvenir 
aussi  que  , dans  toutes  ces  fractions  , le  nombre  inférieur  se 
nomme  le  dénominateur  , et  que  celui  qui  est  au-dessus  du 
trait  s’appelle  le  numérateur. 

71.  Dans  la  fraction  citée,  qu’on  prononce  sept  tiers , 
7 est  donc  le  numérateur , et  3 est  le  dénominateur. 

Il  faut  de  même  prononcer 

I,  deux  tiers  J -j,  trois  quarts;  , trois  huitièmes;  douze 
centièmes;  mais  5 se  prononce  un  demi,  non  pas  un  deuxième. 

72.  Afin  de  parvenir  à une  connaissance  plus  parfaite  de  la 
nature  des  fractions , nous  commencerons  par  considérer  le  ciis 

où  le  numérateur  est  égal  au  dénominateur,  comme  dans 

O' 

Or  puisqu’on  indique  par-là  le  quotient  qu’on  obtient  quand 
on  divise  a par  a,  il  est  clair  que  ce  quotient  est  exactement 

l’unité,  et  que  parconséquent  cette  fraction  ^ vaut  autant 

<jue  1 , ou  un  entier  ; il  s’ensuit  de  plus  que  toutes  les  fractions 
qui  suivent  : 

; i A i i 1 i Ptf 

JJ  4>  Sj  ti»  TJ  Sj''*-'-* 

sont  toutes  égales  entre  elles,  c’est-à-dire  qu’elles  valent  cha- 
cune 1 , ou  un  entier. 

73.  Nous  venons  de  voir  qu’une  fraction  qui  a le  numérateur 
égal  au  dénominateur,  vaut  l’unité.  Il  faut  donc  que  toutes  les 
fractions  dont  les  numérateurs  sont  plus  petits  que  les  dénomi- 
nateurs, aient  une  valeur  moindre  que  l’imité.  Car  si  j’ai  un 
nombre  à diviser  par  un  autre  qui  est  plus  grand  , il  me  vient 
nécessairement  moins  que  1 : une  ligne  , par  exemple,  de 
deux  pieds  de  long,  devant  être  coupée  en  trois  parties,  une 
seule  de  ces  parties  sera  sans  contredit  plus  courte  qu’un 
pied;  il  est  donc  évident  que  J sont  plus  petits  que  1 , et  cela 
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par  la  même  raison  que  le  numérateur  a est  plus  petit  que  le 

dénominateur  3. 

74.  Si  le  numérateur  est  au  contraire  plus  grand  que  le  dé- 
Bominateur , la  valeur  de  la  fraction  est  plus  grande  que  l’unité. 
C’est  ainsi  que  | vaut  plus  que  i -,  car  ^ est  autant  que  ; et  en- 
core Or  ~ est  autant  que  1 , parconséquent  ~ vaut  1 plus  f , 
c’est-à-dire  , un  entier  et  encore  un  demi.  De  même  f valent  1 
plus  7,  7 valent  1 plus  j,  et  ^ valent  a plus  7.  Et  en  général  il 
eufllt  dans  ces  cas , de  diviser  le  nombre  supérieur  par  l’infé- 
rieur , et  de  joindre  au  quotient  une  fraction  qui  ait  le  reste 
pour  numérateur,  et  le  diviseur  pour  dénominateur.  Si  la  frac- 
tion donnée  était , par  exemple , 77  , on  aurait  au  quotient  3,  et 
7 pour  reste  ; d’où  l’on  conclurait  que  f;  est  la  même  chose 
que  3 plus 

75.  On  voit  par  là  comment  les  fractions , dont  les  numéra- 
teurs surpassent  les  dénominateurs , se  résolvent  en  deux  nom- 
bres , l’un  desquels  est  un  nombre  entier,  et  l'autre  un  nombre 
rompu  dont  le  numérateur  est  plus  petit  que  le  dénomina- 
teur. On  nomme  ces  fractions , qui  contiennent  un  ou  plusieurs 
entiers  , des  fractions  impropres  par  opposition  aux  fractions 
réelles  ou  proprement  dites,  qui  ayant  le  numérateur  plus  pe- 
tit que  le  dénominateur  , sont  moindres  que  l’unité  ou  qu’un 
entier. 

7S.  On  a coutume  de  se  faire  une  idée  de  la  nature  des  frac- 
tions encore  d’une  autre  manière  qui  éclaircit  assez  bien  la  chose. 
Si  l’on  considère,  par  exemple,  la  fraction  7,  il  est  évident  qu’elle 
est  trois  fois  plusgrande  que  7.  Or  cette  fraction  7 indique  une 
des  parties  d’une  ligne  divisée  en  quatre  parties  égales  ; il  est 
dono  clair  qu’en  prenant  3 de  ces  parties , On  aura  la  valeur 
de  la  fraction  |. 

On  peut  considérer  de  la  même  manière  toute  autre  frac- 
tion , par  exemple  ^ ; si  l’on  partage  l’unité  en  1 a parties  éga- 
les, 7 de  ces  parties  équivaudront  à la  fraction  proposée. 
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77.  C’est  aussi  à cette  manière  de  représenter  les  fractions , 
que  les  dénominations  susdites  de  numérateur  et  de  dénomina- 
teur doivent  leur  origine.  En  effet,  dans  la  fraction  précé- 
dente ^ , le  nombre  qui  est  sous  le  trait  indiquant  que  c’est  en 
J a parties  que  l’unité  doit  être  divisée  ; ce  nombre  désigne  ou 
nomme  ces  parties , et  c’est  pour  cette  raison  qu’on  l’a  nommé 
dénominaleur. 

De  plus , comme  le  nombre  supérieur , savoir  7 , indique  que 
pour  avoir  la  valeur  de  la  fraction,  il  faut  prendre  ou  rassem- 
bler 7 de  ces  parties , et  que  parconséquent  il  les  compte  pour 
ainsi  dire , on  a jugé  à prc^os  de  nommer  cç  nombre  qui  est  au- 
dessus  du  trait , le  numérateur. 

78.  Puisqu’U  est  aisé  de  comprendre  ce  que  c’est  que 
quand  on  sait  ce  que  signiEe  j , nous  pouvons  considérer  les 
fractions  dont  le  nmuératemr  est  l’unité  , comme  faisant  le 
fondement  de  toutes  les  autres.  Telles  sont  les  fractions 

a»  3>  4>  T>  7%  ■97  »o>  tif  1»  > vLS... 

et  il  faut  remarquer  que  ces  fractions  vont  toujours  en  dimi- 
nuant; car  plus  vous  divisez  un  entier,  ou  plus  le  nombre  des 
parties  égales  dans  lesquelles  on  le  divise,  est  grand,  plus  au 
comraire  chacune  de  ces  parties  devient  petite.  C’est  ainsi  que 
est  plus  petit  que  que  ~ est  plus  petit  que  et 

plus  petit  que  -‘jj. 

79.  On  a vu  que  plus  on  augmente  le  dénominateur  de  pa- 
reilles fractions , et  plus  leurs  valeurs  deviennent  petites.  On 
pourrait  donc  demander  s’il  ne  serait  pas  possible  de  faire  ce 
dénominateur  si  grand  , que  la  fraction  se  réduisît  à rien?  Nous 
répondrons  que  non;  car  en  quelque  nombre  de  parties,  in- 
nombrables même , que  vous  divisiez  l’unité , par  exemple  , 
la  longueur  d’en  pied,  ces  parties  ne  laisseront  pas  de  conserver 
une  certaine  grandeur,  et  ne  seront  parconséquent  jamais  abso- 
lument rien. 

So.  H est  vtai  que  « l’on  divise  la  longueur  d’un  pied  en 
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1000  parties,  par  exemple,  ces  parties  ne  tomberont  plus  fa- 
cilement sous  nos  sens.  Mais  regardez-les  par  un  bou  micros- 
cope , elles  paraîtront  assez  grandes  pour  que  chacune  puisse 
être  encore  divisée  en  loo  parties  et  davantage. 

Il  ne  s’agit  cependant  pas  du  tout  ici  de  ce  qu’il  dépend  de 
nous  de  faire  , ou  de  ce  que  nous  sommes  capables  d’exécuter 
réellement , et  de  ce  que  nos  yeux  peuvent  appercevoir  ; il  est 
question  plutôt  de  ce  qui  est  possible  en  soi.  Or  il  est  cer- 
tain, même  dans  ce  sens , que  quelque  grand  qu’on  veuille  sup- 
poser le  dénominateur  , la  fraction  pourtant  ne  s’évanouira  ja- 
mais entièrement,  ou  ne  deviendra  jamais  tout-à-fait  égale  à o. 

81.  On  n’arrive  donc  jamais  entièrement  à rien  , quelque  grand 
qu’on  fasse  le  dénominateur;  et  ces  fractions  conservant  tou- 
jours une  certaine  grandeur , on  peut  continuer , sans  jamais 
cesser,  la  suite  de  fractions  de  l’article  78.  Cette  propriété  a fait 
dire  qu’il  faudrait  que  le  dénominateur  fût  infini  ou  infiniment 
grand , pour  que  la  fraction  se  réduisît  enfin  à o,  ou  à rien;  et 
ce  mot  d’infini  signifie  en  effet  ici  qu’on  ne  parviendrait  ja- 
mais à une  telle  fraction  dans  la  suite  des  fractions  précédentes. 

82.  On  se  sert  pour  représenter  cette  idée,  qui  est  très-fon- 
dée , du  signe  00 , lequel  parconséquent  signifie  un  nombre  in- 
finiment grand  ; on  peut  donc  dire  que  cette  fraction  est  un 
i'ien  réel , par  la  raison  même  qu’une  fraction  ne  saurait  se  ré- 
duire à rien , aussi  long-temps  que  le  dénominateur  n’a  pas  été 
augmenté  à l’infini. 

83.  Il  est  d’autant  plus  nécessaire  de  faire  attention  à cette 
idée  de  l’infini , qu’elle  est  déduite  des  premiers  fondemens  de 
nos  connaissances,  et  qu’elle  sera  de  la  plus  grande  importance 
dans  ce  qui  suivra. 

Nous  pouvons  ici  déjà  en  tirer  des  conséquences  aussi  belles 
que  dignes  de  notre  attention. 

La  fraction  i indique  le  quotient  de  la  division  du  dividende 
1.  par  le  diviseur  <»,  Or  aous  sayous  qu’eu  divisant  le  divideu- 
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de  1 par  le  quotient  ^ , qui  est , comme  nous  avons  vu , autant 
que  O , on  retrouve  le  diviseur  oo  : voici  donc  une  nouvelle  no- 
tion de  l’infini  que  nous  acquérons;  nous  apprenons  qu’il  pro-' 
vient  de  la  division  de  i par  o ; et  l’on  est  parconséquent  fondé 
à dire  , que  i , divisé  par  o , indique  un  nombre  infiniment  grand 
ou  00. 

84-  H est  nécessaire  encore  ici  de  dissiper  l’erreur  assez 
commune  de  ceux  qui  prétendent  qu’un  infiniment  grand  n’est 
pas  susceptible  d'augmentation. 

Cette  opinion  ne  saurait  subsister  avec  les  principes  sojides 
que  nous  venons  d’établir,  car  j signifiant  un  nombre  infi- 
niment grand,  et  | étant  incontestablement  le  double  de  il 
est  clair  qu’un  nombre,  quoique  infiniment  grand,  peut  deve- 
nir encore  deux  ou  plusieurs  fois  plus  grand. 
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CHAPITRE  VIII. 
Des  propriétés  des  fractions. 


85 


IN”  O U s avons  vu  plus  haut  que  chacune  des  fractions 


» î < i < 


7 


s 

T> 


etc. 


fait  un  entier,  et  que  parconséquent  elles  sont  toutes  égales  en- 
tr’elles.  La  même  égalité  règne  dans  les  fracboas  qui  suivent , 


a A « 8 fa 

T>»ïî>*î>  4> 


T,  etc. 


chacune  d’elles  faisant  deux  entiers  ; car  le  numérateur  de  cha- 
cune , divisé  par  son  dénominateur,  donne  a.  De  même  toutes 
ces  fractions 


sont  égales  entr’elles , puisqu’elles  ont  3 pour  valeur  commune. 

86.  On  peut  pareillement  représenter  la  valeur  d’ime  frac- 
tion quelconque , d’une  inilnité  de  manières.  Car  si  l’on  multi- 
plie tant  le  numérateur  que  le  dénominateur  d’une  fraction  par 
un  même  nombre , que  l’on  peut  prendre  à volonté  , cette 
fraction  n’en  conservera  pas  moins  la  même  valeur.  C’est  par 
cette  raison  que  toutes  ces  fractions 


4>  6>  •>  lo  > la’  i^>  lo^  1»  • •«> 

sont  égales  entr’elles , chacune  valant  7.  De  même 


J.  -i.  JL  J.  ^ L£  »(■/. 

St  O > SI  lal  >>>  i«i  ml  sii  “7 1 JO  t 

sont 
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sont  des  fractions  égales,  dont  chacune  vant  Les  fractions 

a 4 -î-  1-5  ü 

î>  6 > aal  1$)  i«> 

ont  pareillement  tontes  une  même  valeur  ; et  on  peut  conclure 
enfin,  en  général,  que  la  fraction  j peut  être  représentée  par  les 

expressions  suivantes  dont  chacune  équivaut  à j ; savoir  : 

a 2tf  3a  4®  5a  6a 

b’  ab’  36*  5b‘  6b’ 


87.  Pour  s’en  convaincre  on  n’a  qu’à  écrire  pour  la  valeur  delà 

fraction  ^ une  certaine  lettre  c , en  entendant  par  cette  lettre  c 

le  quotient  de  la  division  de  a par  b'  ; et  se  rappeler  que  la  mul- 
tiplication du  quotient  c par  le  diviseur  b , doit  donner  le  divi- 
dende. Car  puisque  c multiplié  par  b donne  a,  il  est  clair  que 
c multiplié  par  a b donnera  2 a , que  c mnltiplié  par  3 b don- 
dera  3 a , et  qu’ainsi  en  général  c multiplié  par  m b doit  don- 
ner ma.  Or  changeant  maintenant  ceci  en  un  exemple  de 
division  , et  divisant  le  produit  ma  par  mb  l’un  des  facteurs, 
il  faut  que  le  quotient  soit  égal  à l’autre  facteur  c ; mais  m d 

divisé  par  m b donne  aussi  la  fraction  , laquelle  est  par- 

conséquent  égale  à c;  et  voilà  ce  qu’il  s’agissait  de  prouver  ; 

car  c ayant  été  adopté  pour  la  valeur  de  la  fraction  ^ , il  est 

évident  que  cette  fraction  est  égale  à la  fraction  , quelque 
valeur  que  l'on  donne  à m. 

88.  Nous  avons  vu  que  toute  fraction  pent  être  écrite 
sous  tme  infinité  de  formes , sans  cesser  d’avoir  la  même 
valeur;  et  il  est  indubitable  que  de  toutes  ces  formes,  c’est 
celle  qui  sera  etitre  les  plus  petits  nombres,  dont  on  sai- 

Tome  I.  C 
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sira  le  mieux  la  signification.  Par  exemple , on  pourrait  mettre 

au  lieu  de  | , les  fractions  suivantes , 


i ? i Lî  lî  ptr  • 

OJ  <#>  !..>  |9>  idj  1 

mais  il  n’est  pas  douteux  que  f ne  soit  toujours  de  outes  ces 
expressions  celle  dont  il  est  le  plus  facile  de  se  faire  une  idée.  11 
se  présente  donc  ici  la  question  de  réduire  une  fraction,  comme 
■5^  , qui  n’est  pas  exprimée  par  les  plus  petits  nombres  possibles , 
à sa  forme  .la  plus  simple  ou  à ses  moindres  termes , c’.est-à- 
dire  dans  notre  exemple,  à|. 


89.  Il  sera  facile  de  résoudre  cette  question,  si  l’on  con- 
sidère qu’ime  fraction  ne  laisse  pas  de  conserver  sa  valeur  , 
quand  on  multipfie  ses  deux  termes , ou  son  numérateur  et 
son  dénominateur , par  un  même  nombre.  Car  de  là  il  suit 
qu’aussi  en  divisant  le  numérateur  et  le  dénominateur  d’une 
fraction  par  un  même  nombre  , cette  fraction  doit  conserver 
la  même  valeur.  Cela  se  voit  encore  plus  clairement  par  le 


moyen  de  la  formule  générale  ; car  si  l’on  divise  tant  le 

m b 

numérateur  m a que  le  dénominateur  m b par  le  nombre  m , on 
obtient  la  fraction  laquelle,  comme  on  l’a  prouvé  ci-dessns , 

est  égale  à 

771  b 


90.  Afin  donc  de  réduire  une  fraction  proposée  à ses 
moindres  termes , il  s’agit  de  trouver  un  nombre  par  lequel 
le  numérateur  et  le  dénominateur  puissent  être  divisés. 
Un  nombre  de  cette  espèce  se  nomme  un  commun  diviseur, 
et  aussi  long-temps  qu’on  peut  indiquer  un  commun  diviseur 
entre  le  numérateur  et  le  dénominateur  , il  est  certain  que  la 
fraction  peut  être  réduite  à une  expression  plus  petite  ; mais 
quand  on  voit  au  contraire  qu’à  l’exception  de  l’unité , aucun, 
autre  commun  diviseur  ne  saurait  avoir  lieu  , c’est  signe  qu« 
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la  fraction  se  trouve  déjà  sous  la  forme  la  plus  simple  qu’il  est 
possible. 

g 1 . Pour  rendre  ceci  plus  clair , considérons  la  fraction 
Nous  voyons  d’abord  que  les  deux  termes  se  divisent  par  2,  et 
ju’il  en  résulte  la  fraction  ^ : ensuite  , qu’on  peut  de  nouveau 
diviser  par  2 , et  réduire  la  fraction  à -,  et  celle-ci  ayant  en- 
:ore  q pour  commun  diviseur , il  est  clair  qu’on  peut  la  ré- 
duire à Mais  à présent  l’on  s’apperçoit  facilement  que  1» 
numérateur  et  le  dénominateur  sont  encore  divisibles  p>ar  3 ; 
Faisant  donc  cette  division  on  obtient  la  fraction  | , laquelle  est 
îgale  à la  fraction  proposée  , en  même  temps  qu'elle  en  est 
’expression  la  plus  simple  ; car  2 et  5 n’ont  que  le  commun 
diviseur  i , qui  ne  peut  réduire  les  deux  termes. 

92.  Cette  propriété  qu’ont  les  fractions  de  garder  une  va- 
eur  invariable , soit  qu’on  divise  ou  qu’on  multiplie  le  numé- 
•ateur  et  le  dénominateur  par  un  même  nombre  ; cette  pro- 
jriété,  dis-je , est  de  la  plus  grande  importance  et  fait  le  prin- 
cipe fondamental  de  tout  ce  qu’on  enseigne  sur  les  fractions. 
3n  ne  peut  guère , par  exemple , ajouter  ensemble  deux  frac- 
ions,  ou  les  soustraire  l’une  de  l’autre,  avant  que,  moyen- 
lant  cette  propriété,  on  les  ait  réduites  à une  commune 
lénomination.  C’est  de  quoi  nous  parlerons  dans  le  chapitre 
uivant. 

g3.  Nous  finirons  celui-ci  par  la  remarque , qu’on  peut  aussi 
eprésenter  tous  les  nombres  entiers  par  des  fractions.  Par  exem- 
le , 6 est  autant  que  7 , parceque  6 divisé  par  1 fait  G ; et  on 
eut  de  la  même  manière  exprimer  ce  nombre  6 par  les  frac- 
^ , et  une  infinité  d’autres  qui  ont  la  même 

aleur. 


CHAPITRE  IX. 


De  l addition  et  de  la  soustraction  des  fractions. 


5)4-  JLiORSQUE  les  fractions  ont  des  dénominateurs  égaux , il  n’jr 
a aucune  dilHculté  à les  ajouter  et  à les  soustraire  ; car  7 + 
7 valent  * , et  * — 7 valent  7.  On  n’opère  dans  ce  cas  , soit 
pour  l’addition , soit  pour  la  soustraction , que  sur  les  numé- 
rateurs , et  on  met  sous  le  trait  le  dénominateur  commun]  ainsi 


de  même 


— font  • 

tuo  »oo  100  too  I XOO '*^'^***‘  l 00  > 

H—  — tI+  üfontH  ou  Tti 

iifontil  ou  > ; 
5 + 7 font  I ou  1 


c'est-à-dire  un  entier  ] et 


î — ï + ïfout7. 
c’es^-à-dire  rien , ou  o. 

g5.  Mais  quand  les  fractions  n’ont  pas  même  dénominateur, 
il  est  toujours  possible  de  les  transformer  en  d’autres  fractions 
qui , sous  les  mêmes  valeurs , aient  une  commune  dénomina- 
tion. Par  exemple  , quand  on  propose  d’ajouter  ensemble  les 
fractions  7 et  j , il  faut  considérer  que  ‘ est  autant  que  | , et 
que  ÿ équivaut  à * ; nous  avons  donc  à la  place  des  deux  frac- 
tions proposées  ces  deux  autres  s + j , dont  la  somme  fait 
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Si  les  deux  fractions  étaient  jointes  par  le  signe  moins,  comme 
T — i,  on  aurait  i— * ou  j. 

Autre  exemple  : Soient  les  fractions  proposées  * + j ; puisque 
est  la  même  chose  que  f , on  peut  lui  substituer  cette  va- 
leur, et  dire  I -f-Tfont * î- 

Supposez  qu’on  demande  encore  ce  que  donnent  7.  et  7 ajou- 
tés ensemble , je  dis  que  c’est  car  j fait  , et  ^ fsit-jij. 

96.  Il  peut  arriver  qu’on  ait  un  plus  grand  nombre  de  fractions 
à réduire  à un  même  dénominateur  -,  par  exemple 
tout  se  réduit  alors  à trouver  un  nombre  qui  soit  divisible  par 
tous  les  dénominateurs  de  ces  fractions.  60  est  ici  le  nombre  qui 
a cette  propriété , et  qui  devient  parconséquent  le  dénomina- 
teur commun.  Nous  aurone  donc  ~ au  lieu  de  ^ au  lieu  de 
^ au  lieu  de  7 , au  lieu  de  7,  et  i”  au  |ieu  de  S’il  s’agit 

à pré.sent  d’ajouter  ensemble  toutes  ces  fractions  , 

^ , Il  ; on  ne  fait  qu’ajouter  tous  les  numérateurs , et  on  donne 
à la  somme  le  dénominateur  commun  Go  ■,  c’est-à-dire  qu’on 
aura  ^ , ou  3 entiers  et  , ou  3 


97.  Tout  se  réduit  ici,  nous  le  répétons,  à transformer  deux 
fractions  dont  les  dénominateurs  sont  inégaux  , en  deux  autres 
dont  les  dénominateurs  sont  égaux.^  Pour  faire  donc  cette  opé- 
ration d’une  manière  générale  , soient  j et  ^ les  fractions  pro- 
posées. Qu’on  multiplie  d’abord  les  deux  termes  de  la  première 
par  d , on  aura  la  fraction  égale  à j •,  qu’on  multiplie  en- 
suite les  deux  termes  de  la  seconde  fraction  par  i , on  en  aura 

/ . . f h c , ^ ' , 

une  valeur  équivalente  exprimée  par  ^ ; et  voilà  les  deux  dé- 
nominateurs devenus  égaux.  Maintenant  si  l’on  demande  quelle 
est  la  somme  des  deux  fractions  proposées  > on  peut  répondre 

aussitôt  que  ç’est  et  s’il  est  question  de  la  différence) 

3 


4 


V 
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on  dit  qu’elle  est  S ‘‘  s’agissait,  par  exemple  , des 

fractions  J et  J , on  obtiendrait  à leur  place  ^ et  , dont  la 
somme  est  ~ , et  dont  la  différence  est 

q8.  C’est  par  cette  préparation  qu’on  peut  découvrir  entre 
deux  fractions  proposées  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  ; car 
on  n’a  qu’à  réduire  ces  deux  fractions  au  même  dénominateur. 
Prenons  pour  exemple  les  deux  fractions  et  y;  si  on  les  ré- 
duit au  même  dénominateur,  la  première  devient  fy,  et  la 
seconde  —■ , et  il  est  évident  à présent  que  c’est  la  seconde , 
oui  , qui  est  la  plus  grande  , et  que  c’est  de  ^ qu’elle  surpasse 
la  première. 

Soient  proposées  encore  les  deux  fractions  } et  f,  on  aura 
à leur  place  celles-ci , et  î d’où  l’on  peut  inférer  que  i 
surpasse  4 niais  seulement  de  yg. 

99.  Lorsqu’il  est  question  de  soustraire  une  fraction  d’im 
nombre  entier , il  suffit  de  convertir  une  des  unités  de  ce  nombre 
entier  en  une  fraction  qui  ait  mê-.ne  dénominateur  que  celle 
qu’il  faut  soustraire,  le  reste  se,  fait  sans  difficulté.  Qu’il  s’agisse, 
par  exemple , de  soustraire  f de  1 , on  écrira  4 au  lieu  de  1 , et 
on  dira  4 ôté  de  j reste  4.  De  même  soustrait  de  1 , reste 

S’il  s’agissait  de  soustraire  4 de  deux  , on  écrirait  1 et  | au 
lieu  de  a , et  on  verrait  d’abord  qu’il  doit  rester  après  la  sous- 
traction 1 4- 

100.  n arrive  aussi  quelquefois  qu’ayant  ajouté  ensemble 

deux  ou  plusieurs  fractions , on  obtient  plus  d’un  entier  , c’est- 
à-dire  , un  numérateur  plus  grand  que  le  dénominateur  ; c’est 
un  cas  qui  s’est  même  déjà  présenté  et  auquel  il  faut  faire 
attention.  ' ! 

Nous  avons  trouvé  ,■  par  exemple , ( n°.  gS  ) que  la  somme  des 
cinq  fractions  v,  t>  t r avons  fait  ob- 

server que  cette  somme  signifiait  3 entiers  et  ou  H-  f*® 
même  j -f-  -^ou  -f  font  ou  i n-  H n’y  a qu’à  faire  la 
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division  réelle  du  numérateur  par  le  dénominateur , voir  com- 
bien d’entiers  viennent  au  quotient,  et  tenir  compte  du  reste. 

On  fera  de  même  à peu  près  pour  ajouter  ensemble  des  quan- 
tités composées  de  nombres  entiers  et  de  fractions  ; on  ajoutera 
d’abord  les  fractions , et  si  leur  somme  fait  un  ou  plusieurs 
enliers , on  les  ajoute  aux  autres  entiers.  Qu’il  soit  question  , 
par  exemple  , d’ajouter  3 j et  a f , on  prend  d’abord  la  somme 
de  : et  ^ , ou  de  ^ et  Elle  est  J ou  i j ; donc  la  somme  totale 
est  6 j. 
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CHAPITRE  X. 

.De  la  multiplication  et  de  la  division  des 
fractions, 

101.  Ija  règle  pour  la  multiplication  d'une  fraction  par  un 
nombre  entier  , est  de  ne  multiplier  par  ce  nombre  que  le 
numérateur,  et  de  ne  rien  changer  au  dénominateur;  ainsi 

!j  J r i ou  1 entier; 

^ > font  \ ’ 

? 1 j ? 0“  î ; 

vJ  iKoui^oui;. 

On  peut  cependant , au  lieu  do  cette  règle , employer  au.ssi 
celle  de  diviser  le  dénominateur  par  le  nombre  entier  donné  ; 
et  il  est  bon  de  s’en  servir,  quand  cela  se  peut',  parcequ’on 
abrège  par-là  le  calcul.  Qu’il  s’agisse,  par  exemple , de  multi- 
plier J par  3 ; si  l’on  multiplie  le  numérateur  par  le  nombre  en- 
tier, on  obtient  lequel  produit  se  réduit  à j.  Mais  si  au  lieu 
de  multiplier  le  numérateur , on  divise  le  dénominateur  par  le 
nombre  entier , on  trouve  immédiatement  4 ou  a -J  pour  le  pro- 
duit cherché.  De  même  multipliés  par  B , donnent  ou  3 J. 

102.  En  général  donc,  le  produit  de  la  multiplication  d’une 

fraction  j par  c est  ^ , et  on  peut  remarquer  que  quand  le 

nombre  entier  est  précisément  égal  au  dénominateur  , le  pro- 
duit doit  être  égal  au  numérateur, 
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3 > fois  < J > font  { a ; 

4\  h)  (5. 

Et  en  general , si  1 on  multiplie  la  fraction  ? par  le  nombre  b ' 
• O ’ 

le  produit  doit  être  a , comme  on  l’a  déjà  fait  sentir  plus  haut; 

car  puisque  ^ indique  le  quotient  de  la  division  du  dividende  a 

par  le  diviseur  b , et  qu  on  a démontré  que  le  quotient  mul- 
tiplie par  le  diviseur , doit  donner  le  dividende , il  est  clair  que 

J multiplié  par  b , doit  produire  a. 


io3.  Nous  avons  vu  comment  on  doit  multiplier  une  fraction 
par  un  nombre  entier , voyons  à présent  aussi  comment  il  faut 
diviser  une  fraction  par  un  nombre  entier;  cette  recherche  est 
necessaire  avant  que  nous  passions  à la  multiplication  des  frac- 
tions par  des  fractions.  Or  il  est  clair  que  si  j’ai  à diviser  la  frac- 
tion t par  2,  il  doit  me  venir  j ; et  que  le  quotient  de  y divisé 
par  3 est  On  doit  donc  diviser  le  numérateur  par  le  nombre 
entier , sans  changer  le  dénominateur.  Ainsi  les  fractions 


• • ; etc. 

1 

. . 104.  Cette  règle  peut  être  pratiquée  sans  difficulté , lorsque 
le  numérateur  est  divisible  par  le  nombre  proposé  ; mais  fort 
souvent  il  ne  1 est  pas  ; il  faut  donc  observer  qu’on  peut  trans- 
former une  fraction  en  un  nombre  infini  d’autres  fractions  ayant 
même  valeur,  et  que  dans  ce  nombre  il  ne  peut  manquer  d’y  en 
avoir  de  tellesquele  numérateur  puisse  être  divisé  par  le  nombre 
entier  donné,  S il  s agissait , par  exemple , de  diviser^  par  a , on 

I 
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changerait  la  fraction  en  f , et  divisant  maintenant  le  numé- 
rateur par  2 , on  aurait  aussitôt  pour  le  quotient  cherché. 

En  général , s’il  est  question  de  diviser  la  fraction  j par  c,  on 
la  transformera  en  celle-ci  , et  divisant  ensuite  le  numéra- 
teur acpar  c , on  écrira  ^ pour  le  quotient  cherché. 

ic5.  Nous  voyons  donc  que  dans  le  cas  où  ime  fraction  ‘~ 

doit  être  divisée  par  un  nombre  entier  c , on  n’a  qu’à  multiplier  le 
dénominateur  par  ce  nombre , et  laisser  le  numérateur  tel  qu’il 
est.  C’est  ainsi  que  j divisé  par  3 fait  ^ , et  que  ^ divisé  par  ^5 
fait^. 

Ce  calcul  devient  cependant  plus  facile  quand  le  numérateur 
lui-même  est  divisible  par  le  nombre  entier  , comme  nous  l’a- 
vons supposé  à l’article  io3.  Par  exemple  ~ divisé  par  3 serait , 
suivant  notre  règle , /j  ; mais  par  la  première  règle,  qui  est  ap- 
plicable ici , on  a , expression  qui  équivaut  à ^ , mais  qui  est 
plus  simple. 

1 o6.  On  sera  maintenant  en  état  de  comprendre  comment  il 

" - * ^ * * C » ^ 

faut  multipUer  une  fraction  ^ par  une  autre  fraction  ^ On  n’a 

ç * 

qu’à  considérer  que  ^ signiCe  que  c est  divisé  par  d;  et  en  par- 
tant de  là,  on  multipliera  d’abord  la  fraction  ^ par  c , ce  qui 
produit  le  résultat  après  quoi  on  divisera  par  d ce  qui 

donne  Nous  tirons  de  là  la  règle  suivante  ; que  pour  multi- 

plier  deux  fractions , on  n’a  besoin  que  de  multiplier  séparément 
les  numérateurs  et  les  dénominateurs.  Ainsi  les  fractions 

t)  ..  ’ 

J V multipbéespar<  Y > font  <77. 

; , ' ï ; , . 

etc. 
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1 07.  Il  nous  reste  à montrer  comment  on  doit  diviser  une 
fraction  par  une  autre.  Il  faut  remarquer  d’abord  que  si  les  deux 
fractions  ont  le  même  nombre  pour  dénominateur  , la  division 
n’a  lieu  qu’à  l’égard  des  numérateurs  ; car  il  est  évident , par 
exemple  , que  sont  contenus  autant  de  fois  dans  j-j  , que  3 
l’est  dans  g , c’est-à-dire  , 3 fois  ; et  pareillement  pour  di\'iser 
~ par  “ , on  n’a  qu’à  diviser  8 par  g , ce  qui  donne  On  aura 
de  même  en  , 3 fois  ; .-J-»  en  5^,  7 fois  ; en  ^ * fois;  etc. 


108.  Mais  quand  les  fractions  n’ont  pas  leurs  dénominateurs 
égaux , il  faut  avoir  recours  à la  manière  dont  nous  avons  dit 
qu’on  les  réduisait  au  même  dénominateur.  Qu’on  ait , par 

' c , 

exemple , la  fraction  j à diviser  par  la  fraction  ^ > ®n  les  ré- 
duira d’abord  au  même  dénominateur , et  l’on  aura  ^ à di- 


viser par 


bc 

U 


; et  il  est  clair  à présent  que  le  quotient  doit  être 


indiqué  simplement  par  la  division  de  ad  par  bc;  ce  qui  donne 

ad 

bc 


Voici  donc  la  règle  : il  faut  multiplier  le  numérateur  du  di- 
vidende par  le  dénominateur  du  diviseur,  et  le  dénominateur  du 
dividende  par  le  numérateur  du  diviseur  ; le  premier  produit  sera 
le  numérateur  du  quotient , et  le  second  produit  sera  son  déno- 
minateur. 


1 og . Ainsi , en  suivant  cette  règle  pour  diviser  | par  | , on  aiir.v 
le  quotient  7^  ; la  division  de  \ par  produira  | ou  ^ , ou  1 et 
\ ; et  celle  de  par  j donnera  ou  7. 


1 1 0.  On  a . coutume  aussi  d’énoncer  comme  il  suit  la 
règle  de  division  de  deux  fractions!:  Si  l’on  renverse  la  frac- 
tion par  laquelle  il  s’agit  de  diviser , de  façon  que  le  dénomi- 
nateur se  mette  à la  place  du  numérateur , et  que  celui-ci  s’é- 
crive sous  le  trait,  et  qu’ensuite  on  multiplie  la  fraction  qui 
est  le  dividende  , par  cette  fraction  renversée  , le  produit 


Digilized  by  Google 


44  ÉLÉMENS 

sera  le  quotient  cherché.  Ainsi  J divisé  par  ÿ est  autant  que 
i multiplié  par  ce  qui  fait  jou  i 7.  De  même  j divisé  par 
ÿ est  autant  que  | multiplié  par  j , ce  qui  produit  J-f  ; divisé 
par  I fait  autant  que  multiplié  par  f , dont  le  produit  est 
Ht  ouf 

'On  voit  donc  en  général  que  diviser  par  la  fraction  j , re- 
vient à’  multiplier  par  4 ou  a ; que  la  division  par  7 revient  à 
la  multiplication  par  7 ou  par  5 , etc. 

111.  Le  nombre  loo  divisé  par  -!■  donnera  donc  aoo  ; et  1000 

divisé  par  7 fait  3ooo.  De  plus , s’il  s’agit  de  diviser  1 par  , le 
quotient  est  1000;  et  en  divisant  1 par  > il  vient  100000. 

Cela  aide  à comprendre  qu’en  divisant  par  o , il  doit  en  ré- 
sulter un  nombre  infiniment  grand  ; car  la  division  de  1 par  la 
petite  fraction  . oooo'u.oo»  produit  déjà  le  nombre  très-grand 
J 000000000. 

112.  Tout  nombre  divisé  par  lui-même  donnant  l’unité , on 
sent  bien  qu’une  fraction  divisée  par  elle-même  doit  aussi  donner 
le  quotient  i ; la  même  vérité  suit  de  notre  règle  ; car  pour  divi- 
viser  4 par  , il  faut  multiplier  ^ par  | , et  on  obtient  7I  ou  1 ; 

et  s’il  s’agit  de  diviser  ^ par  j , on  multiplie  g par  - ; or  le 
le  produit  ^ est  égal  à 1 . 

Il  3.  Nous  avons  aussi  à expliquer  encore  une  expression  dont 
l’usage  est  fréquent.  On  demande , par  exemple , ce  que  c’est 
que  la  moitié  de  J ; cela  veut  dire  qu’on  doit  multipber  7 par  f 
De  même  si  l’on  demande  ce  que  sont  les  4 de  J , on  multi- 
pliera 4 par  4 , ce  qui  produit  if  ’i  et  | de  ■—  ou  de  f font  ff. 

ii4-  Enfin  il  faut  observer  ici  à l’égard  des  signes  -f-  et  — , 
les  mêmes  principes  que  nous  avons  établis  plus  haut  pour 
les  nombres  entiers.  Ainsi  les  fractions  _ , 


multipliées  par 


donnent 


. + 1. 
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CHAPITRE  XI. 

Des  nombres  q narrés. 


1 15.  Xje  produit  d’un  nombre  multiplié  par  le  même  nombre  ; 
se  nomme  un  quarré  ; et  par  cette  raison  on  appelle  racine 
quarrée  ce  nombre  considéré  relativement  à un  tel  produit. 

Par  exemple,  quand  on  multiplie  la  par  la,  le  produit  est 
im  quarré  dont  la  racine  est  la. 

Le  fondement  de  cette  dénomination  est  pris  dans  la  Géo- 
métrie , où  l’on  trouve  le  contenu  d’un  quarré  en  multipliant 
son  côté  par  lui-même. 

Il  G.  Tous  les  nombres  quarrés  se  trouvent  donc  parla  mul- 
tiplication, c’est-à-dire,  en  multipliant  la  racine  par  elle- 
même.  ’ 

C’est  ainsi  que  i est  le  quarré  de  i , parce  que  i , multi- 
plié par  1 fait  i ; et  pareillement , que  4 est  le  quarré  de  a-,  et 
9 le  quarré  de  3 ; que  a est  la  racine  de  4 > et  3 celle  de  9. 

Nous  considérerons  en  premier  lieu  les  quarrés  des  nombres 
naturels , et  nous  donnerons  d’abord  la  petite  table  qui  suit , 
dans  laquelle  plusieurs  nombres  ou  racines  se  trouvent  sur  la 
première  ligne , et  leurs  quarrés  sur  la  seconde.  , 


IVombreftl  i|  3|  5|  41  5|  6|  j\  8|  9 

io|  ii|  ia|  i3t 

Quarrés  1 i|  41  .9l*^|25|3G|4.ql6418i 

ioo|i2i  U44I  iGq 

1 17.  On  remarquera  d’abord  sans  peine  dans  ces  nombres 
quarrés  rangés  ainsi  par  ordre , ime  belle  propriété  -,  à savoir 
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que  , si  l’on  soustrait  chacun  de  ces  quarrés  de  celui  qui  suit 
immédiatement,  les  restes  ^augmentent  toujours  de  a,  et  for- 
ment la  suite  que  voici  ; 

■ 3,  5,7.  9.  i5,  17,  19,  21,  etc. 

qui  est  celle  des  nombres  impairs. 

Il 8.  Les  quarrés  des  fractions  se  trouvent  pareillement , en 
multipliant  une  fraction  donnée  par  elle-même.  Par  exemple , 
le  quarré  de 


etc. 


On  voit  assez  qu’il  suffit  de  diviser  le  quarré  du  numérateur 
par  le  quarré  du  dénominateur , et  que  la  fraction  qui  exprime 
cette  division  doit  être  le  quarré  de  la  fraction  donnée.  C’est 
ainsi  encore  que  - \ est  le  quarré  de  J ; et  réciproquement  que 
y est  la  racine  de 

119.  Quand  on  veut  trouver  le  quarré  d'un  nombre  mixte , ou 
composé  d’un  nombre  entier  et  d’une  fraction , on  n’a  qu’à  le 
réduire  à une  seule  fraction , et  prendre  ensuite  le  quarré  de 
cette  fraction.  Qu’il  s’agisse , par  exemple  , de  trouver  le  quarré 
de  2 4 ; on  exprimera  d’abord  ce  nombre  par  ^ , et  prenant  le 
quarré  de  cette  fraction , on  a */ou  6 j pour  la  valeur  du  quarte 
de  2 -J.  De  même  pour  prendre  le  quarré  de  3 ^ dira  3 5 est 
autant  que  ^ -,  donc  le  quarré  est  égal  à ou  à 10  et 
Voici  pour  chaque  quart  d’augmentation  les  quarrés  des  nom- 
bres compris  entre  3 et  4- 


Nombres 

1 3 

1 3 il  3 il  3 il  4 

Quarrés. 

1 9 

lio^l.2  ili4ii«l  ib- 

On  peut  conclure  de  cette  petite  table , que  si  une  racine 
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contient  Une  fraction  , son  quarré  ne  manque  pas  d’en  contenir 
une  aussi.  Soit,  par  exemple,  la  racine  1 ; son  quarré  est 

, ou  n ,-^4  ; c’est-à-dire  im  peu  plus  grand  que  le  nombre 
entier  2. 

120.  Passons  aux  expressions  générales.  Quand  la  racine  est 
a , le  quarré  doit  être  aa  -,  si  la  racine  est  22 , le  quarré  est 
4oa  ; ce  qui  donne  à connaître  qu’en  doublant  la  racine  , le 
quarré  devient  4 fois  plus  grand.  De  même , si  la  racine  est  oa , 
le  quarré  est  90a  ; et  si  la  racine  est  4^ , le  quarré  est  i San. 
Mais  si  la  racine  est  ah  , le  quarré  est  aabb  ; et  si  la  racine  est 
abc , le  quarré  est  aabbcc. 

121 . Ainsi,  quand  la  racine  est  composée  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs facteurs , il  faut  multiplier  ensemble  leurs  quarrés  ; et  ré- 
ciproquement, si  un  quarré  est  composé  de  deux  ou  de  plusieurs 
facteurs , dont  chacun  est  un  quarré , on  n’a  qu’à  multiplier  en- 
semble les  racines  de  ces  quarrés , pour  avoir  la  racine  com- 
plète du  quarré  proposé.  Ainsi , comme  23o4  est  autant  que 
4.16.36,  la  racine  quarrée  en  est  2.4.6  ou  48  ; et  en  effet  48 
se  trouve  être  la  racine  quarrée  de  23o4,  pareeque  48.48  fait 

a3o4- 

122.  Voyons  aussi  ce  qu’il  faut  observer  dans  cette  matière  à 
l’égard  des  signes  -f-  et  — . Et  d’abord  il  est  clair  que  si  la  racine 
a le  signe  -J- , c’est-à-dire , si  elle  est  un  nombre  positif , son 
quarré  doit  nécessairement  être  de  même  un  nombre  positif, 
pareeque  -f-  par  -f-  fait  -f-  : le  quarré  de  -J-n  fera  -j-aa.  Mais 
si  la  racine  est  un  nombre  négatif,  comme  — a , le  quarré  n’en 
devient  pas  moins  positif,  puisqu’il  est  -f-aa  ; nous  pouvons  donc 
conclure  que  -f-oa  est  le  quarré  tant  de  -|-a  que  de  — a,  et 
que  parconséquent  on  peut  indiquer  pour  tout  quarré  deux 
racines,  l’une  positive  et  l’autre  négative.  La  racine  quarrée  de 
25,  par  exemple,  est  également  -|-5  et  — 5,  pareeque  — 5 
multiplié  par  — 5 donne  26  aussi  bien  que  -f-5  par  -j-5. 
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CHAPITRE  XII. 

Des  racines  quarrées  et  des  nombres  irration^ 
nels  qui  en  résultent, 

ia3.  C^E  que  nous  avons  dit  dans  le  chapitre  précédent  re- 
vient principalement  à ceci  : Que  la  racine  quarrée  d’un  nombre 
proposé  n’est  autre  chose  qu’un  nombre  tel  que  son  quarré  soit 
égal  au  nombre  proposé , et  qu’on  peut  mettre  devant  ces  ra- 
cines tant  le  signe  positif  que  le  signe  négatif. 

1 24.  Ainsi  quand  im  nombre  proposé  est  quarré , et  qu’on  a 
retenu  dans  la  mémoire  un  nombre  suffisant  de  nombres  quarrés, 
il  est  facile  de  trouver  la  racine  de  celui  qui  est  donné.  Si  c’est 
196,  par  exemple,  qui  soit  ce  nombre  proposé,  on  sait  que 
sa  racine  quarrée  est  i4- 

On  traite  de  même  avec  facilité  les  fractions  ; il  est  clair,  par 
exemple  , que  j est  la  racine  quarrée  de  ; on  n’a , pour  s’en 
convaincre  qu’à  prendre  la  racine  quarrée  du  numérateur , et 
celle  du  dénominateur. 

Si  le  nombre  proposé  est  un  nombre  mixte , comme  1 2 J , 
on  le  réduira  à une  seule  fraction , laquelle  est  ici  ^ , et  on  verra 
sur-le-champ  que  c’est  ^ ou  3 -î  , qui  doit  être  la  racine  quarrés 
de  12  i. 

I 

125.  Mais  quand  le  nombre  proposé  n’est  pas  im  quarré, 
comme  12  par  exemple,  il  n’est  pas  possible  non  plus  d’en 
extraire  la  racine  quarrée , ou  d’indiquer  un  nombre  tel  que 
multiplié  par  lui-même  , il  donne  le  produit  12.  Ce  que  nous  sa- 
vons cependant,  c’est  que  la  racine  quarrée  de  12  doit  être 
plus  grande  que  3 , parceque  3.3  ne  font  que  9;  et  plus  petite 

que 
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que  4>  parceque4-4  c’est-à-dire  plus  de  12.  Noua 

savons  même  aussi  c[ue  cette  racine  est  plus  petite  que  3 -j  ; car 
nous  avons  vu  que  le  quarré  de3j  ou  | est  12  -J.  Enfin  nous  pou- 
vons déterminer  cette  racine  d’une  manière  encore  plus  appro- 
chée , en  la  comparant  avec  3 —•  ; car  le  quarré  de  3 ou  de  f| 
est ou  12  et  , parconséquent  cette  fraction  est  encore 
un  peu  plus  grande  que  la  racine  qu’on  demande  ; mais  de  très- 
peu  , puisque  les  deux  quarrés  ne  diffèrent  entr’eux  que  de 

12G.  On  pourrait  soupçonner  que  puisque  3 1 et  3 jy  sont  des 
nombres  plus  grands  que  la  racine  de  12,  il  serait  possible  d’a- 
jouter à 3 une  fraction  un  peu  plus  petite  que  et  précisé- 
ment telle  que  le  quairé  de  la  somme  fut  égal  à 12. 

Essayons  donc  3 ~ , puisque  7 est  un  peu  moindre  que 
Or  3 y est  autant  que  dont  le  quarré  est  et  parcon- 
séquent plus  petit  de  ÿÿ  que  le  quarré  de  1 2 , qu’on  peut  expri- 
mer par  iÿ,* . Il  est  donc  prouvé  que  3 f est  plus  petit , et  que  3 
~ est  plus  grand  que  la  racine  cherchée.  Essayons  donc  un 
nombre  un  peu  plus  grand  que  3 y,  mais  pourtant  plus  petit  que 
3 , par  exemple  3 Ce  nombre  qui  vaut  ^ , a pour  quarré’ 

réduisant  12  à ce  dénominateur,  on  trouve  plus 
grand  que  de  y|y  ; il  s’ensuit  donc  que  3yy  est  encore  trop 
petit.  Substituons  donc  la  fraction  qui  est  un  peu  plus 
grande , et  voyons  encore  ce  qui  résulte  de  la  comparaison  du 
quarré  de  3 ^ avec  le  nombre  1 a proposé  : le  quarré  de  3, y 
esty^^,  or  12  réduit  k la  métne  dénomination  , fait  ; 
ainsi  3 yy  est  encore  trop  petit  , tandis  que_3  — s’est  trouyé 

trop  grand.  ; 

1 27.  On  peut  comprendre  facilement  que  qpelque  fraction  que 
l’on  joigne  à3 , le  quarré  de_  cette  somme  doit  toujours  conte- 
nir une  fraction , et  ne  peut  jamais  devenir  exactement  égal  au 
nombre  entier  1 2.  Ainsi , quoique  nous  sacluons  que  la  racine 
quarrée  de  12  est  plus  grande  que, 3 ^ et  moindre  .que  3 ,-y, 
nous  sommes  cependant  forcés  de  convenir  que  nous  ne  sommes^ 
p^s  en  état  d’assigner  uije  fraction  intermédiaire. entre  ces  deux- 
et  telle  en  même  tqmg^  qq’, ajoutée  à 3,,,elle  exprime  exac- 
Tomef.  ■ ■ * ' D ■* 
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tement  la  racine  quarrée  de  is.  Avec  tout  cela  cependant  on 
ne  peut  pas  dire  que  la  racine  quarrée  de  la  soit  indéterminée 
par  elle-même  et  inatsignable  ; il  suit  seulement  de  ce  que  nous 
avons  rapporté , que  cette  racine , quoiqu’elle  ait  nécessaire- 
ment une  grandeur  déterminée , ne  saurait  être  exprimée  par 
des  fractions. 

ia8.  Il  est  donc  une  espèce  de  nombres  qui  ne  sont  aucune- 
ment assignables  par  des  fractions , et  qui  sont  cependant  des 
quantités  déterminées  ; la  racine  quarrée  de  i a nous  en  a offert 
un  exemple.  On  nomme  cette  nouvelle  espèce  de  nombres , des 
nombres  irrationnels  ; ils  se  présentent  toutes  les  fois  qu’on 
cherche  la  racine  quarrée  d’im  nombre  qui  n’est  pas  un  quarré. 
C’est  ainsi  que  a n’étant  pas  un  quarré  parfait , la  racine  quarrée 
de  a , ou  le  nombre  qui  multiplié  par  lui -même  , produit  a, 
est  une  quantité  irrationnelle.  On  nomme  aussi  ces  nombres  des 
quantités  sourdes  ou  des  incommensurables. 

lag.  Ces  quantités  irrationnelles,  quoiqu’elles  ne  puissent  pas 
s’exprimer  par  des  fractions , sont  cependant  des  grandeurs  dont 
on  peut  se  faire  une  idée  juste.  Car  quelque  cachée  que  nous 
paraisse , par  exemple  , la  racine  de  i a , nous  n’ignorons  pas 
cependant  que  c’est  un  nombre  qui , multiplié  par  lui-même , 
produit  exactement  la;  et  cette  propriété  est  suffisante  pour 
nous  donner  une  idée  de  ce  nombre , d’autant  qu  il  dépend 
de  nous  d’approcher  de  plus  en  plus  de  sa  valeur. 

i3o.  Comme  on'  est  suffisamment  an  fait  de  la  significa- 
tion des  nombres]  irrationnels  dont  il  est  question  , on  est 
convenu  d’un  certain  signe  , pour  indiquer  les  racines  quarrées 
des  nombres  qui  ne  sont  pas  des  quarrés  parfaits.  Ce  signe  a 
cette  figure  l/,  et  se  prononce  ainsi  : racine  quarrée.  Ainsi- 
V/ia  signifie  la  racine  quarrée  de  i a,  ou  le  nombre  qui  mul- 
tiplié par  lui-même,  fait  la.  De  même  j/a  indique  la  racinfe 
quarrée  de  a;  1/3  celle  de  3;  la  racine  quarrée  de  ; 
et  en  générale  (/a  indique  la  racine  quarrée  du  nombre  c. 
Toutes  les  fois  qu’ou  voudra  indiquer  U racine  quarrée  d’un 
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nombre  qui  n’est 'pas  un  quarré,  on  n’aura  qu’à  se  servir  du 
signe  ^ mis  en  avant  de  ce  nombre. 

131 . L'explication  que  nous  avons  donnée  des  nombres  irra- 
tionnels, nous  met  aussitôt  sur  la  voie  pour  appliquer  à ces  nom- 
bres les  calculs  usités.  Car  sachant  , par  exemple  , que  la  ra- 
cine quarrée  de  2 , multipliée  par  elle-même,  doit  produire  a ; 
nous  savons  aussi  que  la  multiplication  de  ^2  par  2 doit 
produire  nécessairement  2 •,  que  de  même  celle  de  j/3  par  |/3 
doit'  donner  3 ; que  par  J/ 5 fait  5 ; que  par 
fait  J ; et  que  généralement  a multiplié  par  ^ a produit  a.  , 

132.  Mais  quand  il  s’agit  de  multiplier  par  |/i,  le 
produit  est  ^ ab  ; parce  que  nous  avons  montré  plus  haut 
que  si  un  quarré  a des  facteurs,  sa  racine  doit  être  composée 
des  racines  de  ces  facteurs.  C’est  pourquoi  l’on  trouve  la  racine 
quarrée  du  produit  ab  , laquelle  est  ^ ab  , en  multipliant  la 
racine  quarrée  de  a ou  j/a , par  la  racine  quarrée  de  é , ou  par 
\/b.  Il  est  clair  par  là  que  si  b était  égal  à a,  on  aurait  j/aa 
pour  le  produit  de  ]/a  par  ]/b.  Or  \/aa  est  évidemment  a, 
parceque  aa  est  le  quarré  de  a. 

133.  S’il  s’agit  de  la  division , et  qu’on  ait  j/a , par  exemple , 

à diviser  par  j/i , on  obtient  J/  g ; et  il  peut  arriver  ici  que  dans 

le  quotient  l’irrationnalité  s’évanouisse.  C’est  ainsi  qu’ayant  à 
diviser  j/iS  par  V/8,  on  obtient  le  quotient  !/’^,  lequel  se  ré- 
duit à j/f,  et  parconséquent  à ’ , parceque  J est  le  quarré 
def 

i34-  Quand  le  nombre  devant  lequel  on  a mis  le  signe  radi-  ' 
cal  J/,  est  lui-même  un  quarré,  on  en  exprime  la  racine  de  la 
manière  accoutumée.  Ainsi  1/4  autant  que  2,  |/g  autant 
que  3 , v/36  autant  que  6,  et  1/12  fautant  que  ^ ou  3 On 
voit  que , dans  ces  cas  , l’irradonnalité  n’est  qu’apparente  , et 
qu’elle  disparaît  d’elle-même. 

i35.  Il  est  facile  aussi  de  multiplier  nos  nombres  irrationnels 
par  les  nombres  ordinaires.  Par  exemple , 2 multiplié  par  5 
fait  2 P 5,  et  3 fois  y a fait  3 ^2.  Dans  ce  second  exempl* 
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cependant  comme  3 est  autant  que  ^9  7 on  peut  exprimer 
aussiSfoi^  y'a  par  1/9  multipliant  v/a,  ou  parv/i8.  De  même 
fl  J/a  est  autant  que  3 ]/a  autant  que  9a.  Et  en 

général  b \/a  a la  même  valeur  que  la  racine  quarrée  de  bha 
ou  i/aiè  ; d’où  l’on  infère  réciproquement , que  quand  le 
nombre  qui  est  précédé  du  signe  radical  contient  un  quarré , 
on  peut  prendre  la  racine  de  ce  quarré  et  la  mettre  en  avant 
du  signe  , comme  on  ferait  en  écrivant  ù |/a  au  lieu  de  ybba. 
On  comprendra  aisément  d’après  cela  les  réductions  qui 
suivent  : 


j/8 

1/12 

V/i8 

1/24 

V/32 

t/75 


/ v/fl.4 

/2  t/2  ; 

1 1/3-4 

1 3 t/3  j 

/ 1/2.9 

1 3 t/2  ; 
> est  autant  que  i 

\ t/6. 4 

J a l/G  ; 

l't/2.16 

1 4 1/2  ; 

i t/3 . 25  . 

l5  1/3. 

i36.  La  division  est  fondée  sur  les  mêmes  principes.  J/a  di- 
visé par  j/ b , fait  ou  g-  Et  pareillement 


et  ainsi  de  suite.  ' 


/ 
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137.  11  n’y  a rien  à remarquer  de  particulier  à l'égard  de 
l’addition  et  de  la  soustraction , parcequ’on  ne  fait  que  lier  les 
nombres  par  les  signes  + et — . Par  exemple  , v/a  ajouté  à 
s’écrit  v/a  -J-  \/Z  ; et  l/3  soustrait  de  y 5 s’écrit  J/5—  V^3. 

138.  Enfin  nous  ferons  observer  que  , par  opposition  à ces 
nombres  irrationnels  , on  nomme  les  autres  nombres  , tant 

' entiers  que  fractionnaires , des  nombres  rationnels. 

Ainsi  toutes  les  fois  qu’on  parle  de  nombres  rationnels , on 
entend  par  là  des  nombres  entiers , ou  bien  aussi  des  fractions. 
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CHAPITRE  XIII. 

Des  Quantités  impossibles  ou  imaginaires  , qui  * 
dérivent  de  la  même  source. 

139.  IN" O ü s avons  déjà  vu  plus  haut  que  les  quarrés  des 
nombres  tant  positifs  que  négatifs,  sont  toujours  positifs  ou 
affectés  du  signe  -f-  ; ayant  fait  observer  que  — a multiplié  par 
— a fait  -\-aa  , tout  comme  le  produit  de  -j-a  par  -|-a.  C’est 
pourquoi , dans  le  chapitre  précédent , nous  avons  supposé  que 
tous  les  nombres  dont  il  s’agissait  d’extraire  les  racines  quarrées, 
étaient  positifs. 

t4o.  Lors  donc  qu’on  a à extraire  la  racine  d’un  nombre  né- 
gatif , on  ne  peut  que  se  trouver  foi\  embarrassé  , puisqu’il 
n’existe  aucun  nombre  assignable  dont  le  quarré  soit  un  nombre 
négatif.  Car  proposez,  par  exemple,  d’extraire  la  racine  de  — 4» 
c’est  demander  un  nombre  tel  que , multiplié  par  lui-même  , le 
produit  soit  —4;  or  ce  nombre  cherché  n’est  ni  -|-  a ni  — a,  par- 
ceque  le  quarré  tant  de  -j-  a que  de  — a , est  +4  et  non  pas 

—4. 

* 

i4i.  Il  faut  donc  conclure  que  la  racine  quarrée  d’un  nom- 
bre négatif,  ne  peutêtreniun  nombre  positif,  ni  un  nombre  né- 
gatif, puisqu’aussi  les  quarrés  des  nombres  négatifs  prennent  le 
eigne  p/us.  Parconséquent  il  faut  que  la  racine  en  question  ap- 
partienne à une  espèce  tout-à-fait  particulière  de  nombres  ; 
puisqu’elle  ne  peut  etre  comptée  ni  parmi  les  nombres  positifs  , 
ni  parmi  les  nombres  négatifs. 

i4a.  Or  nous  avons  remarqué  plus  haut  que  les  nombres  po- 
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Bitif#  sont  tous  plus  grands  que  rien  ou  o , et  que  les  nombres 
négatifs  sont  tous  pluspetitsque  rienouo  ; de  façon  que  tout  ce 
qui  surpasse  o s’exprime  par  des  nombres  positifs  , et  que  tout 
ce  qui  est  moindre  que  o s’exprime  par  des  nombres  négatifs. 
Nous  voyons  donc  que  les  racines  quarrées  de  nombres  négatifs 
ne  sont  ni  plus  grandes  ni  plus  petites  que  rien.  Cependant  on  ne 
peut  pas  dire  qu’elles  soient  o ; car  o multiplié  par  o fait  o , et 
parconséquènt  ne  donne  pas  un  nombre  négatif. 

143.  Or  puisque  tous  les  nombres  qu’il  est  possible  de  s’ima- 
giner , sont  ou  plus  grands  ou  plus  petits  que  o , ou  sonto  même, 
il  est  clair  qu’on  ne  peut  pas  même  compter  la  racine  quarrée 
d’un  nombre  négatif  parmi  les  nombres  possibles , il  faut  donc 
dire  que  c’est  un  nombre  impossible.  C’est  de  cette  façon  que 
nous  sommes  conduits  à l’idée  de  nombres  qui,  par  leur  nature, 
sont  Impossibles.  On  nomme  ordinairement  ces  nombres  des 
quantités  imaginaires  y parc^u’ elles  existent  purement  dans 
l'imagination. 

j44-  Toutes  les  expressions,  comme  1/ — i , V^— a,  i/ — 3, 
1/ — 4 » *0*^^  parconséquènt  des  nombres  impossibles  ou 

imaginaires , puisqu’ils  indiquent  des  racines  de  quantités  néga- 
tives. Et  c’est  de  pareils  nombres  qu’on  soutient  avec  raison 
qu’ils  ne  sont  ni  rien,  ni  plus  que  rien,  ni  moins  que  rien;  ce 
qui  fait  principalement  qu’on  est  obligé  de  les  déclarer  im- 
possibles. 

145.  Avec  tout  cela  cependant  ces  nombres  se  présentent  i 
l’esprit,  ils  ont  lieu  dans  notre  imagination,  et  nous  ne  laissons  pas 
d'en  avoir  une  idée  suffisante;  puisque  nous  savons  que  par 
1/— 4,  par  exemple , on  entend  un  nombre  qui,  multiplié  par 
lui-même,  fait  — 4-  C’est  aussi  pourquoi  rien  ne  nous  empêche 
d’appliquer  le  calcul  à ces  nombres  imaginaires , et  de  les  em- 
ployer. 

14s.  Notre  première  notion  dans  la  matière  que  nous  trai- 
tons, est  que  le  quarré  de  1/ — 3,  par  exemple,  ou  le  produit 
de  y/ — 3 par  p'— 3,  est— 3;  que  celui  de  |/ — 1 parj/— t,  fait 

D * 
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—1  ; et  en  général  qu’en  multipliant  ^ — o par  j/— a , ou  en 
prenant  le  quarré  de  y/ — a , on  obtient — a. 

147.  Maintenant,  comme  — a signifie  autant  que  +nmulti- 

plié  par \ , et  que  la  racine  quarrée  d’un  produit  se  trouve  en 

multipliant  ensemble  les  racines  des  facteurs , nécessairement  la 
racine  de  a multipliée  par  — i , ou  j/— a,  est  autant  que  l/a 
multipliée  par  1/ — 1 . Or  \/a  est  un  nombre  possible  ou  réel , 
parconséquent  ce  qu’il  y a d’impossible  dans  une  quantité  ima- 
ginaire , peut  toujours  se  réduire  à i/— i . Par  cette  raison  donc 

^ est  autant  que  y 4 multipliée  par  1/ — 1 , et  autant  que 
2j/— 1 , à cause  de  y'4  égal  à a.  Par  la  même  raison  — 9 se 

réduit  à à3^/— i;  et  i/— iS  signifie  4[/—i. 

148.  De  plus,  comme  v/a  multipliée  par  \/b  fait  l/a6,  l’on 
aura  — 1/6  pour  la  valeur  de  1/ — a multipliée  par  3 ; et 

j/4  ou  — a,  pour  la  valeur  du  produit  de  y' — 1 par  1/ — 4. 

On  voit  donc  que  deux  nombres  imaginaires,  multipliés  l’un  par 
l’autre , en  produisent  un  réel  ou  possible. 

Mais  au  contraire  im  nombre  possible  multiplié  par  un  nom- 
bre impossible,  donne  toujours  de  l’imaginaire  ; }/—Z  par  i/-f-5 
fait  i/— 15. 


i4g,  n en  est  de  même  à l’égard  de  la  division  ; car  i/cdivii® 
par  v/6  faisant  j , il  est  clair  que  V~4  divisé  par  j/  — 1 
fera  i/+4  ® • T*®  V — 3 divisé  par  -j-3  fera  v/ — 1 ; et 

que  1 divisé  par  i/— 1 donne 


l/l 

ou  

y—i  y—i 


v/i  .1/ — 1 


ou  enfin  —1/—  1 , pareeque  1 est  autant  que  l/+i. 

1 5o.  Nous  avons  observé  plus  haut  que  la  racine  quarréed’nn 
nombre  quelconque  a toujours  deux  valeurs , l’une  positive , 
et  l’autre  négative  ; que  |/4  > exemple , est  également  -f-a  et 
—2,  et  qu’en  général  on  peut  adopter — i/a comme -f-i/a  pour 
la  racine  quarrée  de  a.  Cette  remarque  a lieu  aussi,  quand  il 
«agit  dénombrés  imaginaires  : la  racine  quarrée  de  — a est  éga- 
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Icnient  et  — \/ — a -,  mais  il  faut  se  garder  de  confondre 

les  signes  -)-  et  — qui  sont  devant  le  signe  radical  et  le  signe 
qui  ne  vient  qu’après  le  signe  radical  j/. 

i5i.  11  nous  reste  enfin  à lever  le  doute  qu’on  pourrait  avoir 
sur  l’utilité  des  nombres  dont  nous  venons  de  parler  ; car  en  effet 
ces  nombres  étant  impossibles , il  ne  serait  pas  étonnant  qu’on 
les  crût  tout-à-fait  inutiles  et  l’objet  seulement  d’une  vaine  spé- 
culation. On  se  tromperait  cependant  ; le  calcul  des  imaginaires 
est  de  la  plus  grande  importance  ; souvent  il  se  présente  des  ques- 
tions desquelles  on  ne  saurait  dire  sur-le-champ  si  elles  renfer- 
ment quelque  chose  de  réel  et  de  possible  ou  non.  Or  quand  la 
solution  d’une  pareille  question  nous  conduit  à des  nombres  ima- 
ginaires , nous  sommes  certains  que  ce  qu’on  demande  est  im- 
possible. 

Afin  d’éclaircir  ce  que  nous  venons  de  dire  par  un  exemple , 
supposons  qu’on  propose  la  question  de  diviser  le  nombre  1 a en 
deux  parties  , telles  que  le  produit  de  ces  parties  fasse 40.  Si  l’on 
résout  cette  question  par  les  règles  ordinaires,  on  trouve  pour 
les  parties  cherchées  6+J/ — 4 ^ — V — 4>  mais  ces  nombres 

sont  imaginaires  : on  conclut  donc  par  cela  meme  qu’il  est  im- 
possible de  résoudre  la  question. 

On  saisira  facilement  la  différence , en  supposant  que  la  ques- 
tion ait  été  de  diviser  la  en  deux  parties  qui,  multipliées  en- 
semble, fassent  35  ; car  il  est  évident  que  ces  parties  sont  7 
et  5. 
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CHAPITRE  XIV. 

Des  nombres  Cubiques. 


ü A N D nn  nombre  a été  multiplié  deux  fois  par  lui-même  ; 
ou  qu’il  est  trois  fois  facteur  dans  le  produit , ou , ce  qui  re— 
rient  au  même , que  le  quarré  d'un  nombre  a été  multipliû 
encore  une  fois  par  ce  nombre,  on  a im  produit  qui  se  nomma 
un  cube  ou  un  nombre  cubique.  C’est  ainsi  que  le  cube  de  a 
est  aaa , ru  que  c’est  ce  qu’on  obtient  en  multipliant  a par  soi— 
mêm^e , ou  par  a , et  ensuite  ce  quarré  aa  encore  par  a. 

On  voit  par  là  que  les  cubes  des  nombres  naturels  doivent  se 
suivre  dans  l’ordre  que  voici  : 

Nombres}  i Ia|3l4l5|6|7l8  | 9 | lo 
Cubes  1 1 1 8 1 37  1 64  li251ai61343|5i2l729jiooo. 

i53.  Si  nous  considérons  les  différences  de  ces  nombres  cu- 
biques , comme  nous  l’avons  fait  pour  les  quarrés,  en  soustrayant 
chaque  cube  de  celui  qui  le  suit , nous  obtenons  la  suite  de  nom- 
bres qpie  voici  : 

7,  19  37,  Si  ,91,  127,  169,217,271; 

nous  ne  remarquons  d’abord  aucune  régularité  dans  cette 
suite  ; mais  si  nous  prenons  les  différences  de  ces  nombres , nous 
voyons  se  former  la  série  suivante  : 

12,  1 8 , 34 , 3o , 36 , 43  ) 4^  » 54  ’i 

dans  laquelle  les  termes  augmentent  toujours  évidemment  de  G 
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i5/^.  Après  la  définition  que  nous  avons  donnée  du  cube , il  ne 
sera  pas  difficile  de  trouver  les  cubes  des'  nombres  fractionnai- 
res ; on  verra  que  | est  le  cube  de  - ; que  — est  le  cube  de  -j , et 
et  que  ^ est  celui  de  j . En  effet  on  n’a  qu’à  prendre  séparément 
le  cube  du  numérateur  et  celui  du  dénominateur , on  aura 
pour  le  cube  de  la  fraction 

i55.  Si  c’est  d’un  nombre  mixte  qu’il  s’agit  de  trouver  le 
cube , il  faut  d’abord  le  réduire  en  une  seule  fraction , et  pro- 
céder ensuite  comme  il  a été  dit.  Pour  trouver , par  exemple , le 
cube  de  1 { , il  faut  prendre  celui  de  qui  est  Y>  ou  3 s • De 
même  le  cube  de  i ^ , ou  de  la  fraction  seule  5 , est  ou  i et 
$5 , et  le  cube  de  3 5 ou  de  est  , ou  34 

1 5S.  Puisque  aaa  est  le  cube  de  a , celui  du  nombre  ab  sera 
^ aaahbb  ; d’où  l’on  voit  que  si  un  nombre  a deux  ou  plusieurs  fac- 
teurs , on  peut  trouver  son  cube  en  multipliant  ensemble  les  cubes 
de  ces  facteurs.  Par  exemple , comme  1 2 est  autant  que  5.4,  on 
multiplie  le  cube  de  3 , qui  est  27 , par  le  cube  de  4 qui  est  64  • 
on  obtient  1728,  cube  de  12.  On  voit  de  plus  que  le  cube  de  za 
est  8aaa,  et  parconséquent  8 fois  plus  grand  que  le  cube  de  e ; 
et  de  même,  que  le  cube  de  3a  est  zyaaa  , c’est-à-dbe  qu’il  est 
27  fois  plus  grand  que  le  cube  de  a. 

167.  Faisons  attention  aussi  aux  signes  + et  — ,11  est  clair 
d’abordfque  le  cube  d’un  nombre  positif  -f-a,  ne  peut  qu’être  po- 
sitif de  même,  c’est-à-dire  -f-cac.  Mais  s’il  s’agit  de  prendre 
le  cube  d’un  nombre  négatif  — a , on  verra  qu’en  prenant  d’a- 
bord le  quarré,  lequel  est  -faa,  et  multipliant  ensuite,  selon  la 
règle  , ce  quarré  par  — a , le  cube  cherché  devient  — aaa.  Il 
n’en  est  donc  pas,  à cet  égard,  des  nombres  cubiques  comme  des 
nombres  quarrés , puisque  ceux-ci  se  trouvent  toujours  positifs. 
Le  cube  de  — i est  — 1 , celui  de  — 2 est  — 8 , celui  de —-3  est 
•—27 , et^insi  de  suite. 
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CHAPITRE  XV. 

Des  Racines  cuhiqucs  et,  des  Nombres  irration- 
jiels  qui  en  dérivent. 

i58.  D E même  qu’on  peut,  comme  on  a vu,  trouver  le  cube  d’un 
nombre  donné  , on  peut  réciproquement  aussi , étant  donné  un 
nonil>re  quelconque,  trouver  le  nombre  qui,  multiplié  deux  fois 
par  lui-même,  produit  le  nombre  proposé.  Ce  nombre  cherché 
s’appelle  relativement  à l’autre,  la  racine  cubique.  Ainsi  la  ra- 
cine cubique  d’un  nombre  donné  est  le  nombre  dont  le  cube  est 
égal  à ce  nombre  donné. 

iSg.  Il  est  donc  facile  de  déterminer  la  racine  cubique,  quand 
le  nombre  proposé  est  réellement  un  cube  , comme  nous  en 
avons  vu  des  exemples  dans  le  chapitre  précédent.  On  sait  bien 
que  la  racine  cubique  de  i est  i ; que  celle  de  8 est  2 ; que  celle 
de  27  est  ^ ; que  celle  de  64  est  4 , et  ainsi  de  suite.  Et  pareille- 
ment que  la  racine  cubique  de  — 27  est— -3',  et  que  celle  de 
— J 25  est — 5. 

De  plus  , que  si  le  nombre  proposé  est  rompu  , comme  ^ , 
la  racine  cubique  doit  être  y;  et  que  celle  de  est  -i.  Enfin  , 
que  la  racine  cubique  d’un  nombre  mixte  2 f^doit  être  y ou  1 j-; 
parceque  2 {y  est  autant  que 

ifio.  Mais  sile  nombre  proposé  n'est  pas  réellement  un  cube  , 
sa  racine  cubique  ne  pourra  pas  non  plus  s’exprimer  ni  en  nom- 
bre entier  ni  en  nombre  fractionnaire.  Par  exemple , 43  n’est 
pas  un  nombre  cubique  ; je  dis  donc  qu’il  e.st  impossible  d’assi- 
gner un  nombre , soit  entier  soit  fractionnaire  , dont  le  cube 
fasse  exactement  43.  Ce  qu’on  peut  a.«surer  cependant,  c’est  que 
la  racine  cubique  de  ce  nombre  est  plus  grande  que  3 , vu  que  le 
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cube  de  3 ne  fait  que  37 , et  que  cette  racine  est  plus  petite  que 
4,  parceque  le  cube  de  4 est  6'4-  Nous  savons  donc  que  la  racine 
cubique  cherchée  est  nécessairement  contenue  entre  les  nombres 
3 et  4- 

iGi.  Si  l’on  veut  donc , puisque  la  racine  cubique  de  43  sur- 
passe 3 , ajouter  à 3 une  fraction  ; il  est  sûr  qu’on  pourra  de  plus 
en  plus  approcher  de  la  vraie  valeur  de  cette  racine  ; mais  on  ne 
pourra  cependant  jamais  assigner  un  nombre  qui  exprime  exac- 
tement cette  valeur;  parceque  le  cube  d’un  nombre  mixte  ne 
peut  jamais  être  parfaitement  égal  à un  nombre  entier , tel  qu’est 
43.  Si  l’on  supposait,  par  exemple , que  3 1 ou  J fût  la  racine  cu- 
bique cherchée  de  43 , on  se  tromperait  de  f ; car  le  cube  de  ~ 
ne  fait  que  i-J-  ou  4s  |- 

1 62.  Il  est  donc  clair  par  là  que  la  racine  cubique  de  43  ne 
peut  en  aucune  manière  s’exprimer  soit  par  des  nombres  entiers, 
soit  par  des  fractions.  Cependant  on  a une  idée  distincte  de  la 
grandeur  de  cette  racine  ; cela  engage  à se  servir , pour  l’indi- 
quer, du  signe  \/,  qu’on  écrit  en  avant  du  nombre  proposé , et 
qu’on  prononce  racine  cubique,  afin  delà  distinguer  de  la  racine 

quarrée,  qu’on  nomme  simplement  racine.  Ainsi  1/  4^  signifie 
la  racine  cubique  de  43,  c’est-à-dire,  le  nombre  dont  le  cube 
est  43 , ou  qui  multiplié  deux  fois  par  lui-même , fait  43. 

163.  Il  est  clair  aussi  que  de  telles  expressions  ne  peuvent  ap- 
partenir aux  quantités  rationnelles,  et  qu’elles  constituentplutôt 
une  espèce  particulière  de  quantités  irrationnelles.  Elles  n’ont 
même  rien  de  commun  avec  les  racines  quarrées  , et  il  n’est  pas 
possible  d’exprimer  une  telle  racine  cubique  par  une  racine 
quarrée , comme  par  exemple  par  1/1 2 ; car  le  quarré  de  |/i a , 
étant  12  , son  cube  sera  12  V^ia,  parconséquent  encore  irra- 
tionnel et  tel  qu’il  ne  peut  être  égal  à 43. 

1 G4*  Que  si  le  nombre  proposé  est  effectivement  un  cube , nos 

] 

expressions  deviennent  rationnelles  : j/i  est  autant  que  1 
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y 8 est  autant  que  a ; yay  autant  que  et  en  général  y aaa 
est  autant  que  a 

i65.  S’il  est  question  de  multiplier  une  racine  cubique 
comme  a par  une  autre  telle  que  \/b , le  produit  doit  être 

p/'ab  ; car  nous  savons  que  la  racine  cubique  d’un  produit  ab 
se  trouve  en  multipliant  ensemble  les  racines  cubiques  des  fac- 
teurs. On  voit  par  cela  même  que  s’il  s’agissait  de  la  division  de 

3 5 7 , . 3 a 

j/apar  y b,  le  quotient  serait  V g. 

X 3 

i66.  On  comprend  aussi  que  a J/ a est  autant  que  yZa , 
parceque  a équivaut  a 1/  8 ; que  3 y a est  autant  que  Yarja , 

et  bya  autant  que  yabbb.  Ainsi  réciproquement , si  le  nombre 
qui  suit  le  signe  radical  a un  facteur  qui  soit  un  cube  , on  peut 
le  faire  disparaître  en  mettant  sa  racine  cubique  devant  le 

3 3 

signe.  Par  exemple  , au  lieu  de  J/  64a  on  peut  écrire  4 l/a  ; et 
5j/a  au  lieu  de  yizba.  Il  suit  de  là  que  J/i6  est  autant  que 
a l/a,  parceque  i6  est  autant  que  8.  a. 

1G7.  Quand  un  nombre  proposé  est  négatif,  sa  racine  cubi- 
que n’est  pas  sujette  aux  dii&ciiltés  que  nous  avons  rencontrées 
en  traitant  des  racines  quarrées.  Car  puisque  les  cubd^  de  nom- 
bres négatifs  sont  négatifs , réciproquement  aussi  les  racines  cu- 
biques de  nombres  négatifs,  sont  négatives.  Ainsi  y — 8 signifie 

a,  et  K— 27,  est  autant  que  — 3.  Donc  aussi  y— 12  est  la 

/ 3 3 , . 3 

même  chose  que  — ! la,  et  y — a peut  s exprimer  par — Va. 

D’oùl’on  voit  quel  e signe  — , s’il  se  trouve  en  avant  du  signe  de 
la  racine  cubique  , peut  se  mettre  sous  ce  signe  et  réciproque- 
ment. Nous  ne  sommes  donc  pas  conduits  ici  à des  nombres 
impossibles  ou  imaginaires , comme  cela  nous  est  arrivé  en  con- 
tidérant  l^s  racines  quarrées  des  nombres  négatifs. 
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CHAPITRE  XVI. 

Des  Puissances  en  général. 

168,  Ije  produit  qu’on  obtient  en  multipliant  un  nombre 
plusieurs  fois  par  lui-même , se  nomme  une  puissance.  Ainsi  un 
quarré  qui  provient  de  la  multipUcation  d’un  nombre  par  lui- 
même,  et  un  cube  qu’on  obtient  en  multipliant  un  nombre  deux 
fois  par  lui-même , sont  des  puissances.  On  dit  aussi  dans  le 
premier  cas  , que  le  nombre  est  élevé  au  second  degré , ou  à la 
seconde  puissance  ; et  dans  l’autre  cas , que  le  nombre  est  élevé 
au  troisième  degré  ou  à la  troisième  puissance. 

16g.  C’est  qu’on  distingue  ces  puissances  l’une  de  l’autre  par 
le  nombre  de  fois  que  le  nombre  proposé  est  facteur  dans  le  pro> 
^uit.  Par  exemple,  un  quarré  se  nomme  la  seconde  puissance, 
parcequ’un  certain  nombre  donné  a étépris  deux  fois  en  facteur; 
si  im  nombre  a été  multiplié  deux  fois  par  lui  - même , ou  s’il  est 
trois  fois  facteur , on  nomme  le  produit  la  troisième  puissance  , 
laquelle  signiGe  donc  la  même  chose  qu’un  cube.  Multipliez 
un  nomlnre  trois  fois  par  lui-même , vous  aurez  sa  quatrième 
puissance,  ou  bien  ce  qu’on  nomme  communément  le  quarré- 
qiiarré  ou  le  bi-quarré  ; et  il  n’est  pas  difficile  à présent  de  com- 
prendre ce  qu’on  entend  par  la  cinquième , sixième  , septième  , 
etc.  puissance  d’un  nombre.  J’ajoute  seulement  que  ces  puis- 
sances cessent  après  le  quatrième  degré  d’avoir  d’autres  noms 
particuliers. 

170.  Pour  éclaircir  tout  cela  encore  mieux,  nous  remarque- 
rons d’abord  que  les  puissances  de  1 restent  constamment  les 
mêmes  ; pareeque , quelque  nombre  de  fois  qu’on  multipbe  es 
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nombre  i par  lui-même  , le  produit  se  trouve  toujours  être  i.  * 
Nous  commencerons  donc  ici  par  indiquer  les  puissances  de  2 et 
de  3.  Voici  l’ordre  qu’elles  suivent . 


Puissances 

du  nombre  a, 

du  nombre  3. 

1 

a 

3 

2 

4 

9 

3 

8 

=7 

4 

16 

8) 

5 

3a 

243 

6 

64 

729 

7 

ia8 

2187 

8 

256 

656 1 

9 

5ia 

19683 

lO 

ioa4 

59049 

11 

2048 

ï77>47 

13 

4096 

53i44i 

i3 

8192 

l5q4323 

»4 

i6384 

4782969 

i5 

32768 

14348907 

i6 

65536 

4304672 1 

17 

131072 

129140163 

18 

262144 

387420489  ] 

Mais  ce  sont  surtout  les  puissances  du  nombre  to  qui  sont  re- 
marquables; car  sur  ces  puissances  se  fonde  toute  notre  arith- 
métique. En  voici  quelques-unes  rangées  par  ordre , en  commen- 
çant par  la  première  puissance  : 

j^ere  ^me  3”**  4^"**  5”*^  6”^ 

to,  100,  1000,  toooo,  100000,1000000,  etc. 

171.  Si  l’on  veut  maintenant  envisager  la  chose  d’une  ma- 
nière plus  générale , on  verra  que  les  puissances  d’un  nombre 
quelconque  a se  suivent  dans  cet  ordre  : 

jfr  ^me  gme  ^me  6*^. 

aa,  aay  aaa^  aaaa , aaaaa,  aaaaaOj  etc. 

Mais 
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Maû  on  ne  tardera  pas  à s’appercevoir  de  l’inconvénient  qui 
iacconipagne  cette  façon  d’écrire  les  paissances  , et  qui  consiste 
en  ce  qu’il  faudrait , pour  exprimer  de  grandes  puissances , 
écrire  la  même  lettre  très-souvent  ; le  lecteur  même  n’aurait  pas 
moins  de  peine,  s’il  était  obligé  de  compter  toutes  ces  lettres 
pour  savoir  quelle  puissance  on  a voulu  indiquer.  La  centième 
puissance  , par  exemple , ne  s’écrirait  pas  commodément  de 
cette  façon-là , et  il  serait  encore  plus  dillicile  de  la  recon- 
naître. 

172.  Afin  d’éviter  Cet  inconvénient,  on  a imaginé  un  moyen 
bien  plus  commode  d’exprimer  de  telles  puissances  , et  qui  mé- 
rite , à cause  de  son  usage  étendu , d’ètre  expliqué  soigneuse- 
ment ; savoir , pour  exprimer  , par  exemple , la  centième  puis- 
sance, on  écrit  simplement  le  nombre  loo  au-dessus  de  celui 
dont  on  veut  exprimer  la  centième  puissance , et  un  peu  vers  la 
droite.  Ainsi  a"”,  qui  signifie  a élevé  à 100 , indique  la  centième 
puissance  de  a.  Il  ne  faut  pas  oublier  qu’on  donne  le  nom  d’ex- 
posant  au  nombre  écrit  audessus  de  celui  dont  il  indique  la 
puissance  ou  le  degré , et  qui  est  100  dans  le  cas  que  nous  avons 
supposé. 

173.  D’après  cette  convention  , a*  signifie  donc  a élevé  à a, 
ou  la  seconde  puissance  de  a , ce  qu’on  indique  aussi  quelquefois 
par  aa,  parceqne  ces  deux  expressions  s’écrivent  et  se  compren- 
nent avec  la  même  facilité.  Mais  déjà,  pour  exprimer  le  cube 
ou  la  troisième  puissance  aaa  , on  écrit  a*  conformément  à 
la  nouvelle  règle  ,alm  de  gagner  de  la  place.  De  même  signifie 
la  quatriènse  , a®  la  cinquième  , et  0®  la  sixième  puissance  de  a. 

174.  En  un  mot  toutes  les  puissances  de  a se  représenteront 
par 

a,  a*,  o®,  a*,  O®,  a®,  à',  a®,  a»,  a’®,  etc. 

d’où  l’on  voit  que , suivant  cette'  notation  , on  aurait  très-bien  pu 
écrire  a'  w lieu  de  a pour  le  premier  terme  de  la  série',  Afin 
^’en  mieux  faire  apercevoir  l’ordre.  £n  eifet  a*  r^ésil  aàitre 
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chose  que  a,  vu  que  cette  unité  indique  que  la  lettre  a ne  doîl 
s’écrire  qu’une  fois.  Une  pareille  suite  de  puissances  se  nomme 
aussi  une  progression  géométrique , parceque  chaque  terme  est 
égal  au  précédent  multiplié  par  le  facteur  constant  a. 

ij5.  Comme  dans  cette  même  suite  de  puissances , chaque 
terme  se  trouve  en  multipliant  par  a celui  qui  le  précède , ce 
qui  augmente  l’exposant  de  i , on  peut  aussi , au  moyen  d’un 
terme  donné,  trouver  celui  qui  le  précède,  en  divisant  par  a, 
parceque  c’est  diminuer  l’exposant  d’une  unité.  Cela  nous  ap- 
prend que  le  terme  qui  précède  le  premier  terme  a',  doit  être 

nécessairement  — ou  i ^ or  de  la  loi  des  exposans  on  conclura 
a 

•ans  peine  que  ce  terme  qui  précède  le  premier,  doit  être  a®. 
On  peut  donc  déduire  de  là  la  propriété  remarquable  que  a* 
est  constamment  égal  à i , quelque  valeur , grande  ou  petite , 
qu’ait  le  nombre  a,  et  même  quand  a n’est  rien,  c’est-à-dire 
que  même  o*  fait  i . 

176.  Nous  pouvons  continuer  encore  notre  suite  de  puissan- 
ces en  rétrogradant , et  même  de  deux  manières  différentes  : 
l’une  en  divisant  toujours  par  a;  l’autre  en  diminuant  l’expo- 
sant d’une  unité.  Et  nous  ne  pouvons  douter  que  suivant  l’une 
ou  l’autre  façon , les  termes  ne  soient  parfaitement  égaux.  Nou» 
allons  présenter  cette  série  rétrograde  sous  l’une  etl’autre  forme, 
en  avertissant  que  c’est  aussi  à rebours,  c’est-à-dire,  en  allant  de 
la  droite  vers  la  gauche,  que  l’on  doit  la  lire. 


1 

1 

1 

1 

i 1 

1 

1 

a 

aaaaaa 

aaaaa 

aaaa 

aaa 

oa 

a 

i 

1 

1 

1 

c® 

X 

a} 

û-6 

a-4 

fl-" 

a-' 

a® 

a* 

177.  Nous  voici  parvenus  à connaître  des  puissances  dont 
let  exposana  sont  négatifs,  et  à pouvoir  assigner  exactement  les 


I ' 


> ..y'  .. 


I 


Digitized  by  Google 


D*ÀLGèBRE.  67 

valeurs  de  ces  puissances.  Nous  résumerons  ce  qui  précède  « 
dans  le  tableau  suivant , 


et  ainsi  de  suite. 

178.  Il  est  clair  aussi  par  ce  qu’on  vient  de  dire,  que  les 
puissances  successives  , entières  et  positives  de  ab  , seront 

a'b',  a^b^,  a^b^,  a*b*,  a^b^ , etc. 

Et  on  trouvera  de  même  les  puissances  des  fractions  : par 
exemple , celles  de  j sont 

n*  a*  a*  a® 

F’  F’  F’  M’  F’  F’  F’- 

179.  Enfin  nous  avons  à considérer  aussi  les  puissances  de» 
nombres  négatifs.  Or  supposons  donné  le  nombre  —a;  ses  puis- 
sances se  suivront  dans  cet  ordre  : 

— a,  -j-aa , — a^,  -f-a*,  — a®,  +0®,  etc. 

On  voit  donc  qu’il  n’y  a que  les  puissances  dont  les  expo- 
sans  sont  des  nombres  impairs , qui  deviennent  négatives  , et 
qu’au  contraire  toutes  les  puissances  qui  ont  un  nombre  pair 
pour  exposant , sont  positives.  En  effet  les  puissances  troisième  , 
cinquième,  septième  , neuvième,  etc.  ont  toutes  le  signe — ; et 
les  puissances  seconde  , quatrième  , sixième  , huitième  , etc. 
•ont  affectées  du  signe  -f-. 
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CHAPITRE  XVII. 

% 

Dit  calcul  des  Puissances. 

180.  IN" OVS  n’avons  rien  à observer  de  particulier  par  rapport 
à l’addition  et  à la  soustraction  des  puissances  ; car  on  ne  fait 
qu’indiquer  ces  opérations  moyennant  les  signes  -j-  et  — , quand 
les  puissances  sont  différentes  entr’elles.  Par  exemple , a*  -|-a? 
est  la  somme  de  la  seconde  et  de  la  troisième  puissance  de  a ; 
çt  flS — q4  est  ce  qui  reste  en  soustrayant  la  quatrième  puissance 
de  a de  la  cinquième  ; et  l’on  ne  peut  indiquer  plus  brièvement 
ni  l’un  ni  l’autre  résultat.  Que  s’il  s’agit  de  puissances  de  la 
jménie  espèce  ou  du  même  degré  , il  est  clair  qu’il  n’est  pas  né- 
cessaire de  les  lier  par  des  signes  ; fait  aa^,  etc. 

181.  Mais  la  multipUcation  des  puissances  exige  qu’on  fasse 
attention  à différentes  choses. 

D’abord  quand  il  s’agit  de  multiplier  par  a une  puissance  quel- 
conque de  a , on  obtient  la  puissance  suivante , c’est-à-dire  celle 
dontl’exposant  estd’une  unité  plus  grand.  Ainsi  0“  multiplié  para, 
faito^;  et  multipliépar  c,  fait  a^.  Et  de  même , quand  il  s’a- 
git de  multiplier  par  a les  puissances  de  ce  nombre , qui  ont  des 
exposans  négatifs , on  ne  fait  qu’ajouter  1 à l’exposant.  Ainsi 
a"*  multiplié  par  a,  produit  a?  ou  i ; ce  qui  est  d’autant  plus 

évident  que  a~'  est  égal  à ^ , et  que  le  produit  de  a par 
i étant  -,  il  est  par  conséquent  égal  à 1.  Par  des  raisons  sent— 

.hlabJes  ar*  multiplié  par  a,  fmt-tf^*  ou  et  a~‘l  multiplié 
par  a,  donne  a~^ , et  ainsi  de  suite, 
c 
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' 182.  Ensuite,  s’il  est  question  de  multiplier  une  puissance 

de  a par  aaou  par  la  deuxième  puissance  , je  dis  que  l’expor 
sant  devient  plüs  grand  de  2.  Ainsi  le  produit  de  0“  par  a“  est  td; 
celui  de  a®  par  est  a®  ; celui  de  par  a®  est  ; et  plus  généra- 
lement encore  , a”  multiplié  par  a*  fait  a""'’®.  Pour  ce  qui  est  dés 
exposans  négatifs  , ôn  aura  a'  ou  a pour  le  produit  de  a~‘  par 

io*;  car  a~'  ét^t  égal  à c’est  comme  si  l’on  avait  à diviser 

aa  par  a ; parçonséquent  le  produit  cherché  est  ^ ou  a.  De 

même  a~®  multiplié  par  a* , fait  o°  ou  1 ; et  cf®  multiplié  par 
n® , fait  a“®. 

1 83.  Il  n’est  pas  moins  évident  que  , pour  multiplier  une 
puissance  quelconque  de  a par  a®,  il  faut  en  augmenter  l’expo- 
sant de  trois  unités;  et  que,  parçonséquent,  le  produit  de  o“  par 
a‘  est  a""*"*.  Toutes  les  fois  donc  qu’il  s’agit  de  multiplier  en- 
"semble  deux  puissances  de  a , on  voit  que  le  produit  sera  de 
même  une  puissance  de  a,  et  tel  que  son  exposant  sera  là 
somme  de  ceux  des  deux  puissances  données.  Par  exemple  , 

multiplié  par  a?  fera  a'®,  et  c'“  multiplié  par  d' fera  o's,  etc. 

i84-  En  partant  de  là,  on  peut  déterminer  asser.  facilemetft 
des  puissances  très-élevées.  Pour  trouver , par  exemple , la 
vingt-quatrième  puissance  de  2 , je  multiplie  la  douzième  puis- 
sance par  la  douzième  puissance , parceque  2®-^  est  autant  que 
■'2'®  multiplié  par  2*®.  Or  nous  avons  vu  plus  haut  que  2'“  fait 
409G  ; je  dis  donc  qùè  c’est  le  nombre  16777216 , ou  le  produit 
de  409S  , qui  exprime  la  puissance  cherchée  2®f. 

i85.  Passons  à la  division.  Nous  remarquerons,  en  premier 
lieu,  que  pour  diviser  une  puissance  de  a para,  il  faut  sous- 
traire 1 de  l’exposant,  ou  le  diminuer  de  l’unité.  Ainsi  a®  divisé 
par  a,  fait  a+;  a?  ou  i divisé  par  a est  autant  que  a~'  ou 

- ; divisé  par  a,  fait  a~^. 

3 
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i8G.  Si  c’est  par  a*  qu’il  faut  diviser  une  puissance  donnée» 
de  a,  il  faudra  diminuer  l’exposant  de  a ; et  si  c’est  par  , il 
faut  soustraire  trois  unités  de  l’exposant  de  la  puissance  propo- 
sée. Ainsi,  en  général,  quelque  puissance  de  a que  ce  soit  qu’il  s’a- 
gisse de  diviser  par  une  autre  puissance  quelconque  de  a , la  règle 
est  toujours  de  soustraire  l’exposant  de  la  seconde  de  l’exposant 
de  la  première  de  ces  puissances.  C’est  ainsi  que  a'^  divisé  par 
à',  donnera  a»  ; que  a®  divisé  par  à’,  donnera  a~‘  ; et  que  a~* 
divisé  par  donnera  a~^ 

187.  Par  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  il  est  facile  de  com- 
prendre comment  on  doit  trouver  les  puissances  des  puissances, 
et  de  voir  que  cela  se  fait  par  la  multiplication.  Quand  on  cher^ 
che , par  exemple  , le  quarré  ou  la  seconde  puissance  de  a’ , 
on  trouve  a®  ; et  de  la  même  manière  on  trouve  a'*  pour  la 
troisième  puissance , ou  le  cube  de  c*  ; on  voit  que  pour  prendre 
le  quarré  d’une  puissance , il  n’y  a qu’à  doubler  son  exposant  j 
que  pour  en  prendre  le  cube  , il  faut  tripler  cet  exposant,  et 
ainsi  de  suite.  Le  quarré  de  a”  est  a*"  ; le  cube  de  a"  est  a’"  ; 
la  septième  puissance  de  a”  est  , etc. 

188.  Le  quarré  de  c“,  ou  le  quarré  du  quarré  de  a étant 

on  voit  pourquoi  on  nomme  la  quatrième  puissance,  le  bi-quairé 
ou  le  quarré-quarré. 

Le  quarré  de  a*  est  a® , c’est  ce  qui  a fait  donner  à la  sixième 
puissance  le  nom  de  quarré-cube. 

£nGn  le  cube  dec®  étant  aS,  on  appelle  les  neuvièmes  puis- 
sances cuhes-cu&es.  On  n’a  pas  introduit  d’autres  dénominations 
de  cette  espèce  pour  les  puissances,  et  même  les  deux  dernières 
ae  sont  pas  fort  en  usage. 
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CHAPITRE  XVIII. 

Des  Racines  relativement  à toutes  les 
Puissances  en  général. 

189.  13  E ce  que  la  racine  quarrée  d’un  nombre  donné  est  un 
nombre  tel  que  son  quarré  est  égal  à ce  nombre  donné , et 
que  la  racine  cubique  d’un  nombre  donné  est  un  nombre  tel 
que  son  cube  est  égal  à ce  nombre  donné  ; il  suit  qu’étant 
donné  un  nombre  quelconque,  on  peut  toujours  en  indiquer  des 
racines  telles  que  leur  quatrième  ou  leur  cinquième  puissance , 
ou  quelqu’autre  à volonté,  soit  égale  au  nombre  donné.  Alin  de 
distinguer  mieux  ces  düFérentes  espèces  de  racines , nous  nom- 
merons la  racine  quarrée,  racine  deuxième  ;]a  racine  cubique, 
racine  troisième  ; parceque , d’après  cette  dénomination , on  peut 
nommer  racine  quatrième  , celle  dont  le  quarré-quarré  est  égal 
à un  nombre  donné  ; et  racine  cinquième,  celle  dont  la  cin- 
quième puissance  est  égale  à im  nombre  donné  , etc. 

190.  De  même  que  la  racine  quarrée  ou  deuxième  s’indique 
par  le  signe  y',  et  la  racine  cubique  ou  troisième , par  le  signe 

, on  représente  la  racine  quatrième  par  le  signe  \/  ; la  ra- 

cine  cinquième  par  le  signe  ^ et  ainsi  de  suite.  Il  est  clair 
que,  suivant  cette  notation,  le  signe  de  la  racine  quarrée 

devrait  être  {/.  Mais  comme  de  toutes  les  racines , c’est  celle-ci 
qui  se  présente  le  plus  souvent,  on  est  convenu , pour  abréger, 
d’omettre  le  nombre  2 du  signé  de  cette  racine.  Ainsi,  quand 
dans  un  signe  radical  il  ne  se  trouve  pas  de  nombre , il  faut 
toujours  supposer  que  c’est  la  racine  quarrée  qu’on  a voulu 
indiquer. 

4 
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igi.  Nous  allons , pour  nous  expliquer  encore  mieux  , met>« 
tre  sous  les  yeux  les  diiFerentes  racines  du  nombre  a,  avec  leur» 
signiQcations. 


y est  la  ^4'"'  ^ racine  de  ^ 

l/û\  15" 

V/a/  te»'. 

et  ainsi  de  suite. 

De  sorte  que , réciproquement  j 


a" 

3”'* 


i/o’’ 

» 

I V <7J 


la  ^ 4'n'^puissancede.^y  est  égale  à 


6'"' 

•t  ainsi  de  suite. 


c 


F- 

■ 

U > 


i qa.  Que  le  nombre  a soit  donc  grand  ou  petit , on  comprend 
quel  sens  on  doit  attacher  à toutes  ces  racines  de  düFérena 
degrés. 

Il  faut  remarquer  aussi  que  si  l’on  prend  pour  a l’unité  , 
toutes  ces  racines  restent  constamment  i , parceque  tontes  les 
puissances  de  i ont  pour  valeur  l’unité.  Que  si  le  nombre  a est 
plus  grand  que  i , toutes  ses  racines  aussi  surpasseront  Tunité. 
Knün , que  si  ce  nombre  est  plus  petit  que  i , toutes  ses  racines 
aussi  seront  moindres  que  l’unité. 

ig3.  Quand  le  nombre  a eet  positif,  on  comprend,  par  ce, 
qui  a été  dit  plus  haut  des  racines  quarrées  et  cubiques , qu» 
toutes  les  autres  racines  aussi  pourront  être  indiquée;  réelle-oi 
ment , et  seront  des  nombres  réels  et  possibles. 
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Mais  si  le  nombre  a est  négatif,  il  faut  que  ses  racines  deu- 
xième , quatrième , sixième  , et  en  général  toutes  celles  d’un 
degré  pair,  deviennent  des  nombres  impossibles  ou  imaginaires  ; 
parceque  toutes  les  puissances  d’un  degré  pair , tant  des  nom- 
bres positifs  que  des  nombres  négatifs,  sont  toujours  affectées 
du  signe  plus.  Au  lieu  que  les  racines  troisième  , cinquième  , 
septième , et,  en  général,  toutes  les  racines  impaires,  deviennent 
négatives , mais  rationnelles  ; parceque  les  puissances  impaires 
de  nombres  négatifs  , sont  aussi  négatives. 

194.  Enfin  nous  avons  là  aussi  une  source  inépuisable  de 
nouvelles  espèces  de  quantités  sourdes  ou  irrationnelles  ; car 
toutes  les  fois  que  le  nombre  a n’est  pas  réellement  une  puis- 
sance telle  que  le  signe  radical  en  indique  une  , ou  semble  en 
acquérir  une  , il  est  impossible  d’exprimer  cette  racine 
soit  en  nombres  entiers , soit  par  des  fractions,  etparconséquent 
cette  racine  doit  alors  être  rangée  dans  la  classe  des  nombres 
qu’on  nomme  irrationnels. 


74 
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CHAPITRE  XIX. 

De  la  maniéré  d indiquer  les  Nombres  irration- 
nels par  des  exposant /ractionriaires. 

1 g5.  IN"  O U S venons  de  faire  voir  dans  le  chapitre  précédent , 
que  le  quarré  d’une  puissance  quelconque  se  trouve  en  doublant 
l’exposant  de  cette  puissance , et  qu’en  général  le  quarré  ou  la 
seconde  puissance  de  a"  est  a’".  De  la  résulte  cette  inverse  : sa- 
voir, que  la  racine  quarrée  de  la  puissance  n®"  est  a",  et  qu’on 
la  trouve  en  prenant  la  moitié  de  l’exposant  de  cette  puissance  , 
ou  en  divisant  cet  exposant  par  a. 

igG.  Ainsi  la  racine  quarrée  de  c*  est  a'  ; celle  de  a*  est 
celle  de  a®  est  ; et  ainsi  de  suite.  Et  comme  c’est  là  une 
vérité  générale  , on  voit  que  la  racine  quarrée  de  a®  doit  néces- 

sairement  être  aJ  , et  que  celle  de  a®  est  a».  Parconséquent  or* 

I 

aura  de  même  n»  pour  la  racine  quarrée  de  a'  ; d’où  l’on  voit 

I 

que  a»  est  autant  que  l/n  ; et  cette  nouvelle  manière  d’indiquer 
la  racine  quarrée , demande  qu’on  y fasse  attention. 

197.  Nous  avons  montré  aussi  que , pour  trouver  le  cube 
d’une  puissance  comme  a",  il  fallait  multiplier  son  exposant 
par  3 , et  que  parconséquent  ce  cube  était  a^". 

Ainsi  quand  il  s’agit  de  trouver , en  rétrogradant , la  racine 
troisième , ou  cubique  , de  la  puissance  (P" , ou  ne  fait  que  di- 
viser cet  exposant  par  3 , et  on  conclut  que  la  racine  cherchée 
est  fl".  Par  conséquent  a' , ou  a , est  la  racine  cubique  de  aP  ; 
O®  est  celle  de  a®  ; a®  est  celle  de  aS,  et  ainsi  de  suite. 

1 g8.  Rien  n’empêche  d’appliquer  ces  principes  aux  cas  où  l’ex- 
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posant  ne  serait  pas  divisible  par  3,  et  de  conclure  que  la  racine 
cubique  de  a“  est  , et  que  celle  de  est  o’  ou  Par- 

conséquent  aussi  la  racine  S"',  ou  cubique  , de  a , ou  bien  do 

doit  être  a'.  D’où  l’on  voit  que  aJest  la  même  chose  que  \/a. 
199.  Il  en  est  de  même  des  racines  d’un  degré  plus  élevé.  La 

t 

racine  quatrième  de  a sera  à*,  laquelle  expression  a donc  même 

signification  quep^a.La  racine  cinquième  de  a sera  aJ,  ce  qui  est 

1 

parconséquent  l’équivalent  de  j/a;  et  ces  vérités  s’étendent  sans 
difficulté  à toutes  les  racines  d’un  degré  plus  élevé. 

aoo.  On  pourrait  donc  se  passer  entièrement  des  signes  ra- 
dicaux usités , et  employer  à leur  place  les  exposans  fraction- 
naires que  nous  venons  d’expliquer  ; cependant  comme  on  est 
accoutumé  à ces  signes  depuis  long-temps , et  qu’on  les  ren- 
contre dans  tous  les  écrits  analytiques  , on  aurait  tort  de  vou- 
loir les  bannir  tout-à-fait  du  calcul.  Mais  on  a raison  aussi  de  se 
servir  beaucoup  , comme  l’on  fait  aujourd’hui , de  l’autre  no- 
tation , parcequ’elle  répond  avec  évidence  à la  nature  de  la 

I 

chose.  En  effet  on  voit,  sur-le-champ,  que  a>  est  la  racine  quar- 

l 

rée  de  a , parcequ’on  sait  que  le  quarré  de  fl',  c’est  - à - dire, 
fl>  multiplié  par  a*  est  égal  à a*  ou  a. 

201 . On  voit  par  ce  qui  a précédé , comment  on  doit  inter- 
préter tous  les  autres  exposans  rompus  qui  peuvent  se  présen- 
ter. Que  si  l’on  a , par  exemple  , fl*  , cela  signifie  qu’il  faut 
prendre  d’abord  la  quatrième  puissance  de  fl , et  en  extraire  en- 
suite la  racine  cubique  ou  troisième  ; de  sorte  que  a*  est, 
dans  la  notation  radicale,  ya^.  Que  pour  trouver  la  va- 
leur de  fl*  , U faut  prendre  d’abord  le  cube  ou  la  troisième 
puissance  de  fl,  qui  est  a^,  et  en  extraire  après  cela  la  racine 

quatrième  ; de  façon  que  à*  est  la  même  chose  que  j/c’.  De 

4.  f 

même  fl~  est  autant  que  y' a^\  etc. 


Digilized  by  Google 


76  É L É M E N s 

202.  Quand  la  fraction  qui  représente  l’exposant  surpasse  l’u— 
nité,  on  peut  indiquer  encore  d’une  autre  manière  la  valeur  de 

la  quantité  proposée.  Supposez  que  ce  soit  a'»;  cette  quantité  équi- 
vaut  à.  a ",  qui  est  le  produit  de  c*  par  a*.  Or  a"  étant  égal 

' i_o 

à \/a,  on  voit  que  est  autant  que  a*  i/a.  De  même  a i"  ou 

, ï Ji  , . TJ.-’,  . 

a ‘ est  autant  que  a’ p a -,  et  a ♦ , c est-a-dire , a , signilie 

4 

er*.  Ces  exemples  suffisent  pour  faire  concevoir  la  grande 
utilité  des  exposons  fractionnaires. 

203.  Leur  usage  s’étend  aussi  aux  nombres  rompus.  Qu’on 

1 . . , , , . 1 

ait  , on  sait  que  cette  quantité  est  égalé  a — ; or  nous  avons 

TU  plus  haut  qu’une  fraction  de  la  forme  peut  s’exprimer 

1 . J I.  . — i 

par  a~”  ; ainsi  pour  on  peut  se  servir  de  1 expression  a *. 

De  même  -j—  est  autant  que  a i.  Soit  proposée'  encore  la 
V a 

, a*  a’  . 

quantité  — ; qu’on  la  transforme  en  celle-ci  : — j,  qui  est  le 

1/  as 

1 % 

produit  de  a*  par  a + ; «r  ce  produit  équivaut  à as  , ou  en- 

4 

fin  à a P a.  L’usage  rendra  faciles  de  semblables  réductions. 

204.  Enfin  nous  observerons  que  chaque  racine  peut  se  re- 
présenter d’un  grand  nombre  de  manières.  Car  y a étant  la 

t 

même  chose  que  a> , et  i pouvant  être  transformé  en  toutes  ceS 
fractions,  5,  -J,  ^ , xi  etc. , il  est  clair  que  p^'a  est  autant 

que  l/a*,  et  que  \/a?  , et  que  i/a* , et  ainsi  de  suite.  Pareille- 

ment,  y a qui  signifie  a>  , sera  égale  à i/a*  et  a i/a’ , et  a.  y a*. 
Et  l’on  voit  de  même  que  le  nombre  a,  ou  a' , pourrait  s indi- 
quer par  les  expressions  radicales  qui  suivent  : 

]/a‘,  ]/a\  y a*,  ya^,  etc; 
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3o5.  Cette  propriété  est  d’un  bon  usage  dans  la  multiplica- 
tion et  dans  la  division.  Car  si  l'on  a,  par  exemple,  à multi- 

plier  y a par  \/a , on  écrit  p tr  pour  ]/a , et  j/a®  au  lieu  de 

l/a  ; de  cette  façon  on  obtient  de  part  et  d’autre  le  même  signe 
radical,  et  la  multiplication  se  faisant  maintenant,  donne  le  pro- 
duit i/o®,  l^e  même  résultat  se  déduit  de  ce  que  a»  multiplié 

paraT  fait  c»“^  > car  parconséquent  le  produit 

< e 

est,  en  effet,  a?  ou  y a’. 

. . ^ f î I 

S’il  s’agissait  de  diviser  y a ou  a'  par  ÿa  ou  ai  , on  aurait 

1 » % 1 ^ ^ * ff 

pour  quotient  a*  s , ou  »,  c’est-à-dire,  ou  y a. 


« 
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CHAPITRE  XX> 

Çui  traite  en  général  des  différentes  manières 
de  calculer  et  de  leur  liaison. 

aoS.  IN^ous  avons  exposé  jusqu’ici  différentes  opérations  de 
calcul  : l’addition , la  soustraction , la  multiplication  et  la  divi- 
sion, l’élévation  des  puissances,  et  enfin  l’extraction  des  racines. 
Il  ne  sera  donc  pas  hors  de  propos  de  remonter  à l’origine  de  ces 
différentes  manières  de  calculer  et  d’expliquer  la  liaison  qui  est 
entr’elles,  afin  qu’on  puisse  s’assurer  s’il  est  possible  ou  non  qu’il 
existe  encore  d'autres  opérations  de  cette  espèce.  Cette  recher- 
che ne  pourra  que  répandre  plus  de  jour  sur  les  matières  que 
nous  avons  traitées. 

Nous  nous  servirons,  dans  ce  dessein,  d’un  nouveau  signe  qu’on 
peut  employer  à la  place  de  l’expression  si  souvent  répétée , est 
autant  que  ; ce  signe  est  celui-ci  r=,  et  se  prononce  est  égal. 
Ainsi  quand  j’écris  a=:b , cela  signifie  que  a est  autant  que  6, 
ou  que  a est  égal  à & : de  même , par  exemple , 

35  = 35. 

207.  La  première  façon  de  calculer  qui  se  présente  à notre 
esprit,  est  sans  contredit  l’addition,  par  laquelle  on  ajoute  deux 
nombres  ensemble  pour  en  trouver  la  somme.  Soient  donc  a et 
b ces  deux  nombres  proposés , et  qu’on  indique  leur  somme  par 
la  lettre  c,  on  aura 

a-f-b=c. 

Ainsi  quand  on  connaît  les  deux  nombres  a et  b,  l’addition  en- 
seigne à trouver  le  nombre  c. 
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&o8.  Conservons  cette  relation 

a-f-  b~c, 

mais  renversons  la  question  en  demandant  comment,  les  nom- 
bres a et  c étant  connus , on  doit  trouver  le  nombre  b. 

Il  s’agit  donc  de  savoir  quel  nombre  il  faut  ajouter  au  nom- 
bre a,  pour  qu’il  en  résulte  ce  nombre  c.  Soit,  par  exemple  , 
a— Z et  c = 8 ; de  sorte  qu’il  faudrait  que  l’on  eût 

Z + b=%- 

îl  est  clair  qu’on  trouvera  b en  soustrayant  3 de  8.  Ainsi,  en  gé- 
néral , pour  trouver  è,  il  faudra  soustraire  a de  c,  d’où  pro- 
vient 

b=c—a\ 

car  en  ajoutant  de  nouveau  a de  part  et  d’autre , on  a 
i-|-a=c — a+a, 

c’est  - à - dire  = c,  comme  en  l’avait  supposé.  Telle  est  donc 
l’origine  de  la  soustraction. 

aog.  Ainsi  la  soustraction  a lien,  quand  on  renverse  la  ques- 
tion qui  donne  lieu  à l’addition.  Or  il  peut  arriver  que  le  nom- 
bre qu’il  s’agit  de  soustraire , soit  plus  grand  que  celui  duquel  il 
faut  le  soustraire',  comme,  par  exemple,  s’il  s’agissait  de  sous- 
traire g de  5 ; ce  cas  est  donc  propre  à bous  fournir  l’idée  d’une 
nouvelle  espèce  de  nombres  qu’on  nomme  nombres  négatifs  ^ 
parceque 

5-g=-4. 

ai  O.  Quand  plusieurs  nombres  qui  doivent  être  ajoutés  en- 
semble, sont  égaux  entr’eux , leur  somme  se  trouve  par  la  mul- 
. tiplication , et  se  nomme  un  produit.  Ainsi  a b signiSe  le  produit 
qui  provient  de  la  multiplication  de  a par  b , ou  bien  de  ce 
qu’on  a ajouté  ensemble  un  nombre  a de  nombres  b.  Si  nous  in- 
diquons à présent  ce  produit  par  la  lettre  c,  nous  aurons 

abz=c, 
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et  la  multiplication  nous  apprend  comment,  les  nombres  a et  6 

étant  connus,  l’on  doit  déterminer  le  nombre  c. 

an.  Proposons-nous  maintenant  la  question  suivante  : Les 
nombres  o et  c étant  connus,  trouver  le  nombre  b.  Soit,  par 
exemple,  a=3  et  c=i5 , de  façon  que 

3A=i5, 

et  qu’on  demande  par  quel  nombre  il  faut  multiplier  3 , pour 
qu’il  nous  vienne  1 5 ; c’est  à quoi  revient  la  question  proposée. 
Or  c’est  ici  le  cas  de  la  division  : le  nombre  qu’on  demande  se 
trouve  en  divisant  i5  par  3,  et  en  général  le  nombre  b se  trouve 
donc  en  divisant  c par  a\  d’où  résulte  parconséquent  l’é- 
quation 


a 13.  Or  comme  il  arrive  souvent  que  le  nombre  c ne  peut 
être  divisé  réellement  par  le  nombre  a , et  que  cependant  la 
lettre  b doit  avoir  une  valeur  déterminée  , il  se  présente  encore 
ici  une  nouvelle  espèce  de  nombres  , ce  sont  les  fractions.  Par 
exemple , en  supposant  a=4,  c—Z,  de  façon  que 

4i=3  ; 

on  voit  bien  que  h ne  saurait  être  un  nombre  entier,  mais  que  ce 
sera  une  fraction , et  qu’on  aura 

ai3.  Nous  avons  tu  que  la  multiplication  provient  de  l’addi- 
tion, c’est-à-dire,  de  ce  qu’on  ajoute  ensemble  plusieurs  quan- 
tités égales.  Si  nous  allons  à présent  plus  loin  , nous  voyons  que 
c’est  à la  multiplication  de  plusieurs  quantités  égales  entr’ elles 
que  les  puissances  doivent  leur  origine.  Ces  puissances  se  repré- 
sentent d’une  manière  générale  par  la  formule  a* , laquelle 
iadique  que  le  nombre  a doit  être  multiplié  autant  de  fois 

par 
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par  lui-même  cpie  le  uombre  b l’indique.  Et  l’on  sait , par  ce  qui 
a précédé  , qu’ici  a est  ce  qu’on  nomme  la  racine , b l’exposant 
et  a!’  la  puissance. 

214.  Si  nous  indiquons  maintenant  cette  puissance  même  par 
la  lettre  c , nous  ayons 


équation  dans  laquelle  se  présentent  trois  lettres  a,  b,  c. 
Or  on  montre  'dans  la  théorie  des  puissances , comment 
une  racine  a avec  l’exposant  b étant  donnés  , on  doit 
trouver  la  puissance  elle-même  , c’est-à-dire  , la  lettre  c.  Soit, 
par  exemple , a = 5 , et  6=3  , ensorte  que  c=5^  : on  voit  qu’il 
faut  prendre  la  troisième  puissance  de  5 , qui  est  126 , et  qu’ainsi 

C=125. 

21 5.  On  a vu  conlment,  par  le  moyen  de  la  racine  oet  de 
l’exposant  b , on  doit  déterminer  la  puissance  c ; mais  si  l’oa 
veut  à présent  changer  ou  inverser  la  question,  comme  on  a 
déjà  fait,  on  verra  que  cela  peut  se  faire  de  deux  manières , 
et  qu’on  a deux  cas  différens  à considérer.  En  effet,  si  deux  de 
ces  trois  nombres  a , b,  c étant  donnés,  il  s’agit  de  trouver  le 
troisième  , on  voit  aussitôt  que  cette  question  admet  trois  sup- 
positions différentes , et  parconséquent  trois  solutions.  Nous 
venons  de  considérer  le  cas  où  a et  6 étaient  les  données  ; 
nous  pouvons  donc  supposer  encore  que  c et  a , ou  bien 
que  c et  6 soient  connus  et  qu’il  faille  déterminer  la  troi- 
sième lettre.  Remarquons  donc,  avant  d’aller  plus  loin,  une 
différence  assez  essentielle  entre  l’élévation  des  puissances  et  les 
deux  opérations  qui  conduisent  à celle-là.  Lorsque,  dans  l’addi- 
tion, nous  avons  inversé  la  question,  nous  n’avons  pu  le  faire 
que  d’une  seule  manière  ; il  était  indifférent  de  prendre  c et  a 
ou  c et  6 pour  données  , parcequ’il  est  indifférent  d’écrire  c-f-6 
on  d’écrire  b-^-a.  Il  en  était  de  mè  ne  de  la  mnltiplication  ; on 
pouvait  pareillement  prendre  les  lettres  net  6 l’une  pour  l’autre, 
l’équation  ab  — c étant  exactement  la  même  que  ba—c. 

F 
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Dans  e calcul  des  puissances , au  contraire  , la  même  choas 
n’a  pas  lieu , et  on  ne  peut  point  du  tout  écrire  b“  au  lieu  de  a*. 
Un  seul  exemple  suffit  pour  s’en  convaincre  : Soit  c=;5 , et 
A=3  ; on  a 

a‘=  5^=125. 

Mais 

6“=  3^ =243 

deux  résultats  très-différens. 

a 16.  Il  est  donc  clair  qu’on  peut  réellement  se  proposer  en- 
core deux  questions  : l’une , de  trouver  la  racine  a par  le  moyen 
de  la  puissance  donnée  c , et  de  l’exposant  b.  L’autre,  de  trou- 
ver l’exposant  b , en  supposant  connues  la  puissance  c et  la  ra- 
cine a. 

217.  On  peut  dire  que  la  première  de  ces  questions  a été  ré- 
solue dans  le  chapitre  de  l’extraction  des  racines.  Car , par 
exemple  , si  i = 2 et  que  a‘=c,  nous  savons  qpie  cela  signifie 
que  a est  un  nombre  tel  que  son  quarré  soit  égal  à c , et  parcon- 

séquent  que  a=:\/c.  De  même  si  b=3  et  û^=c  , ou  .sait  qu’il 
faut  que  le  cube  de  a soit  égal  au  nombre  donné  c , et  consé- 
quemment a=\/c.  Il  est  donc  aisé  de  conclure  généralement 
de  là  comment  on  doit  déterminer  lalettre  a par  le  moyen  des 

h 

lettres  c et  J : il  faut  nécessairement  que  o=^c. 

218.  Nous  avons  aussi  déjà  fait  remarquer  la  conséquence 
qui  suit  du  cas  très-fréquent  où  le  nombre  donné  c n’est  pas 
réellement  une  puissance  ; savoir  qu’ alors  la  racine  cherchée  a 
ne  peut  s’exprimer  ni  par  des  nombres  entiers  , ni  par 
des  fractions.  Et  comme  cette  racine  admet  nécessairement 
une  valeur  déterminée  , la  même  remarque  nous  a con- 
duits aune  nouvelle  espèce  de  nombres  que  nous  avons  dit  qu’on 
nommait  nombres  sourds  ou  irrationnels , et  que  nous  avons 
vus  se  diviser  en  une  infinité  d’espèces  à cause  de  la  grande 
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diversité  des  racines.  Enfin  la  même  considération  nous  a 
appris  à connaître  l’espèce  particulière  de  nombres  qu’on 
a nommés  nombres  imaginaires.  i 

219.  Il  nous  re.ste  à considéisr  la  seconde  question  qui  a pour 
objet  de  déterminer  l’exposant  par  le  moyen  de  la  puissance  c 
et  de  la  racine  a,  toutes  deux  connues.  Cette  question,  qui 
ne  s’était  pas  encore  présentée,  nous  conduira  à l’importante 
théorie  des  Logarithmes  , dont  l’nsage  est  si  étendu  dans 
toutes  les  Mathématiques  , qu’il  y a peu  de  long  calcul  dont 
on  puisse  venir  à bout  sans  son  secours.  On  verra  dans  le 
chapitre  suivant,  pour  lequel  nous  réservons  cette  théorie, 
qu’elle  nous  fait  parvenir  à une  espèce  de  nombres  que  nous 
n’avons  pas  encore  rencontrés  jusqu’ici , et  qu’on  ne  peut  pas 
même  compter  parmi  les  nombres  irrationnels  dont  nous 
avons  parlé.  ' 


H 
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CHAPITRE  XXI. 

Des  Logarithmes  en  général. 


aao.  E N reprenant  l’équation 


nous  commencerons  par  remarquer  que , dans  la  doctrine  des 
logarithmes , on  adopte  pour  la  racine  a un  certain  nombre 
pris  à volonté  , et  qu'on  suppose  que  cette  racine  conserve 
invariablement  la  valeur  adoptée.  Cela  posé,  on  prend  l’ex- 
posant b tel  que  la  puissance  a‘  devienne  égale  à un  nom- 
bre donné  c,  et  c’est  alors  cet  exposant  b qu’on  dit  être 
le  logarithme  du  nombre  c.  Nous  nous  servirons  , pour  ex- 
primer cette  signiQcation , de  la  lettre  L ou  des  lettres  ini- 
tiales log.  Ainsi  en  écrivant  è = Lc,  o\xb=log.c,  on  in- 
dique que  b est  égale  au  logarithme  du  nombre  c,  ou  bien  que 
le  logarithme  de  c est&. 

aai.  On  voit  donc  que  la  valeur  de  la  racine  a une  fois 
établie,  le  logarithme  d’un  nombre  quelconque  c n’est  autre 
chose  que  l’exposant  de  la  puissance  de  a , qui  est  égale  à c. 
C’est  ainsi  que  c étant  = a‘,  b est  le  logarithme  de  la  puis- 
sance a*.  Si  l’on  suppose  à présent  que  è = i,  ona  i pour 
le  logarithme  de  a' , et  parcOnséquent 

L.a=  1. 

Si  l’on  suppose  &=2,  on  a a pour  le  logarithme  de  a*; 
c’est-à-dire , 

li.a*=2. 
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On  aura  de  la  même  manière , 

L.a'*=4;  L.a®=5, 


et  ainsi  de  suite. 


222.  Si  l’on  fait  b=o,  on  voit  que  o sera  le  logarithme 
de  a°  ; or  «®  = i ; parconséquent  L.i  = o , pour  tout  nom- 
bre pris  en  place  de  la  racine  a. 

Que  si  l’on  suppose 

b=—\, 

ce  sera — i qui  sera  le  logarithme  de  Or 


on  a donc 


a 


On  aura  pareillement 

L.— = — 2;  L. -5  = — 3; L. — 4, etc 
a-  ar 

223.  On  conçoit  donc  comment  on  peut  indiquer  les  lo- 
garithmes de  toutes  les  puissances  de  la  racine  c,  et  même 
ceux  de  fractions  qui  ont  pour  numérateur  l’unité , et  pour 
dénominateur  une  puissance  de  a.  On  voit  aus.si  que , dans  tous 
ces  cas,  las  logarithmes  sont  des  nombres  entiers;  mais  il  faut 
observer  que  si  b était  une  fraction,  elle  serait,  généralement, 
le  logaritlime  d’im  nombre  irrationnel.  Car  si  l’on  suppose,  par 

exemple  , ô = il  suit  que^  est  le  logarithme  de  aï  ou  de 
j/a  parconséquent  on  a 

L.l/a=i. 

* n. 
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On  trouvera  de  même 
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L.ya  = ^;  L.ya  = ^,  etc. 

224-  Mais  s’il  s’agit  de  trouver  le  logarithme  d’un  autre 
nombre  c,  on  voit  aisément  qu’il  ne  peut  être  ni  un  nombre 
entier  , ni  une  fraction.  Cependant  il  faut  qu’il  existe  un 
exposant  i tel  que  la  puissance  n‘  devienne  égale  au 
nombre  proposé  : on  a donc  6=L.c.  Donc  généralement 

a^‘'  = c. 

225.  Considérons  à présent  un  autre  nombre  .d , dont  le 
logarithme  ait  été  indiqué  d’une  manière  semblable  p«u-  L.d; 
de  façon  que 

Si  nous  multiplions  cette  formule  par  la  précédente 


nous  aurons 


aL-'-t-t-.*)— J 


or  l’exposant  est  toujours  le  logarithme  de  la  puissance  ; par- 
conséquent 

L.c  + L.d=L.cii. 

Que  si  au  lieu  de  multiplier,  nous  divisions  la  première 
formule  par  la  seconde,  nous  obtiendrions 


et  parconséquent 


,L.c-L.S — _ 


22S.  C’est  ainsi  que  nous  avons  été  conduits  à la  découverte 
des  deux  principales  propriétés  des  logarithmes,  qui  consis- 
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tent  dans  les  équations 

L.c4-L.d=L.cd  et  L.c — lu-d  — L.  2- 

La  première  de  ces  équations  nous  apprend  que  le  loga- 
rithme d’un  produit,  comme  cd,  se  trouve  en  ajoutant  en- 
semble les  logarithmes  des  facteurs.  La  seconde  nous  enseigne 
que  le  logarithme  d’une  fraction,  s’obtient  en  soustrayant  le 
logarithme  du  dénominateur  de  celui  du  numérateur. 

227.  Il  suit  donc  de  là,  que  quand  il  s’agit  de  mul- 
tiplier ou  de  diviser  deux  nombres  l’un  par  l’autre,  on  n’a 
besoin  que  d’ajouter  ou  de  soustraire  leurs  logarithmes.  Et 
c’est  là  précisément  èn  quoi  consiste  l’utilité  insigne  des  lo- 
garithmes dans  le  calcul.  Car  qui  ne  voit  qu’il  est  incom- 
parablement plus  aisé  d’ajouter  ou  de  soustraire  des  nombres, 
que  de  les  multiplier  ou  de  les  diviser,  surtout  quand  la  ques- 
tion roule  sur  de  grands  nombres. 

228.  Les  logarithmes  offrent  des  avantages  encore  plus 
grands  dans  le  calcul  des  puissances  et  dans  l’extraction  des 
racines.  Car  si  d=c,  on  a par  la  première  propriété 


parconsequent 


L.c  + L.c=L.cc; 

L.CC=2L.C. 
On  obtient  pareillement 


L.c^r=3L.c;  L.c^=4L.c; 

et  en  général  ' J.,,, 

L.c"=:nL.c.  . , 

Si  l’on  substitue  maintenant  à n des  nombres  rompus , on 

1 • I • . 

aura  par  exemple  , L.c»  c’est-à-dire,  ■ 
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Enfin,  si  l’on  suppose  que  n représente  des  nombres  négatifs, 
on  aura  L.c~'  ou 

. L.  — L.c;  L.c~*r=L. — sL.c, 
c cc 

et  ainsi  de  suite.  Cela  suit  non-seulement  de  l’équation 
L.c'‘=nL.c, 

mais  aussi  de  ce  que,  comme  nous  l’avons  vu  plus  haut, 

L.i=o. 

329.  Ainsi  des  tables  dans  lesquelles  les  logarithmes  se  ' > 
trouveraient  calculés  pour  tous  les  nombres,  offriraient  un 
puissant  secours  pour  venir  facilement  à bout  de  calculs  très- 
prolixes  qui  exigeraient  beaucoup  de  multiplications , de 
divisions,  d’élévations  de  puissances  et  d’extractions  de  racines. 
Car  on  trouverait  dans  ces  tables  non-seulement  les  logarithmes 
pour  tous  les  nombres,  mais  aussi  les  nombres  pour  tous  les  lo- 
garithmes. Par  exemple  , s’il  est  question  de  calculer  la 
racine  quarrée  du  nombre  c,  on  cherche  d’abord  le  loga- 
rithme de  c , qui  est  L.c. , et  prenant  ensuite  la  moitié  de 
de  ce  logarithme,  ou  \ L.c  , on  sait  qu’on  a le  logarithme 
de  la  racine  quarrée  qu’on  cherche.  On  n’a  donc  qu’à  voir 
> dans  les  tables  quel  nombre  répond  à ce  logarithme,  et  on 
est  assuré  qu’il  exprime  la  racine  cherchée. 

s3o.  Nous  avons  vu  plus  haut  que  les  nombres  i,  2,  3, 
4,  5,  6,  etc.,  c’est-à-dire,  tous  les  nombres  positifs  , sont 
des  logarithmes  de  la  racine  a et  de  ses  puissances  positives , 
et  parconséquent  des  logarithmes  de  nombres  plus  grands  que 
l’unité  : et  que- les  nombres  négatifs,  comme— i , — 2,  etc. 

sont  les  logarithmes  des  fractions-,  etc.  qui  sont  plus 
° a aa 

petites  que  Tunité,  mais  cependant  encore  plus  grandes  que  rien. 
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Il  suit  de  là  que  si  le  logarithme  est  positif,  le  nombre 
est  toujours  plus  grand  que  l’unité;  mais  que  si  le  logarithme 
est  négatif,  le  nombre  est  toujours  plus  petit  que  i , et 
pourtant  plus  grand  que  zéro.  Parconséquent  on  ne  saurait 
indiquer  les  logarithmes  de  nombres  négatifs  , et  il  faut  en 
conclure  que  les  logarithmes  des  nombres  négatifs  sont  im- 
possibles , et  qu’ils  appartiennent  à la  classe  des  quantités 
imaginaires. 

23i.  Il  sera  bon,  afin  d’éclaircir  tout  cela  encore  mieux, 
d’adopter  un  nombre  déterminé  pour  la  racine  a,  et  nous 
choisirons  celui-là  même  sur  lequel  on  a fondé  les  tables 
logarithmiques  ordinaires.  C’est  le  nombre  lo:  on  lui  a donné 
la  préférence , parcequ’il  sert  déjà  de  base  à toute  notre  Arith- 
métique. Mais  on  voit  facilement  que  tout  autre  nombre , 
pourvu  qu’il  fût  plus  grand  que  l’unité , pourrait  être  pris 
pour  base.  Mais  il  est  facile  de  saisir  la  raison  pour  la- 
quelle on  ne  peut  supposer  a=t  , puisqu’alors  toutes  les 
puissances  a*  seraient  constamment  égales  à l’unité,  et  ne  pour- 
raient jamais  devenir  égales  àun  nombre  donné  c. 
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Des  Tables  de  Logarithmes , usitées. 


a3a.  D ANS  ces  tables  on  part  de  la  supposition , comme 
nous  venons  de  le  dire,  que  la  base  a = io.  Ainsi  le  loga- 
rithme d’un  nombre  quelconque  c est  l’exposant  de  la  puis- 
sance à laquelle  il  faut  élever  le  nombre  lo,  pour  qu’il  en 
résulte  le  nombre  c.  Ou  bien , si  l’on  désigne  le  logarithme 
de  c par  L.c , on  aura  toujours 

JQL.f_p. 

a33.  Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  le  logarithme 
du  nombre  i est  toujours  o;  et  en  effet  on  a par- 

conséquent  ; 


L.i  =o;  L.io=i  ; L.too  = a-,  L.iooo=3; 
L. 10000=4)  L.iooooo=5‘,  L.icooooo=S. 
De  plus 


I)*  I 0 1 , L.  T-po ) f)*  1 ooo  ~ 3 J 

T _1 /'T  ■ c ■ 

loeoo  •*-**  &OOOOQ  > 


y I 

*-**  IOOOOOO“~*^“ 


8. 


a34-  Oes  logarithmes  des  nombres  principaux  se  détermi- 
nent , comme  on  voit,  sans  aucune  peine.  Mais  il  est  difiicile 
de  trouver  les  logarithmes  de  tous  les  autres  nombres,  et 
cependant  il  est  nécessaire  qu’on  les  insère  dans  les  tables. 
Ce  n’est  pas  ici  encore  le  lieu  de  donner  toutes  les  instruc- 
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tiens  requises  pour  cette  recherche  ; nous  nous  contenterons 
pour  le  présent  de  voir  en  général  ce  qu’elle  exige. 

a35.  D’abord , puisque 

i 

L.i  =0  etL.io  = i, 

il  est  évident  que  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  entre 
1 et  1 0 doivent  être  compris  entre  o et  1 , et  être  parcon- 
\séquent  plus  grands  que  o et  plus  petits  que  1. 

Nous  n’avons  qu’à  considérer  le  seul  nombre  3 ; il  est 
certain  que  son  logarithme  est  plus  grand  que  o,  et  cependant 
plus  petit  que  l’unité  ; et  si  nous  désignons  ce  logarithme  par 
la  lettre  x,  ensorte  que  * 

L.a=x, 

il  faut  que  la  valeur  de  cette  lettre  soit  telle  qu’on  ait  exac- 
tement ^ 

* io*=a. 

Il  est  facile  aussi  de  se  convaincre  que  x doit  être  beau- 

I 

coup  plus  petit  que  4,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  io~est 
plus  grand  que  a.  Car  si  nous  prenons  de  part  et  d’autre 
les  quarrés , on  trouve 

(ro’)“=io* 

tandis  que  celui  de  a=4;  or  ce  dernier  est  de  beaucoup  moindre 
que  le  premier.  De  même  est  encore  une  valeur  trop  grande 

pour  X,  c’est-à-dire  que  lo"*  est  plus  grand  quea.  Carie  cube 

de  ro‘>  est  10,  et  celui  de  a ne  fait  que  8.  Mais  au  con- 
traire en  faisant  x = 5 , on  lui  donnerait  une  valeur 

trop  petite , pareeque  la  quatrième  puissance  de  1 0+  étant 

10  et  celle  de  a étant  16,  il  est  clair  que  io+  est  moindre 
que  a. 
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On  voit  que  x ou  le  L.a  est  plus  petit  que  J- et  cependant 
plus  grand  que  -J.  On  peut  déterminer  de  la  même  manière  à 
l’égard  de  toute  fraction  contenue  entre  ^ et  | , si  elle  est  trop 
grande  ou  si  est  elle  trop  petite.  Si  l’on  essayait,  par  exemple, 
la  fraction  ^ qui  est  moindre  que  J- , et  plus  grande  que  on 

aurait  à satisfaire  à la  condition  que  lo*,  lo’ , ou  fût  = a ; ou 

1 * 

bien  que  laseptièmepuissancedeio?,  c’est-à-dire,  io“  ou  loo, 
fut  égale  à la  septième  puissance  de  a;  or  celle-ci  est  = ia8, 
et  parconséquent  plus  grande  que  celle-là.  Nous  concluons 

donc  de  là  que  lo^  est  aussi  moindre  que  a,  et  qu’ainsi  f est 
moindre  que  L.a,  et  que  L.a  qui  s’était  trouvé  plus  petit  que 
y est'cependant  plus  grand  que  î. 

Essayons  encore  une  autre  fraction  qui  soit,  en  conséquence 
de  ce  que  nous  venons  de  trouver , comprise  entre  y et 

Une  telle  fraction  est  ^ : il  s’agit  donc  de  voir  si  io^=a  ; 
si  cela  est,  les  dixièmes  puissances  de  ces  deux  nombres  sont 

aussi  égales  entr’ elles  ; or  la  dixième  puissance  de  lo^  est 
10^=1000, 

et  la  dixième  puissance  de  a est  = i oa^  ; il  faut  donc  con- 
? 

dure  que  lO'»  n’est  pas=a,  que -L  est  une  fraction  trop 
petite  pour  produire  cette  égalité , et  que  L.a , quoique  plus 
petit  que  j est  cependant  plus  grand  que  j-. 

a56.  Cette  considération  sert  à nous  faire  voir  que  L.a  a 
une  grandeur  déterminée  , puisque  nous  savons  que  ce  loga- 
rithme est  certainement  plus  grand  que  et  plus  petit  que  |. 
Nous  ne  pouvons  pas  aller  plus  loin  pour  le  présent , et 
puisque  nous  ignorons  encore  la  vraie  valeur  de  ce  logarithme , 
nous  l’indiquerons  par  x , ensorte  que 
»■ 

L.a  = x; 
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et  nous  montrerons  comment , si  elle  était  connue , on  pourrait 
en  déduire  les  logarithmes  d’une  infinité  d’autres  nombres. 
Nous  nous  servirons  pour  cet  effet  de  l’équation  rapportée 
plus  haut 

L.ccî=L.c-{-L.J, 

qui  exprime  que  le  logarithme  d’un  produit  se  trouve  en 
ajoutant  ensemble  les  logarithmes  des  facteurs. 

337.  D’abord,  comme 

L.a  = x,  et  L.io  = i, 

nous  aurons 

L.2o=a:-f'  1 i L.soo=a:+2; L.2ooo  = a:  + 3 ; 
L.3oooo=x-j-4’>  et  L.20oooo  = x -J-5,  etc. 
s38.  De  plus  , comme 

L.c“  = sL.c,  L.c^=3L.c,  L.c^=4L.c,  etc. 
nous  avons 

I„4=2x;  L.8=:3x',  L.iG=4a;i  L.32=5x;  L.64  = Gx,  etc. 
et  nous  trouvons  par-là  que 

L.40  =3x -f- 1 ; L.400  z=ax-f-3; 

L.4COÛ  =2x-f-3;  L.40000  =2x-f-4,etc. 

L.80  = 3x -j- 1 ; L.800  =3x-f-s; 

L.8000  =3x-f- 3 ; L.80000  =3x-f-4,etc. 

L.ifio  =4-'^  + 1 ; L.iGoo  =4x-f-3; 
L.tGooo=4*-f-3  -,  L.iGoooo=4*+4>®t‘^- 


Digitized  by  Google 


f É L É M E N s 

aog.  Reprenons  aussi  l'autre  équation  fondamentale , 


Lo=L.c— L.rf. 
a 

et  supposons  c=io,et<i=a;  puisque 
L.io=i  et  L.2=x, 
nous  aurons  L.-v  , ou 

L.5=  1 — X , 

et  nous  déduirons  de  là  les  équations  suivantes; 

L.5o  =2 — x;  L.5oo  =3 — x;  L.5ooo  =4 — x,  etc. 
L.a5  =2 — 2X',  L.iaS  =3 — 3x;  L.6a5  =4 — 4^, etc. 

L.25o  =3 — 2x;L.25oo  =4 — axjL.aSooo  =5  — 2x,etc. 
L.  i25o=4~3-^>1^*®^°°— 5 — 3x;L.ia5ooo=G — 3x, 
L.625o=5— 4x;  L.S25oo=G  — 4^;  L.Ga5ooo=7 — 4^,  etc. 

240.  Si  l’on  connaissait  le  logarithme  de  3,  ce  serait  encore 
le  moyen  de  déterminer  un  nombre  prodigieux  d’autres 
logarithmes.  En  voici  quelques  preuves,  en  supposant  le L.3 
exprimé  par  la  lettre  y. 

L.3o=^  + 1 ; L.3oo  =y  + 2 ; L.3ooo=^4-3,  etc. 

L.g  —zy\  L.2y  = 3y;  L.8t  = 4y>  I.-a43  = 5^-,  etc. 

On  aura  aussi 

LG  = x+^;  L.i2  = 2x-f-J';  L.i8=:x+2^; 

et 

L.i5=L.3+L.5=j-f-  1 — X. 

241.  Nous  avons  vu  plus  haut  que  tous  les  nombres  pro- 
viennent de  la  multiplication  des  nombres  qu’on  nomme 
premiers.  Si  l’on  connaissait  donc  seulement  les  logarithmes 
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de  tous  les  nombres  premiers,  on  pourrait  trouver  par  de 
simples  additions  les  logarithmes  de  tous  les  autres  nombres. 

Le  nombre  210  , par  exemple,  étant  formé  des  facteurs  a,  • 
3,5,7,  son  logarithme  sera 

=L.a  -j-  L.3  -f-  L.5  L.7, 

Pareillement  , puisque 

360=2.2. a. 3. 3. 5=2^. 3“.  5, 

on  a 

L.3Go=3  L.2 +2L.3  + L.5. 

Il  est  donc  clair  que  connaissant  les  logarithmes  des  nom- 
bres premiers  , on  peut  déterminer  ceux  de  tous  les  autres 
nombres , et  que  c’est  à calculer  ceux-là  qu’il  faut  s’attacher 
avant  tout  si  l’on  se  propose  de  construire  des  tables  de 
logarithmes. 
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CHAPITRE  XXIII. 

/ 

üe  la  manière  de  représenter  les  Logarithmes. 

242-IN' ôus  avons  vu  que  le  logarithme  de  2 est  plus  grand 
que  et  plus  petit  que  -y,  et  que  parconséquent  l’exposant 
de  10  doit  tomber  entre  ces  deux  fractions , pour  que  la  puis- 
sance devienner=a.  Or  quoiqu’on  sache  cela,  quelque  frac- 
tion cependant  qu’on  adopte  conformément  à cette  condition , 
la  puissance  qui  en  résulte,  sera  toujours  un  nombre  irra- 
tionnel plus  grand  ou  plus  petit  que  2 ; et  parconséquent 
le  logarithme  de  2 ne  saurait  être  exprimé  par  une  telle 
fraction.  Cela  fait  qu’il  faut  se  contenter  de  déterminer  la 
valeur  de  ce  logarithme  d’une  manière  assez  approchée  pour 
que  l’erreur  devienne  insensible.  On  se  sert  pour  cela  des 
fractions  décimales  j c’est  ainsi  qu’on  nomme  des  nombres 
dont  la  nature  et  les  propriétés  méritent  d’étre  mises  dan» 
le  plus  gi'and  jour. 

243.  On  sait  que,  dans  la  manière  ordinaire  d’écrire  les 
nombres  avec  le  secours  des  dix  chiffres  ou  caractères 

O,  1,  2,  3,  4j  5,  6,  7,  8,  g, 

il  n’y  a que  le  premier  chiffre  à droite  qui  ait  sa  signification 
naturelle  ; que  les  chiffres  à la  seconde  place  comptent  dix 
fois  plus  que  ce  qu’ils  comptaient  à la  première  ; que  les 
chiffres  écrits  à la  troisième  place  comptent  cent  fois  plus  ; 
ceux  de  la  quatrième  mille  fois  davantage , et  ainsi  de  suite  ; 
c’est-à-dire  qu’à  mesure  que  les  chiffres  avancent  vers  la 
gauche , ils  acquièrent  une  valeur  qui  est  dix  fois  celle  qu’ils 
avaient  dans  le  rang  immédiatement  à droite.  C’est  ainsi  que 

dans 
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dans  le  nombre  1 766  le  cbüFre  5 est  au  premier  rang  à la  droite , 
et  signifie  5 unités.  Au  second  rang  est  6;  mais  ce  chiffre, 
au  lieu  de  signifier  6,  indique  io.fi  ou  60.  Le  chiffre  7 est  au 
troisième  rang,  et  signifie  100.7  7°°’  Enfin  le  1,  qui  est 

au  quatrième  rang , signifie  1 eoo  *,  voilà  donc  pourquoi  on  pro- 
nonce le  nombre  proposé  de  cette  manière , 

Un  mille  (ou  mille)  sept  cent  soixante  et  cinq, 

a44'  Puisque  les  unités  des  chiffres  deviennent  toujours  dix 
fois  plus  grandes  en  allant  de  la  droite  vers  la  gauche , et  que 
réciproquement  elles  deviennent  continuellement  dix  fois 
moindres,  en  allant  de  la  gauche  vers  la  droite,  on  pourra,  en  se 
conformant  à cette  loi , avancer  encore  davantage  vers  la 
droite,  et  on  obtiendra  des  chiffres  dont  les  unités  contiaue- 
ront  de  devenir  dix  fois  moindres.  Mais  ce  à quoi  il  faudra 
bien  faire  attention  , c’est  à la  place  des  unités  simples , ou 
du  premier  ordre;  on  l'indique  par  une  virgule  qu’on  met 
après  ce  rang.  Si  l’on  rencontre  donc,  par  exemple,  le  nom- 
bre 36,54893,  voici  comme  il  faut  l’entendre  ; le  chiffre  6 
d’abord  a sa  valeur  naturelle  ;j  et  le  chiffre  3,  qui  est  au 
second  rang,  signifie  3o.  Mais  le  chiffre  5 qui  vient  après 
la  virgule  , ne  signifie  que  ^ ; ensuite  le  4 ne  vaut  que  ; 
le  chiffre  8 signifie  — le  chiffre  9 signifie  et  le 

chiffre  2 vaut  On  voit  donc  que  plus  ces  chiffres 

avancent  vers  la  droite  , plus  leurs  unités  diminuent , et  qu'à 
la  fin  elles  deviennent  si  petites,  qu’on  peut  avec  raisoa 
les  regarder  comme  nulles  (*). 

u45-Voilàrespèce  dénombrés  qu’onnomme/i-actions  décima- 
les, et  c’est  de  cette  manière  aussi  qu’on  indiqueles  logarithmes 
dans  les  tables.  On  y exprime , par  exemple  , le  logarithme, 
de  s par  o,3oio3oo,  où  nous  voyons,  r“.  que  puisqu’il  y 


(’)  Voycx  le*  Traité*  d’Aritbméti^uc  de  Garnier,  Lacroix,  etc. 
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a un  O devant  la  virgule,  ce  logarithme  ne  fait  pas  un  entier; 
a°.  que  sa  valeur  est 

?-_i L I î.  -J  » 

1 0 1 09  I I ooo  r looee  f ' i ooooo  • poo« o9  | loeooaoo* 

On  peut  remarquer  qu’on  aurait  bien  pu  omettre  les  deux 
derniers  zéros,  mais  c’est  qu’ils  servent  à indiquer  que  le  lo-' 
garithme  en  question  ne  contient  aucune  de  ces  parties  qui 
ont  loooooo  et  looooooo  pour  dénominateur.  On  ne  nie  pas 
au  reste  qu’on  n’eût  pu  trouver,  en  continuant  encore,  des 
parties  plus  petites  ; mais  on  les  néglige  à cause  de  leur  ex* 
trême  petitesse. 

346.  Le  logarithme  de  3 se  trouve  exprimé  dans  les  tables 
par  0,4771  a *3 ■>  on  voit  donc  qu’il  ne  contient  point  d’entier, 
et  qu’il  est  composé  des  fractions  suivantes  : 


_| • 1 î L._  • I î__ 

.10  I too  I tooo  I looeo  I looaoo  1 1000009  1 lOOooooo* 


Mais  il  ne  faut  pas  croire  que  de  cette  manière  le  loga- 
rithme soit  assigné  avec  la  dernière  précision.  On  peut  seu- 
lement être  certain  que  l’erreur  est  moindre  que  de  ; 

il  est  vrai  d’un  autre  côté  que  cette  erreur  est  si  petite , qu’on 
peut  très-bien  la  négliger  dans  la  plupart  des  calculs. 

247.  Suivant  cette  façon  d’exprimer  les  logarithmes,  celui 
de  1 doit  être  indiqué  par  0,0000000,  puisqu’il  est  réellement 
= 0.  Le  logarithme  de  lo  est  1,0000000,  où  l’on  reconnaît 
qu’il  est  exactement=  1 . Le  logarithme  de  100  est  2,0000000  , 
ou  exactement=2.  Et  l’on  peut  en  conclure  que  les  loga- 
rithmes de  tous  les  nombres  qui  sont  contenus  entre  10  et 
100,  et  parconséquent  composés  de  deux  chiffres,  que  ces 
logarithmes , dis-je , sont  compris  entre  i et  2 , et  parcon— 
séquent  qu’ils  doivent  s’exprimer  par  i -1- une  fraction  déci- 
male. C’est  ainsi  que 

L.5o  = 1,6989700; 
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sa  yaleur  est  donc  l’unité , et  outre  cela 


Ô9 


-5.J-  ^-J * L 2 I ■>  ■ 

lo  • loo  1 0 oo  I loooo  loo  ©•• 

On  n’aura  pas  de  peine  à remarquer  de  même  que  les  lo- 
garithmes des  nombres  entre  loo  et  looo  s’expriment  par 
a entiers  avec  une  fraction  décimale.  Ceux  des  nombres  entre 
iooo  et  loooo,  par  3 -}-  une  fraction  décimale.  Ceux  des  nom- 
bres entre  loooo  et  looooo  par  4 entiers  joints  à une  telle 
fraction , et  ainsi  de  suite.  Le  8oo , par  exemple  ^ est 
= a,go5o90o;  celui  de  aago  est  3,35g8355,  etc. 

348.  Les  logarithmes’’ au  contraire  des  nombres  moindres 
que  10 , ou  qui  ne  s’expriment  que  par  un  seul  chiffre 
ne  font  pas  un  entier,  et  voilà  pourquoi  on  trouve  un  o 
devant  la  virgule.  Ainsi  nous  avons  deux  parties  à considérer 
dans  un  logarithme.  La  i première  est  celle  qui  précède  la 
virgule  et  qui  indique  les  entiers  quand  il  y en  a;  l’autre 
indique  les  fractions  décimales  qu’il  faut  ajouter  aux  entiers. 
La  partie  première  ou  entière  d’un  logarithme , qu’on  nomme 
le  plus  souvent  la  caractéristique,  se  détermine  facilement 
d’après  ce  que  nous  avons  dit  dans  l’article  précédent.  Elle 
est  O pour  tous  les  nombres  qui  n’ont  qu’un  chiffre  ; elle 
est  1 pour  ceux  qui  en  ont  deux  ; elle  est  a pour  ceux  qui 
en  ont  trois,  et,  en  général,  elle  est  toujours  d’une  unité  moin- 
dre que  le  nombre  des  chiffres.  Si  donc  on  demande  le 
logarithme  de  17S6,  on  sait  déjà  que  la  première  partie,  'ou 
celle  des  entiers , est  3 nécessairement. 

349.  Ainsi,  réciproquement,  on  reconnaît  à la  première  ins- 
pection de  la  première  partie  d’un  logarithme , de  combien 
de  chiffres  est  composé  le  nombre  qui  répond  à ce  logarithme  • 
puisque  le  nombre  de  ces  figures  est  toujours  d’une  unité  plus 
grand  que  celui  des  unités  Entières  contenues  dans  le  logarithme. 
Si  on  avait  trouvé,  par  exemple,  pour  le  logarithme  d’un  nombre 

a 
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inconnu  on  saurait  d’abord  que  ce  nombre  doit 

être  de  sept  chiiTres  ; et  plus  grand  que  loooooo.  Et  ea 
effet  ce  nombre  est  Soooooo;  car 

Logarithme  3oooooo=:  L.3  •{-  L.  loooooo. 

Or 

L.3=o,47713i3,  et  L.  ioooooo=ff, 

et  la  somme  de  ces  deux  logarithmes  est  6,4771 3 13. 

aSo.  La  partie  essentielle  dans  un  logarithme  est  donc  la  frac* 
tion  décimale  qui  suit  la  virgule , laquelle  même  une  fois  connus 
sert  pour  plusieurs  nombres.  Pour  prouver  ceci , considérons 
le  logarithme  du  nombre  365  : sa  première  partie  est  a ; 
quant  à l’autre  ou  la  fraction  décimale,  indiquons -la,  pour 
abréger , par  la  lettre  x.  Nous  avons  donc 

L.365=a-f-x. 

Or  en  multipliant  continuellement  par  10 , nous  aurons 

L.365o=3  -f*  3?,  L.365oo=:4‘t'^»  L.365ooo=5  -f-x, 

' et  ainsi  de  suite.  Mais  nous  pouvons  aussi  aller  en  sens  inverse 
et  diviser  continuellement  par  10,  cela  nous  donnera 

L.36,5  = i -t-x;  L.3,65=o-f-x;  L.o,365=— i +x; 
o,o365=t— a+x;  L.o,oo365=— 3-f-x 

et  ainsi  de  suite. 

a5i.  Tous  ces  nombres  donc  qui  proviennent  des  Ggures 
365,  soit  précédées,  soit  suivies  de  zéros,  ont  toujours  la 
même  fraction  décimale  pour  seconde  partie  du  logarithme  et 
toute  la  différence  roule  sur  le  nombre  entier  qui  est  devant  la 
virgule , lequel  peut  même  , comgie  nous  avons  vu , devenir 
négatif  , ce  qui  arrive  quand  le  nombre  proposé  est  plus 
petit  que  1.  Or  comme  les  Calculateurs  ordinaires  ont  da 
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la  pcineà  traiter  les  nombres  négatifs,  on  a coutume,  dans  ces 
cas,  d’augmenter  de  i o les  entiers  du  logarithme , c’est-à-dire 
qu’on  écrit  lo  au  lieu  de  o devant  la  virgide.  De  sorte 
qu’à  la  place  de — i on  a 9;  au  lieu  de  — a on  a 8;  au 
lieu  de  — 3 on  a 7,  etc.  Mais  il  ne  faut  jamais  oublier 
alors  que  la  caractéristique  est  trop  grande  de  dix  unités, 
et  ne  pas  s’imaginer  que  le  nombre  est  de  10 , ou  g 
ou  8 chilTres.  On  sent  bien  que  si  dans  le  cas  dont  nous  par- 
lons, cette  caractéristique  est  plus  petite  que  10,  on  ne  peut 
commencer  à écrire  les  chiffres  du  nombre  qu’après  une 
virgule.  Par  exemple , que  si  la  caractéristique  est  9 , on  doit 
commencer  au  premier  rang  après  une  virgule  ; que  si  elle  est  8, 
il  faut  mettre  encore  un  zéro  à ce  premier  rang,  et  ne 
commencer  à écrire  les  chilTres  qu’au  second  rang.  C’est 
ainsi  que  9,5622929  serait  le  logarithme  de  a, 565 , et  8,6622923 
le  log.  de  o,o365.  Mais  c’est  dans  les  tables  des  sinus  prin- 
cipalement qu’on  fait  usage  de  cette  manière  d’écrire  les  lo- 
garithmes. 

aSa.  On  trouve  dans  les  tables  ordinaires,  les  décimales  des  Io« 
garithmes  poussées  jusqu’à  sept  chiffres  ou  Ggures,  dont  la  dernière 
parconséquent  indique  les  -,-oooo5^  > on  est  sûr  que  l’er- 
reur n’est  jamais  d’une  unité  de  ce  dernier  ordre  et  qu’ainsi 
elle  n’est  d’aucune  importance.  11  y a cependant  des  cal- 
culs où  l’on  a besoin  d’une  {nréci^on  encore  plus  grande; 
on  se  sert  alors  des  grandes  tables  de  f^lacq,  où  les  logarithmes 
se  trouvent  calculés  avec  dix  décimales. 

253.  Comme  la  première  partie,  ou  la  caractéristique  d’un 
logarithme  , ’h’est  sujette  à aucune  difficulté,  on  l’indiqua 
rarement  dans  les  tables  ; on  n’y  exprime  que  la  seconda 
partie,  ouïes  sept  Ggures  de  la  fraction  décimale.  On  a 
des  tables  anglaises  où  Ton  trouve  les  logarithmes  de  tous 
les  nombres  depuis  1 jusqu’à  100000 , et  même  ceux  de 
nombres  plus  grands  , parceque  de  petites  tables  addition- 
nelles indiquent  ce  qu’il  faut  ajouter  aux  logarithmes , à raison 
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des  chiiTres  qne  les  nombres  proposés  ont  de'  pins  qüe  dans 
les  tables.  On  trouve , par  exemple , le  logarithme  de  379466 
facilement , par  le  moyen  de  celui  de  37946  et  des  petites 
tables  dont  nous  parlons. 

264.  Oncomprendraaisémentpar  ceqni  a été  dit,  comment, 
ayant  trouvé  un  logarithme , on  doit  prendre  dans  les  tables 
le  nombre  qui  lui  convient.  Cela  deviendra  encore  plus  clair 
par  un  exemple  : multiplions  les  nombres  343  et  2401.  Puis- 
qu’il faut  ajouter  ensemble  les  logarithmes , on  disposera  le 
calcul  ainsi  qu’il  suit  : 

L.  343  = 2,5352941 
L.  2401  =3,3803922 

= 5,9 1 56863 

le  nombre  cherché  est  donc  8a3543. 

Car  la  somme  est  le  logarithme  du  produit  cherché;  on 
voit  par  sa  caractéristique  5 que  ce  produit  est  composé 
de  six  chiffres  , et  ceux-ci  se  trouvent  par  le  moyen  de 
la  fraction  décimale. 

a55.  Comme  c’est  en  particulier  dans  l’extraction  des 
racines  que  les  logarithmes  rendent  de  grands  services,  don- 
nons aussi  un  exemple  de  la  manière  dont  on  les  applique 
à cette  partie  du  calcul.  Supposez  qu’il  s’agisse  d’extraire 
la  racine  quarrée  de  lo.  Vous  divisez  simplement  par  a 
le  logarithme  de  10,  qui  est  1,0000000  ; le  quotient  0,6000000 
est  le  logarithme  de  la  racine  cherchée.  Or  le  nombre  qui 
dans  les  tables  répond  à ce  logarithme , est  3, 1 6228 , dont 
le  quarré  est  eifectivement  égal  à 10,  à un  cent  millièoie 
près,  dont  il  est  plus  grand. 
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Des  differentes  Méthodes  de  Calcul  pour  les 
Grandeurs  composées  ou  complexes. 


CHAPITRE  PREMIER. 

De  l'Addition  des  Quantités  complexes. 

*56.  Lorsqu’on  a deux  ou  plusieurs  formules  composée* 
de  plusieurs  termes  à ajouter  ensemble , on  ne  fait  souvent 
qu’indiquer  cette  addition  par  des  signes,  en  mettant  chaque 
formule  entre  deux  parenthèses  , et  en  la  liant  avec  les 
autres  par  le  moyen  du  signe  +.  S’il  s’a^t , par  exemple  , 
d’ajouter  ensemble  les  formules 

a 4"  ^ + u et  d -{- 

on  indique  la  somme  en  cette  manière  ; 

(a-j-i  + c)  + (d-f'®  +/)• 

aSy.  On  sent  bien  que  ce  n’est  pas  là  effectuer  l’addition , 
que  ce  n’est  que  l’indiquer.  Mais  on  voit  aussi  que  pour 
la  faire  réellement , on  n’a  qu’à  omettre  les  crochets  ; car 
le  nombre  d -f- ® +/ devant  être  ajouté  à l’autre,  on  sait 
que  cela  se  fait  en  y joignant  d’abord -f-d,  ensuite  <4-0, 
et  ensuite  -i-f',  ce  qui  donne  donc  la  somme 

a.f.b-i-c+d^^e+f. 

4 


Digitized  by  Google 


é L é M E N s 


104 

On  se  conduirait  de  la  même  manière,  si  quelqfues-nns  des 
termes  étaient  affectés  du  signe  — ; il  faudrait  les  joindre  l’un 
à la  suite  de  l’autre,  sous  le  signe  qui  précède  chacun  d’enx. 

fl58.  Afin  ’de  rendre  ceci  plus  clair  , nous  considérerons 
im  exemple  en  nombres  purs  ; nous  nous  proposerons  d’ajouter 
à la  formule  13 — 8 cette  autre  , i5 — 6.  Si  nous  commençons 
donc  par  ajouter  i5,  nous  aurons  la — 8+i5;  or  c’était 
ajouter  trop,  puisqu’il  ne  fallait  ajouter  que  i5 — 6,  et  il 
est  clair  que  c’est  6 que  nous  avons  ajouté  de  trop.  Otons 
donc  ces  6 unités , en  les  écrivant  avec  leur  signe  soustractif  ; v 
nous  aurons  la  somme  véritable. 

12 — 8-f-i5 — 6. 

D’où  l’on  voit  que  ces  sommes  se  trouvent  en  écrivant  tous 
les  termes,  chacun  avec  le  signe  qui  lui  est  propre. 

aSg.  S’il  est  donc  question  d’ajouter  la  formule  d — e — f 
à la  formulée— -6  + c,  on  exprimera  ainsi  la  somme  : 

a — b-\-c-\-d  — e — f, 

en  remarquant  cependant  que  l’ordre  dans  lequel  on  écrit  ces 
termes  est  indifferent.  On  peut  les  changer  de  place  à vo- 
lonté, pourvu  qu’On  conserve  les  signes.  Cette  somme  pourrait, 
par  exemple , s’écrire  ainsi  : 

c — e-\-a—f  -\‘d — b. 

2G0.  On  voit  assez  que  l’addition  ne  souffreancune  difficulté, 
de  quelque  forme  que  soient  les  termes  sur  lesquels  on  opère. 
S’il  fallait  ajouter  ensemble  les  formules 

ae^-t-By  b — 4^-®  ^ ya—-jc, 

on  écrirait 

aa’i^-6  V — 4L-c-j-5i,  fl — 7c, 
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soit  dans  cet  ordre  même , soit  dans  tout  autre,  pourvu  qu’on 
ne  change  pas  les  signet. 

a6i.  Mais  il  arrive  souvent  que  les  sommes  trouvées  de 
cette  manière  peuvent  se  réduire  considérablement  ; ce  qui 
arrive  lorsque  deux  ou  plusieurs  termes  s’entre-détruisent  : 
comme , par  exemple , si  l’on  rencontre  dans  une  même 
somme  les  termes  + a — a ou  3a — 4^-f-a;  ou  si  l’on  peut 
réduire  deux  ou  plusieurs  termes  en  un  seul.  Voici  des  exemples 
de  cette  seconde  réduction  : 

3a  4-aa=5a;  7i— 3i=-f-4i;  ■— 0c-|-  ioc  = -f-4c; 

5a — 8a= — 3a;  — 7^+  — 6ft;  — 3c  — 4^= — 7c; 

aa — 5a-J-a= — aa;  — 3i  — 5i  ai= — 6b. 

On  peut  donc  abréger  ou  contracter  le  résultat,  tontes  les 
Fois  que  deux  ou  plusieurs  termes  sont  entièrement  les 
mêmes  quant  aux  lettres.  Mais  il  ne  faut  pas  confondre  ces  cas 
avec  ceux-ci  aoa<^3a,  ou  ab^  — 6^;  ceux  de  cette  espèce 
ne  souffrent  point  de  réduction. 

aSa.  Considérons  encore  quelques  exemples  de  réduction; 
le  suivant  nous  conduira  d'abord  à ime  vérité  très-utile. 
Supposez  qu’il  faille  ajouter  ensemble  les  formules  a -f-b 
et  a-^b\  notre  règle  donne  a + é-|-a  — 6;  or 

a>f*a  = 3a,  et  b— b =o; 

la  somme  est  donc  aa;  parconséquent  si  l’on  ajoute  ensemble 
la  somme  de  deux  nombres  (a-f-i)  et  leur  différence  (a— 6), 
on  obtient  le  double  du  plus  grand  de  ces  deux  nombres. 

Voici  encore  d’autres  exemples  : 


3a  — ai — c 

a* — aooi  -f-  aaii 

5i  — 6c  -f-  a 

— aab  -j-  aabb— b^ 

4a-|-3i — yc 

a*  — 3oai  -f-  4aii  — • b^. 
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CHAPITRE  II. 

He  la  Soustraction  des  Quantités  complexes, 

sS5.  Si  on  ne  veut  qu’indiquer  la  soustraction , on  enferme 
chaque  formule  entre  deux  crochets,  en  écrivant  sons  le  signe  — 
la  formule  qui  doit  être  soustraite  à la  suite  de  celle  dont 
^il  faut  la  soustraire. 

En  soustrayant , par  exemple , la  formule  d — e -\~f  de 
la  formule  a — à-f-c,  oa  trouve  le  reste 

(a-è  + c)-(d-e+/); 

et  cette  façon  de  l’indiquer  donne  suffisamment  à connaître 
laquelle  des  deux  formules  doit  être  soustraite  de  l’autre. 

2S4.  Mais  quand  on  veut  effectuer  réellement  la  soustrac- 
tion, il  faut  observer  d’abord,  qu’en  soustrayant  d’une  quan- 
tité a une  autre  quantité  positive  -f-  i,  on  obtient  a — b.  En 
second  lieu  , qu’en  soustrayant  de  a une  quantité  négative 
— i,  on  obtient  a ; parce  qu’ôter  à quelqu'un  une  dette 
est  autant  que  lui  donner  quelque  chose. 

a65.  Supposons  maintenant  qu’il  s'agisse  de  soustraire  de 
la  formule  a — c la  formule  b — d,  on  ôtera  d’abord  b ; ce 
qui  donne  a — c — b : or  on  a ôté  la  quantité  d de  trop, 
puisqu’il  ne  fallait  soustraire  que  b — d\  il  faudra  donc  res- 
' tituer  la  valeur  de  d,  et  on  aura 

a — c— i-f-d; 

d’où  il  résulte  qu’il  faut  changer  les  signes  des  termes 
de  la  formule  à soustraire  , et  les  ajouter  sous  ces  signes 
contraires  aux  termes  de  l’autre  formule. 

a66.  Il  est  donc  facile,  d’après  cette  règle,  de  faire 
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la  soustraction , puisqu’on  ne  fait  qu  écrire , telle  qu  elle  est , 
la  formule  de  laquelle  il  faut  soustraire , et  que  1 autre  s y 
joint  sans  autre  changement  que  celui  des  signes,  C est  ainsi 
que , dans  le  premier  exemple , où  il  s’agissait  de  soustraire 
de  a — b+c  la  formule  d — e+f,  on  obtient 

a-b-j-  C-— d+o — f- 

Un  exemple  en  nombres  rendra  cela  encore  plus  clair. 
Si  on  soustrait  la  formule  6 — a-f-4  de  g— S-f-a , on  obtiendra 

g — 3 -f- a— 6 -j- a—4— 

cela  est  évident  ; car 

g — 3-f-a  = 8; 

de  même 

6 — a -J“4=8; 

•r 

8—8  = 0. 

aSy.  La  soustraction  n'étant  donc  sujette  à aucune  dif- 
ficulté, il  ne  reste  qu’à  faire  remarquer  que  si,  dans  le  reste, 
il  se  trouve  deux  ou  plusieurs  termes  tout-à-fait  semblables 
quant  aux  lettres , ce  reste  peut  se  réduire  à une  expression 
plus  abrégée , suivant  les  mêmes  règles  que  nous  avons  don- 
nées pour  les  sommes  dans  l’addition. 

a68.  Qu’on  ait  à soustraire  de  a è,  ou  de  la  somme  de  deux 
quantités , leur  différence  a — b,  on  aura  d’abord  a -f- 6 — a+i» 
or 

a — assoetb  -f-  br=zb; 

le  resté  cherché  est  donc  ab,  c’est-à-dire  le  double  de  la 
plus  petite  des  deux  quantités. 

a6g.  Les  exemples  suivans  tiendront  lieu  d’éclaircisscmens 
ultérieurs  : 
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aa-f~ab  -f-  bb 
bb  -f-ab — aa 

3a — 4^ -h  5g 
ib  -f  4c  — 6a 

reste =3aa. 

reste = ga — 6b-f-c 

a* + 3aoA + 3ai  A -f- 4* 
O* — Zaab-i-Zabb  — b^ 

, reste=6flûA -f- aA*. 


y a 4-21^* 

l/a— 3y/A 
nstt=-\-Zyb 
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CHAPITRE  III. 

Delà  MulùiplicaCion  des  Quantités  complexes^ 

970.  Lorsqu’il  n’e»t  question  que  d’indiquer  simplement 
une  telle  multiplication , on  met  entre  deux  crochets  chacune 
des  formules  qui  doivent  être  multipliées  ensemble , et  on 
les  joint  les  unes  aux  autres,  quelquefois  sans  aucun  signe, 
quelquefois  en  mettant  un  point,  ou  le  signe  X entre  deux. 
Par  exemple,  pour  indiquer  le  produit  des  formules  a — 

9t  d—e+f,  on  écrit 

(a— 6 + c).  (<i— e+/),  ou  (a— i-f  c)  X (d— -e-f-/). 

On  se  sert  beaucoup  de  cette  façon  d’indiquer  les  produits,' 
parcequ’elle  donne  à connaître  sur-le-champ  de  quels  fac- 
teurs ils  sont  composés. 

*71.  Mais  pour  montrer  comment  on  doit  s’y  prendre 
pour  faire  une  multiplication  effective  , nous  remarquerons 
d’abord  que  pour  multiplier  , par  exemple  , une  formule 
comme  a — é -}•  c par  a , on  en  multiplie  chaque  terme  sé- 
parément par  ce  nombre , de  sorte  qu’on  obtient 

aa  — nb-j-ac. 

Or  la  même  chose  a lieu  pour  tous  les  autres  nombres. 
Si  c’était  par  d qu’il  fallût  multiplier  la  même  formule , oa 
obtiendrait 

ad — bd-^cd. 

37a.  Nous  avons  supposé  tout-à-l’heure  que  d était  un 
nombre  positif;  mais  si  c’est  par  un  nombre  négatif  comme 
~e,  que  la  multiplication  doit  se  faire,  il  faut  se  rappeler 
la  règle  que  nous  ayons  donnée  ( n*.  34  ) et  de  laquelle  ‘il 
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résulte  que  deux  signes  contraires  multipliés  l'un  par  l’autre 
font  — , etque  lesdeux  mêmes  signes  donnent  ~f-.  On  aura  donc  : 

— ae-f-ie — ce. 

273.  Pour  faire  voir  à présent  comment  une  formule , 
comme  ^ , quelle  soit  simple  ou  complexe  , doit  être  mul- 
tipliée par  une  formule  complexe  d — e;  nous  considérerons 
d’abord  un  exemple  en  nombres  ordinaires  , en  supposant 
que  .d  diove  être  multiplié  par  7 — 3.  Or  il  est  évident  que 
c’est  ici  le  quadruple  de  ^ qu’on  demande  ; car  si  l’on  prend 
d’abord  ^ septfois , il  faudra  soustraire  ensuite  ^ pris  trois  fois. 

En  général  donc  s’il  s’agit  de  multiplier  par  d — e , on  mul- 
tipliera la  formule  .d  d'abord  par  d et  ensuite  par  e,  et  on 
soustraira  ce  dernier  produit  du  premier  ; d’où  résulte  dA  — eA. 

Supposons  maintenant 

A=:a^b,  ' ' ' 

et  qu’on  ait  cette  quantité-ci  à multiplier  par  d—e\  nous 
aurons 

dA  = ad — bd 
eA  =ae  — be 

donc  le  produit  cherché  =od — bd — ae~\~be. 

274.  Puisque  nous  connaissons  le  produit  (a — b).(_d — e)  , 
et  que  nous  n’avons  pas  lieu  de  douter  de  son  exactitude , nous 
nous  remettrons  le  même  exemple  de  multiplication  sous  les 
yeux , sous  la  forme  que  voici  : 

a — b 
d — e 

ad — bd — ae-i^be. 

n nous  fait  voir  qn’il  faut  multiplier  chaque  ternie  de  la 
formule  supérieure  par  chaque  terme  de  la  formule  inférieure  * 
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d’algèbre. 

*t  que , pour  ce  qui  regarde  les  signes , il  faut  observer  stric- 
tement la  règle  donnée  plus  haut;  règle  qui  se  conürmerait 
par  là  entièrement,  si  elle  avait  pu  être  tant  soit  peu  révo- 
quée en  doute. 

375.  n sera  facile,  d’après  cette  rèÿe , de  calculer  l’exemple 
suivant,  qui  est  de  multiplier  a -{-b  par  a — 6 : 

c-f-i 
a — b 


aa+ab 
— ab  — bb 


le  produit  sera  —aa—bb. 

376.  On  sait  qu’on  peut  substituer  pour  c et  6 des  nombres 
déterminés  à volonté  ; ainsi  l'exemple  que  nous  venons  de 
donner  , renferme  le  principe  que  voici  : le  produit  de 
la  somme  de  deux  nombres  multipliée  par  leur  différence 
est  égal  à la  différence  des  quarrés  de  ces  nombres.  On  peut 
exprimer  cette  vérité  en  cette  manière  : 

(a  + i)  X (a — b)=aa — bb. 

Et  on  en  conclut  cette  autre  vérité  ; que  la  différence  entre 
les  quarrés  des  deux  nombres  est  toujours  un  produit , divisible 
tant  par  la  somme  que  par  la  différence  des  racines  de  ces 
deux  quarrés  ; et  que  parconséquent  la  différence  de  deux 
quarrés  ne  peut  jamais  être  un  nombre  premier. 

377.  Calculons  encore  quelques  autres  exemples  : 


1®....  3a — 3 
sa-f-3 


4oa— 3a 
• -f-4û— S 


prod.=4flû"l-  a — 6 


3®...  40a  — 6a -f-  9 
sa  3 


8a* — isaa  -f  18a 

+ ISO® — i8a  -f-37 


prod..=8c*  H-  37 
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5*..,.3oa—  aab — bb 
aa  — 4^ 

6a*' — 4^ab  — aabb 

— 1 aaai  -f-  8abb  -f-  4&* 

Prod.=:  6a* — iSaab  -f-6abb  +4^*. 


4*. . . . aa-f-  aab  -f* 

aa  — aab  -f-  abb 

fl4  sa^S  aaabb 
•—  ac^b  — ^aabb  — 

•4*  aaabb  4-  4ai*  4*4^* 

/|*rod.=  a+4-  4^^' 


5*..aaa — 3ai  — 4^b 
3aa — aab  4* 

6a‘*  — ga^b  — i aaabb 

— 4®^i  4"  ^oobb  4-  8ai* 

4-  aaabb  — 3ai* — ^b* 

Prod.=  6o^ — i3c^b  — ^aabb-\-3ab^ — 4^- 


• 6*..aa-j-bb  -}-cc  — ab — ac — bc 

a b 4”  c 


' a^-^abb-f-acc — aab—aac — abc 

—abb — acc-^aab  -\-aac—abc  4-  6*  4-  bcc—bbc 

— abc  — bcc-\-bbc-\-c^ 

Prod.  = a* — 3abc  4-  i*4" 


Lorsqu’on  a plus  de  deux  formules  à multiplier  ensemble , 
on  comprendra  sans  doute  qu’après  en  avoir  multiplié  deux 
l'une  pu_  l'autre , il  faut  ensuite  multiplier  ce  produit  par 

une 


Digitized  by  Goosii 


z>  ’ A L e è B R s.  , l3 

«ne  de  celles  qui  restent,  et  ainsi  de  suite  ; et  qu’il  est  indiffé- 
rent dans  quel  ordre  se  succéderont  ces  multiplications.  Qu’on 
se  propose , par  exemple,  de  trouver  la  valeur  du  produit  sui- 
vant composé  de  quatre  facteurs  : 


(a-f-é)(aa-f.o6-f.W)(di— -i)  {aa—ab  + 
on  multipliera  d’abord  l’un  par  l’autre  les  deux  premiers  fac- 


leurs 

aa  ab  bb 

a -f-  b 

aab  -f-  abb 

Prod.  = 

-f-  aab  -f-  abb  -f-  6® 
c®  +aaai-f-aa66+6®  . . 

('•) 

Ensuite  on  multipliera  le  3®  par  4* 


aa — ab  -f-  bb 
a — b 

c?  — aab  -f-  abb 
— €uib  -|-  abb  — b^ 

Prod.  = a* — naab~\-aabb  — 6^  . . , ^ 

Reste  donc  à multiplier  i*  par  a® 

a^-f-aooô-f-aaii  -f-  b^ 
a’  — aaab-}-aabb  — è* 

a®  + aa^b  -f-  aa^bb  -f-  a^b^  ' 

— aa^b  — ^a^bb  — aaab^ 

+ aa^bb  -j-  4a^  b^  -f~  -f-  aab^ 

— a^b^ — aoafrt — aaô® — 66 

Prod.tot.=fi® — 6*. 

379.  Reprenons  le  même  exemple  ,-  mais  changeons  l’ordre 

H 
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des  multiplications  : en  multipliant  d’abord  le  premier  fâSK 

teur  par  le  troisième , puis  le  second  par  le  quatrième. 

. O -j-  b 

a-\-b 

aa-\-ab 
^ab  — bb 

Prod.=aa — bb  . . . . 7 . . . (i*) 

aa-^ab 

aa  — ab  bb 

-j-  a^b  -f-  aabb 
— a^b  — aabb  — air* 

-f-  aabb  + aP  -f-  b* 

Prod.:z:  a* -f-aabb -f-  b* 7 ..  (a*) 

Et  enfin  (i°)  par  (a») 

a*  -f-  oabb  + b* 
aa — bb 

c®  + ^l>l>  ~h 

— a^bb  — aab* — 5* 

Prod.  tôt.  = a®  — i®, 

le  même  que  ci-dessus. 

a8o.  Nous  ferons  ce  calcul  encore  dans  un  autre  ordre , 
en  multipliant  d’abord  le  premier  facteur  par  le  quatrième, 
«t  ensuite  le  deuxième  par  le  troisième 

aa — ab  -)-bb 
a -f-  6 

O®  aab-i-abb 
-l-aab  -abb-\-b^ 

Prod.  = a® -1-6^ (i«) 
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aa-{-ab  -\-bb 
a— b . . 


-f-  aab  -f-  abb 
— aab  — abb  — i* 

Prod.  = — b^ (®*) 

H reste  à multiplier  (i®)  par  (2°). 

c»  + i» 

_o3^_J6 

Prod.  tôt.  — û‘  — i®  ' 

le  même  que  ci-dessus. 

s8i.  Il  est  à propos  d’éclaircir  cet  exemple  par  une  appli- 
cation numérique.  Faisons 


nous  aurons 
et 

de  plus. 
Donc 


a=3  et£  = 2, 
a + b=5 
a— i=i; 

oa  = ^ , ai  =6 , bb  4» 


aa-f-ab -f- bb=  ig  etaa — ab -\-bb-=.'j^ 

Donc  on  demande  le  produit  de  5.igvi.7j  qui  est  665. 
Or 

a®=729  et  i®=64, 
parconséquent  le  produit  cherché 


O® — A®  = 665, 


comme  nous  venons  de  le  dire. 
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CHAPITRE  IV. 


De  la  Division  des  Quantités  complexes. 


a8a.  C^üAND  on  ne  veut  qu’indiquer  la  division,  on  le  fait 
ou  en  écrivant  le  diviseur  sout  le  dividende,  et  les  séparant 
par  un  trait;  ou  bien  en  comprenant  et  le  dividende  et  le 
diviseur  entre  deux  crochets  qu’on  sépare  par  deux  points  (*). 
S’il  est  question , par  exemple,  de  diviser  a + b par  c-f-d,  on 

indique  ainsi  le  quotient  suivant  la  première  manière  ; 

et  de  cette  façon , (a-f-J):  (c+rf),  suivant  la  seconde.  L’une 
et  l’autre  expression  se  prononcent  a b divisé  par  c-\~d. 

a83.  S'il  s’agit  de  diviser  une  formule  composée  par  une  for- 
mule simple,  on  divise  chaque  terme  séparément.  Par  exemple  , 

Ga  — 8i  + 4c  , „ . 

^ — =3a— 4®  + “cî 

(aa  — soi)  , 

=g—T.30-,  ' 

a ’ 

=«.- .«i +3JJ  ; 

aa  1 T > 

(qoatc  — I -I- 1 Saicc)  _ ‘ ,,  , , 

r-=3a-4i+5c, 

etc.  , . 


(*)  Cette  deinière  notation  est  actuellement  peu  usitée,  si  ce  n’est  en 
exposant. 
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284-  S’il  arrive  qu’un  des  termes  du  dividende  ne  soit  pal 
divisible  par  le  diviseur,  on  indique  le  quotient  par  une  frac> 
tion  , comme  dans  la  division  de  a ^ o > qui  donne 

b ^ . 

1 H — .De  meme 
a 


* (ac— flJ  + ii) ^ b ^ 


hb 

a ' ad 


Par  la  même  raison,  si  l’on  divise  aa-^b  par  a,  on  ob- 

b , . . 

tient  a -j — ; et  on  peut  remarquer  a cette  occasion  qu  on 

^ , b ' 1 . ' 

pourrait  écrire  - 6 au  lieu  de  — , parceque  - fois  b est  autant 
d â 2 

que  Pareillement  g est  autant  que  g ^ ^ autant  que 

g b , etc. 

a85.  Mais  quand  le  diviseur  est  lui -même  une  quantité 
complexe  , la  division  offre  plus  de  diillcultés.  Souvent  elle  a 
lieu  lorsqu’on  s’en  doute  le  moins  ; mais  lorsqu’elle  ne  peut  se 
faire  , il  failf” se  contenter  d’indiquer  le  quotient  par  une  frac- 
tion , de  la  manière  que  nous  avons  dit.  Nous  commencerons 
par  considérer  quelques  cas  où  la  division  réussit. 

286.  Supposons  qu’il  s’agisse  de  diviser  le  dividende  ac  — bc 
parle  diviseura— i , il  faut  donc  que  le  quotient  soit  tel  qu’étant 
multiplié  par  le  diviseur  a — b , on  obtienne  le  dividende  ac — bc. 
Or  on  voit  aisément  que  ce  quotient  do4  renfermer  un  c , puis- 
que sans  cela  on  ne  pourrait  obtenir  oc.  Afin  de  voir  si  c est  le 
quotient  entier , on  n’a  qu’à  le  multiplier  par  le  diviseur , et 
voir  si  cette  multiplication  produit  le  di^idende  en  entier , ou  Si 
elle  n’en  donne  qu’une  partie.  Dans  notre  cas  , si  nous  multi- 
plions a — b par  c , nous  avons  ac  — bc  qui  est  en  effet  le  di- 
vidende même  ; de  sorte  que  c est  le  quotient  complet.  Il  n’est 
pas  moins  clair  que 

aa  -j-  ab  Zaa  —aab  Saa  — aab  _ 

' ^ j — a , — , — ,a  f ' rtr  — oa  , etc. 

a-\-  b oa  — sb  zu  — 36 

3 


V 
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287.  On  ne  peut  manquer  de  cette  manière  de  trouver  un* 
partie  du  quotient  ; si  donc  ce  qu’on  a multiplié  par  le  di- 
viseur et  soustrait , n’épuise  pas  encore  le  dividende  , on  n’a 
qu’à  diviser  le  reste  par  le  diviseur  , pour  obtenir  une  seconde 
partie  du  quotient  ; et  l’on  continuera  de  la  même  manière 
jusqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  le  quotient  en  entier. 

Divisons , aEn  de  donner  un  exemple , oa  -f*  Zab  -f  abb  par 
c -f-  i ; il  est  clair , en  premier  lieu  , que  le  quotient  contien- 
dra le  terme  a , puisque  , si  cela  n’était  pas , oa  n’obtiendrait 
point  aa.  Or  en  multipliant  le  diviseur  a~j-b  par  a , il  vient 
CO  -f-  ai  ; et  soustrayant  ce  produit  du  dividende , on  a pour 
reste  aab  -f-  abb.  Ce  reste  doit  être  divisé  par  o i , et  il  est 
visible  que  le  quotient  de  cette  division  doit  contenir  le  terme  ab. 
Or  26  multiplié  par  a-\-b  fait  exactement  aab  -j-  abb  ; par- 
conséquent  a-^ab  est  ce  quotient  cherché  , puisque  multiplié 
par  le  diviseur  o i , le  produit  est  le  dividende  aa  -f-  Zab  -j-abi. 

Voici  toute  l’opération  : 

aa  -f-  Zab  + abb  f a b 
CO  -1-  oA  \ quot.  = O xA 

+ aab  -f-  abb 
-j-  aab  -f-  abb 

‘ Reste  =0. 


n88.  On  facilite  cette  opération  en  écrivant  pour  premier 
terme  du  dividende  et  du  diviseur , celui  qui  renferme  la  plus 
haute  puissance  d’une  même  lettre , prise  d’ailleurs  à volonté  : 
c’est  ce  qu’on  appelle  ordonner.  Ce  terme  était  a dans  l’exemple 
précédent.  Les  exemples  suivans  rendront  la  chose  encore  plus 
claire  : 
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t?  — Zaab  Zabb  — i’  f g — b 

— aab  Iquot.  — oa  — aab-{-bb 

— üaab  + 3abb 

— aaab  -f-  aabb  _ 

-j-  abb  — A’ 

-l~  abb  — A* 

Reste  = O. 

aa  — bb  ( a -\r  b 
aa  -i-  ab  X quot.  — a — A 

— ab  — AA 
, — ab  — bb 

Reste  = O 

i8aa  — 8AA  j » 3a  — 2 A 
. i8aa — izab  Iquot. =6a4-4^ 

-f-  1 2oA  — 8AA 
+ 1 2flA  — 8AA 


Reste  = Q. 


+ A^  f a b 

a*  -f-  aab  ( quot.  — aa  — ab  bb 

— aab  + A* 

— aab  — abb  ■ 

■ <4-  abb  -f-  A* 
abb  + A* 

Reste  = O.  ‘ 

4 
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Sa’  — ■ è*  f aa  — b r— i-r 

Sa’  — ^ab  t quot.  = 4®*  ~h 

4-  4ûai  ■“  b^ 

-f-  j^aab  — Jiabb 

-f-  zabb  — i’ 

' + zabb  — A’  ^ 

Reste  = O. 

c+—  4a’A  4-  60*^“  — 4ai’  + M ( a*-~zab  4-fe* 
a* — aa’A  -|-  a“A“  1 quot.  =«*— aoA  -f- 


— aa’A  -f"  5a“A*  — 4^b^ 

— aa’A  4"  4^’‘b^  — aaA’ 


4-  a^fr*  — aai’  4"  ^ 
4“  ~~  aai’  4" 

Reste  = 0. 

fli  4 4a*A’  416^ 
o4  — 2 a’ A 4 4““^'’ 

f a*  — aaA  4 4^ 

1 quot.  =a“42®^  4"4^* 
4 8®*" 

4 2o’A  4 

4 2 a’  A — 4®*^* 

4 4a*A‘ 

4 4a'‘A* 
Reste  = 0. 

— SoA’  4 tSA^ 

— SaA’  4 *8A* 

a^  4 4^^  ' f 
fl4  — 2o’A  4 aa*^“  t 

a“  — zab  4 ûA* 

quot.  = a“  4 ^®A  4 

-f-  aa’A  — aa“A*  4"  4^ 
4-  aa’A  — 4®“^*  4*  4®^* 


4-  aa*A*  — 4°^*  + 4^^ 
4.  2a“i*  — 4^*^  "t"  4^ 

Reste  =0. 
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I— 5i+iox* — iox*+5x<— X*  f i—ax  + xx 

1— 3x-f-  l quot.  = 1 — 3x  4-  3x*— X». 

— 3x+  gx* — lox* 

—3x+  6x*—  3x*  ; . : 

+ 3x* — 7x“+5x< 

+ 3x*^  6x3+3x4  r . ‘ ■i. 

— x*+ax< — X® 

X^+flX* — 3^  ■' 

Reste  =r  O. 


X 
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CHAPITRE  V. 


De  la  résolution  des  Fractions  en  suites  infinies. 


989.  C^tiAND  le  dividende  n’est  pas  divisible  parle  diviseur,  la 
quotient  s’exprime , comme  nous  l’avons  dit , par  une  fraction. 

C’est  ainsi  que  Si  l’on  doit  diviser  1 par  i a , on  a la 

fraction  — . Cela  n’empêche  cependant  pas  qu’on  ne  puisse 

entreprendre  la  division  suivant  les  règles  que  nous  avons  don- 
nées , et  qu’on  ne  puisse  la  continuer  aussi  loin  qu’on  veut. 
On  lie  laissera  pas  de  trouver  le  vrai  quotient , quoique  sou» 
des  formes  différentes.  - - - 

390.  Pour  le  prouver , divisons  réellement  le  dividende  1 par 
le  diviseor  1 — a,  et  nous  trouverons 


mais 


a*  . . a*  a*  t ■ 

=e*-| ; =a*-H-- — -, 

1— fl  1— a 1—^  1— -a 


etc. 


et  ainsi  de  suite. 

391.  Nous  voyons  par  là  que  la  fraction  ^ ^ peut  se 

mettre  sous  toutes  les  formes  qui  suivent  : 
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<!».)  1 + 


B’  A L 6 é B R E. 
a 


'ia5 


(a«.)  1 + a 4- 


oa 


I — a 


(3*.)  1 + a 4 aa  -f- 


1 — a 


1 4*  ^ 4 4 4* 


a*  ii-‘ 


1— a 


(5®.)  i4o4oo4û^4«^H J ®tc.' 


1 — a 


Or  en  considérant^  la  première  de  ces  formules , qui  est 


» 4 ^ > ®t  en  faisant  attention  que  i est  autant  que 


1 — a 

I — a 


, nous  avons’) 


a J — a a 

i = f- 

1— a • ;i — a-  ■ 


1 — a4o  ■ > 


1—0 


l"”fl 


“ Si  on  'suit  le  même  procédé  pour  la  seconde  formule 
i4  a 4 ' c’est-à-dire  que  l’on  réduise  la  paiiie  des 

. A J/  ■ 1 — 

'entiers  i 4 ® meme  dénominateur  i — o , on  aura 


1 — a 


, ’ . . aa  i—aa+aa  , , 

a quoi  ajoutant  4 > vient  — — - , c est-a-dire 


1— n 


Dans  la  troisième  formule  i 4 <^4<^^4  ~ entiers , 

1 — . • 
.réduits  au  dénominateur  i — a,  font  - — ^ ; et  si  on  jr  ajoute 


I 
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0“^  I 

la  fraction , on  a ; donc  toutes  ces  formules  sont 

1 — a 1 — a 

en  effet  égales  en  valeur  à la  fraction  proposée  — - — . 

aga.  Cela  posé  , on  pourra  aller  plus  loin  et  aussi  loin  qu’on 
voudra,  sans  avoir  besoin  de  calculer  davantage.  On  aura  donc 


=:  1 + c+aa-f  + + 

on  bien  on  pourrait  continuer  encore  , et  même  sans  jamais 
finir.  C’est  pourquoi  l’on  peut  dire  que  la  fraction  propo- 
sée a été  résolue  en  une  suite  infinie  , laquelle  est  , 

i-4-a-f-  oa-f"  O*-}-  ‘+o'*+  etc.' 

à l’infini.  Et  on  est  très-fondé  à soutenir  que  la  valeur  de  cette 

série  infinie  est  la  même  que  celle  de  la  fraction  — . 

* 1 — a 


sÿ3.  Ce  que  nous  venons  de  dire  peut,  au  premier  abord , 
paraître  étonnant  ; mais  la  considération  de  quelques  cas  par- 
ticuliers le  fera  comprendre  aisément. 

Supposons  premièrement  a=i  ; notre  suite  deviendra 
i + i-f-i+i  + i-J-i-|-i  +«tc.  jusqu’à  l’infini.  La  fraction 

, à laquelle  elle  doit  être  égale  ,, devient  or  -nous 

avons  remarqué  plus  haut  que  | est  un  nombre  infiniment 
grand  ; cela  se  confirme  donc  ici  d’une  manière  élégante . 


Mais  si  l’on  suppose  o = a , notre  suite  de'vient  = i a -f-  4 
■+84-i6-|-33-j-64  etc.  à l’infini , et  sa  valeur  doit  être 


1 

1 — a 


c’est-à-dire , = 


1 ; ce  qui  , au  premier  coup 

d'ceil,  semblera  absurde.  Mais  il  faut  remarquer  que  si  l’on 
veut  s’arrêter  à quelque  terme  de  la  série  susdite,  on  ne  doit 
le  faire  qu’en  joignant  la  fraction  qui  reste.  Supposons  , par 
exemple , que  nous  voulions  nous  an'êter  à S4 , il  faudra , après 
avoir  écrit  1 + joindre  la  fraction 


- / 
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128  ia8  . 

on  — , ou  — ia8  ; on  aura  donc  127—  ia8 , c’est-à- 
dire  en  effet  — 1 . 

Que  si  l’on  continuait  sans  cesse  la  suite  , il  ne  serait  plus  à‘ 
la  vérité,  question  de  la  fraction  , mais  aussi  on  ne  s’arrêterait 
jamais. 

294.  Voilà  donc  des  considérations  nécessaires  , quand  on 
prend  pour  a des  nombres  plus  grands  que  l’unité.  Mais  si 
l’on  suppose  a plus  petit  que  1 , tout  devient  plus  facile  à- 
concevoir. 

Soit , par  exemple  , 


ce  qui  sera  égal  à la  série  suivante  : 

* + î’’+’4  + î + Tî  + jTH-«H  + rh  + etc. 

à l’infini.  Or  si  l’on  prend  deux  termes  seulement  de  cette  suite 
on  a 1 •+- 1 , et  il  s’en  faut  de  1 qu’elle  ne  soit  égale  à 


i 


Si  on  prend  trois  termes , il  s’en  faut  encore  de  | ; car  la 
somme  est  1 + Si  l’on  prend  quatre  termes,  on  a 1 -f- et  il 
ne  manque  plus  que  On  voit  donc  que  plus  on  prend  de 
termes,  et  plus  la  différence  devient  petite,  et  que,  par- 
conséquent  , si  on  continue  à l’infini , il  n’y  aura  plus  de 

différence  entre  la  somme  et  la  valeur  a de  la  fraction  * 

1— a' 


Digilized  by  Google 


(lumens 


laS 

ai)5.  Soit 

notre  fraction  — — sera 

i—a  , 


à qnoi  sc  réduit  parconséquent  la  suite 

1 +T  + V + ^ + *T  + î4T  +etc. 

jnsqu’à  rinüni. 


Quand  on  prend  deux  termes  on  a i + j-,  et  il  manque 
Trois  termes  donnent  i | , et  il  manquera  encore  Prenez 
quatre  termes  , vous  aurez  i ^ , et  la  différence  est  Puis 
donc  que  l’erreur  devient  toujours  trois  fois  moindre , il  faut 
bien  qu’à  la  fin  elle  s’évanouisse. 

296.  Supposons 

O = J ; 

nous  aurons 


et  la  suite 


)usqu’à  l’inEni. 

Prenant  d’abord  1 | , l’erreur  est  1 Prenant  trois  termes  , 
qui  font  2 -i , l’erreur  est  de  |.  Prenant  quatre  termes , on  a a , 
et  l’erreur  est  encore  de  jy. 


297.  Si 
la  fraction  est 


et  la  smte  devient 
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Les  denx  premiers  termes  faisant  i + ç , produiront  d’eiTeur  - 
et  prenant  un  terme  de  plus , on  a i ^ , c’est-à-dire  seulel 
ment  d’erreur. 

ag8.  On  pourra  de  la  même  manière  résoudre  en  série  infinie 
la  fraction  , en  divisant  réellement  le  numérateur  i par 
le  dénominateur  i-j-a,  comme  il  suit: 

t f i-f-g 

i-f-n  t quot.  =ï  — etc. 


-J-û* 

— O* 

-j-O* 

—a®,  etc.’ 


d’où  il  suit  que  la  fraction 


1 +a 


est  égale  à la  suite 


1 — a-f-oa  — a’-j-a*  — a®4-a«  — etc. 

sgg.Si  l’on  pose  ' 

a = 1 

•n  a cette  comparaison  remarquable  ; 

J J = — i-f-i  — i-f-t  — t-f*  etc.’ 

àlmfim.  On  y trouvera  quelque  chose  de  contradictoire;  car  ci 
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s’arrête  à — i , la  série  donne  o ; et  si  on  Hnit  par  -f-  i , elle 
donne  i . Mais  c'est  là  précisément  ce  qui  tranche  le  nœud  ; ^ 

car  puisqu’on  doit  continuer  jusqn'à  l’in£ni  sans  s’arrêter  jamais 
ni  à — 1 , ni  à ■+■  1 , il  est  clair  que  la  somme  ne  peut  être 
ni  O ni  i , et  qu’il  faut  que  ce  résultat  final  tienne  un  milieu 
entre  ces  deux  , et  qu’il  soit 

3oo.  Faisons  à présent 

a = i, 

notre  fraction  sera 


laquelle  doit  donc  exprimer  la  valeur  de  la  série 

ï — T + x — î + r« — etc. 

à l’infini.  Si  l’on  ne  prend  de  cette  série  que  les  deux  premiers 
termes,  on  a ^ , ce  qui  est  trop  peu  de  Si  l’on  prend  trois 
termes,  on  a ^ , ce  qui  est  trop  de  Si  l’on  prend  quatre 
termes , on  a J , ce  qui  est  trop  peu  de  , etc. 

3oi.  Supposons  encore 
notre  fraction  sera 


et  c’est  à quoi  doit  se  réduire  la  série 

1 — }■■+■?  — rf  + tV  — ÏM+7T3  + etc. 

à l’infini.  Or  en  considérant  seulement  deux  termes , on  a y , 
c’est  trop  peu  de  Trois  termes  font  j , c’est  trop  de  ff  . 
Quatre  termes  font  ~ , c’est  trop  peu  de  -~r  j et  ainsi  de  suite. 

3o2.  La  fraction  — - — peut  se  résoudre  encore  d’un* 
1 -j-a 

antre  manière  en  divisant  i par  a-j-  i , 
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* a f a aa~^  o'  ^ a* 


+ ^ + û' 


H-  --  + -t 


-5,  etc, 

Parconséquent  notre  fraction  ^ est  égale  à la  suite  infinie 

}«•— J — ^ + "H  ®t®* 

a aa  ar  a'*  a*  a* 

Qu’on  fasse  a = 1 , on  aura  la  série 

1 — l + i — i4-i  — 1+  etc.  i 

comme  ci-dessus.  Et  si  l’on  suppose  a=a , on  aura  la  séritf 

» ^ r » lï^ji  1' 

3o3.  C’est  d’une  manière  semblable  qu’on  pourra  résoudre 
généralement  en  une  süito  infinie  la  fraction  ^ : on  aura 
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' a + & 


c r a + o 

hr  / c~  bc  bbc  b'c 

c + ||quot.=---+^-^.+etc 


bc 

a 

bc 


bbc 

aa 


bbc 
"*  aa 

bbc  , b^c 

Pc 

P 

Pc 

P 


Pc 

~p 


+ Ü£- 


d'où  l’on  voit  qu’on  peut  comparer 

£ ^ ^ — + etc.  jusqu’à  l’inEni. 

a aa'  P 

Supposons 


avec  la  séria 


z=a,  b — 4> 


nous  aurons 


= 5 = 3+G— 12  + etc, 

a+l  4+3  6 a a 


Supposons 
nous  avons 


0=10,6=1  etc — 


= 11 


1 1 


« + 6 10  + ) 


Il  11  ^11 


1 1 


lO  lOO  ' lOOO  lOOCO 


j-  etc. 
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Si  l’on  ne  considère  qu’un  seul  terme  de  cette  suite,  on 
a ce  qu.  est  trop  de  i,-  si  on  prend  deux  termes,  on 

a cesttroppeu  de  si  on  prend  trois  termes  ona 

c est  trop  de  etc.  ' ' 

3o4.  Quand  il  y a plus  de  deux  termes  dans  le  diviseur,  on 
peut  egalement  contmuer  la  division  jusqu’à  l’infini . de  la 
meme  manière. 


C’est  ainsi  que  si  on  proposait  la  fraction  - 


1 _ 

infime  à laquelle  elle  est  égale,  se  trouverait  comme  il  suit; 
I / i — a-fraa 

1—0  + aa  I i^uot.  = i +a  — o*_  04 +■^4- «7  etc. 

+ o — aa 
+ O — aa-j-c^ 

-O® 

— o®+a< — qS 

— o^  + a® 

— o^  + û® — a® 


Nous  avons  donc  l’équation 


+ o® 

+ fl°  — gr  + a» 

+ g7_a8 
+ o^  — g*  + a9 
— of. 


1 

1 — O + gg  = ^ “ O®  — g^  + gS  + a^  — g» — a'"+etc. 

sans  fin.  Si  nous  faisons  ici  o = i , nous  avons 

*==*  + '-*-* +‘  + >-1-1 +1+1  + etc. 
laquelle  série  contient  deux  fois  la  série  trouvée  plus  haut. 
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1=1+1-1+1+  etc.  Or  comme  nous  avons  trouvé  cellé-cï 
=1,  il  n’est  pas  étonnant  que  nous  trouvions*  ou  i pour 
valeur  de  celle  que  nous  venons  do  déterminer. 

Qu’on  fasse 
on  aura  l’équation 

4 = j = t+l — T““r»  + «î  + rh  — în+ 

ï 


Qu’on  suppose 
on  aura  l’équation 


i = I = 1 + 1 -f.  + * + etc. 


Si  on  prend  les  quatre  premiers  termes  de  cette  Siâte,  oa 
a ^ , qui  n’est  que  de  moins  que  7. 

Supposons  encore 

°=T> 

nous  aurons 

i=î=i+i_i-J|+7-^^  + etc. 

11  faut  donc  que  cette  suite  soit  égale  à la  précédente  ;■  et 
soustrayant  l’une  de  l’autre  , il  faut  que 

o = 7-i^-^+^+  etc. 

3o5.  La  méthode  que  nous  avons  exposée  sert  à résoudre 
généralement  toutes  les  fractions  en  suites  infinies , et  par  là 
elle  est  souvent  de  la  plus  grande  utilité.  De  plus , il  est  très- 
remarquable  d’ailleurs  qu’une  série  infinie  , quoiqu’elle  ne 
cesse  jamais  , puisse  avoir  une  valeur  déterminée.  Aussi  a-t-on 
tiré  de  ce  fond  les  inventions  les  plus  importantes  , et  cette 
matière  mérite  qu’on  l’étudie  avec  toute  l’attention  possible. 
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CHAPITRE  VI. 

Lies  quarrés  des  quantités  complexes: 

5oG.  C^üAND  il  s’agit  de  trouver  le  quarré  d’une  grandeur 
complexe  , on  n’a  qu’à  la  multiplier  par  elle-même  , le  pro- 
duit sera  le  quarré  qu’on  cherche. 

Par  exemple , le  quarré  de  o + 6 se  trouve  de  la  manière 
•mvante  : 

o + ô 

a + è 

• aa-\-  a b 

-\-ab  bb 

aa^^zab+bb. 

< 

S07.  Ainsi  quand  la  racine  consiste  en  deux  termes  ajoutés 
ensemble,  comme  a-j-6  , le  quarré  renferme,  i“.  les  quarrés 
de  l’un  et  de  l’autre  terme , savoir  aa  et  bb  ; a°.  le  double 
du  produit  des  deux,  savoir  zab.  De  sorte  que  la  somma 
aa  -j-  zab  -f-  bb  est  le  quarré  de  a -(-  6.  Posons , par  exemple , 

c=  10  et  i = 3, 

c’est-à-dire  qu’il  soit  question  de  trouver  le  quarré  de  i5, 
dn  aura  loo 60 -J- 9 ou  i6g.  ' 

3o8.  On  trouvera  facilement , parle  secours  de  cette  for- 
mule , les  quarrés  d’assez  grands  nombres  , en  les  partageant 
en  deux  parties.  Pour  trouver,  par  exemple , le  quarré  de  5?, 

OQ  considérera  que  ^ ^ 
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57  = 50  + 7-, 

d'où  l’on  conclut  que  son  quarré  est 

= 3500  + 7.100  +49  = 3s49- 

3oÿ.  On  voit  aussi  par  là  que  le  quarré  de  a + 1 sera 
<ia+3a+  1 :'or  puisque  le  quarré  de  a est  aa,  on  trouve 
donc  le  quarré  de  a + i en  ajoutant  à celui-là  sa  + 1 ; et  il 
faut  remarquer  que  cette  quantité  sa  + 1 est  la  somme  de» 
deux  racines  a et  a + 1 . 

Ainsi  comme  le  quarré  de  10  est  100,  celui  de  11  sera 
100  + 31.  Le  quarré  de  57  étant  3s49,  celui  de  58  est 

3s49  + 115  = 3364. 

Le  quarré  de 

5g—  3364+  117  = 3481  ; 

le  quarré  de 

60  = 3481  + 119  = 3600,  etc. 

3io.  Le  quarré  d’une  quantité  complexe,  comme  a + 
s’indique  de  cette  façon  : (a  + é)“.  On  a donc 

(a  + i)*=aa+3ci  + W, 

d’où  l’on  déduit 

(a  + i)*=aa  + sa+i  ; (a  + s)*=aa+4a+4'. 
(a+3)“=aa  + 6a  + 9;  (a+4)*=aa  + 8a+i6,  etc. 

5i  1.  Si  la  racine  est  a — b,  le  quarré  en  est  aa — aab-\-bb^ 
qui  renferme  parconséquent  aussi  le  quarré  des  deux  termes  , 
mais  dont  il  faut  ôter  le  double  du  produit  de  ces  deux  terme». 

Prenons,  par  exemple, 

a=  10  et  è = 1 , 


D: 


^ -île 
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le  quarré  de  g se  trouvera 

= ico  — 2o-f-i*=8r. 

5ia.  Puisque  nous  avons 

(a — by  — aa  — 2ab-{-bb, 

(a — 1 )*  = aa’ — sa-j-i. 


nous  aurons 


Le  quarré  de  a — i se  trouve  donc  en  soustrayant  de  aa  la 
somme  des  deux  racines  a et  a — i , savoir,  a a — i.  Soit 
par  exemple , a =:  5o  , on  a 


donc 


CO  = aSoo  et  c — i = 4s  i 
4g“=a5oo  — 99  = 2401 . 


3i3.  Ce  que  nous  avons  dit  s’étend  encore  aux  fraction'. 
Car  si  l’on  prend  pour  racine  f + , , ce  qui  fait  i , le  quarré 
sera  : 

— 4-  — 4-  — — — 1 
De  plus  le  quarré  de  \ — ^ ou  de  j sera 

• _ 1 ' — ' 

4 } I 9 — ïZ~ 

3i4-  I>orsque  la  racine  est  d’un  plus  grand  nombre  de  ter- 
mes , la  méthode  de  déterminer  le  quarré  est  la  même.  Voici , 
par  exemple  , comment  on  trouve  le  quarré  de  o -|-  6 -f- c ; 


O -f-  h •4”  c 
c-f-  b -f-c 

aa-{-  ab  +nc  -fie 

+ ab  -f- a c -f- bb -f- b c cc 

aa aab  -f-  2cc-l-  hb  -h  abc  -{-  fc  ; 

®n  voit  qu’il  renferme  d’abord  le  quatre  de  chaque  terme  de 


4 
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la  racine , et  outre  cela  les  doubles  produits  de  ces  termes 
multipliés  deux  à deux. 

3i5.  Pour  éclaircir  ceci  par  uri  exemple  , partageons  le 
nombre  a56  en  trois  parties , soo  -f-  5o  -f-  6 ; son  quarré  swa 
doue  composé  des  parties  suivantes  : 

4ocoo 

aSoo 

36 

200CO 

z4co 

600 

^65536. 


Ce  qui  est  effectivement  le  produit  de  a56  par  z56. 

3i6.  Quand  quelques  termes  de  la  racine  sont  négatifs,  le 
quatre  se  trouve  encore  par  la  même  règle  ; mais  il  faut  faire 
attention  aux  signes  des  doubles  produits.  Ainsi  le  quairé  de 
a — è — c étant 

ou  -f-iJ  çc-'  aaè  — sac  -f-  sbc , 

si  l’on  représentait  donc  le  nombre  256  par  3oo — 40  — 4, 
on  aurait 


Parties  positives. 

Parties  négatives. 

-j-  90000 

— 24000 

-f-  1600 

»—  2400 

•f-  3ao 
■4“  16 

— 26400 

+ 91936 

r +9>936 

— 26400  = 65536 

quarré  de  266,  comme  ci-dessus.  v » 
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CHAPITRE  VII. 

De  V extraction  des  racines  , appliquée  aux 
quantités  complexes, 

317.  Si  nons  voulons  donner  une  règle  sûre  pour  cette  opé-i 
ration,  il  nous  faut  considérer  attentivement  le  quarré  de  la  ra- 
cine a-\-b , qui  est  aa  + aai  + Aû , afin  de  voir  comment  on 
peut  réciproquement  parvenir  à trouver  la  racine  d’un  quarré 
donné.  Faisons  donc  les  réflexions  suivantes. 

3 18.  D’abord  comme  le  quarré-oa -f- aoA -1- AA  est  composé 
de  plusieurs  termes , il  est  certain  que  la  racine  aussi  renfermera 
plus  d’un  terme  ; et  si  l’on  écrit  le  quarré  de  manière  que  les 
puissances  d'une  des  lettres,  comme  de  a,  aillent  toujours  en 
diminuant , le  premier  terme  sera  le  quarré  du  premier  terme 
de  la  racine.  Et  puisque,  dans  notre  cas,  le  premier  terme  du 
quarré  est  oa , il  faut  que  le  premier  terme  de  la  racine  soit  a. 

3ig.  Ayant  donc  trouvé  le  premier  terme  de  la  racine,  c’est-à* 
dire  a,  on  considérera  le  reste  du  quarré,  savoir  aoA  + AA, 
pour  voir  si  on  pourra  en  tirer  la  seconde  partie  de  la  racine,' 
qui  est  A.  Nous  remarquerons  ici  que  ce  reste  zab-j-bb  peut 
être  représenté  par  ce  produit-ci,  (ao  -j-  A)  A.  Or  ce  reste  ayant 
deux  facteurs,  aa-f-A  et  A,  il  est  clair  qu’on  trouvera  ce  der- 
nier A , qui  est  la  seconde  partie  de  la  racine , en  divisant  le 
reste  (aa-f-A)  A par  aa-f-A. 

3ao.  C’est  donc  le  quotient  de  la  division  du  reste  susdit  pat 
aa  -j-  A , qui  est  le  second  terme  cherché  de  la  racine.  Or  re- 
marquons dans  cette  division  que  aa  est  le  double  du  premier 
terme  a de  cette  racine  lequel  est  déjà  déterminé.  Ainsi,  quoi- 

I 
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que  le  second  terme  soit  encore  inconnu,  et  qu’il  faille  jusqu’à 
présent  laisser  sa  place  vide  , nous  pouvons  néanmoins  entre- 
prendre la  division,  puisqu’on  n’a  besoin  pour  cela  que  du 
terme  sa.  Mais  aussitôt  qu’on  aura  trouvé  le  quotient , qni 
est  ici  b , il  faudra  le  mettre  à la  place  vide , et  rendre  de  cette 
façon  la  division  complète. 

Zsr . Donc  le  calcul  par  lequel  on  trouve  la  racine  du  quarré 
aa  + sab  bb , peut  se  représenter  de  cette  manière  : 

aa-\- sab -\-bb\a. . partie. 
aa  \ 

-\-sab-\-bbisa 
-^sab-\-bb\b . . .2'  partie. 

O. 

la  rarine  cherchée  = c+^- 

322.  On  pourra  de  la  même  manière  trouver  la  racine  qirar- 
rée  d'autres  formules  composées,  pourvu  qu’elles  soient  des 
quarrés  ; les  exemples  suivans  le  feront  voir  : 

aa  + Gai f a . . . 1 " partie. 

. aa  l 

-f- Gai  + gii  ( 20^__ 

-f  Gai  +9Ü\3i. . .2' partie. 

O. 

la  racine  cherchée  =a-{-3b. 


4aa — 4ai  + iif2a. . .i"partie. 

4aa  \ 

— 4ab-f-bb(4o. 


-4ab-t-bb\—b. . . 2' partie 


la  racine  cherchée  ~ sa — i. 
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O. 

la  racine  cherchée  = 5x — 6. 

3o3.  Quand,  après  la  division,  on  trouve  un  reste , on  en  con- 
clut que  la  racine  est  composée  de  plus  de  deux  termes.  Alors 
on  regarde  les  deux  termes  déjà  trouvés  comme  faisant  la  pre- 
mière partie  de  la  racine , et  de  ce  reste  on  déduit  la  seconde 
partie , de  la  même  manière  qu’on  a trouvé  précédemment  le 
second  terme  de  la  racine.  Les  exemples  suivans  rendront  ce 
procédé  plus  clair. 

aa  -f-  aaft — aac — aie  -f-  -f-  ec  f a . . . r " partie. 

’ aa  I 

-f-aai — anc — aie-f-ii  + cefan 

-\-nab  -f-ii  1-f-i,. . a' partie. 

— aoc — aie  -j-  ce  f aa  4-  ai 

— aac — aie -f- cet — c. . . 3' partie. 

O. 

la  racine  cherchée  est  donc=a-f-i— c. 
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o^-f-2a’+3aa+aa+i  foa, , . i”  partie.' 

-f-  20^  3aa  J 9.0* 

-j-  2o’-f-  aol  -f-a ...  2'  partie. 

-f-aoo-f  20+ 1 j9o*-|-2a 
+ 200  + 20  + 1 1 + 1 . . . 3'  partie. 

O. 

la  racine  chercliée  est  donc  a*  + o+  i. 

cd — <|o^6+8ai*  + 4^/û!®'  • • i”partie. 

— 4a‘^i>  -f-  8ab^  f 20* 

— + ^aabbX  — aoi.  .'T 2'  partie. 

— 4açibb-^8ab^^  4^+ao* — 4®^ 

—^aabb  + 8ab^-\~/^b^\~2bb, . .3' partie» 

O. 

la  racine  cherchée  est  donc=:a*— aai  aW. 


/ 
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3a4-  On  déduit  facilement  de  la  règle  que  nous  venons 
d’exposer,  la  méthode  qu’enseignent  les  livres  d’arithmétique 
pour  l’extraction  de  la  racine  quarrée  (i).  Voici  quelques 
exemples  en  nombres  : 


ôjag  ( a dix. 

17IS4 

a5|o4  f 4 

4 t 

16  i 

iG  i 

12.9  f4 

16.4  f*8 

70.4(8 

1 aq  1 3 unit . 

1 6 4 1 3 unit . 

70  4 l 8 unit 

0 

0 

0 

llaci.  = a3 

Raci.  = 43 

Raci.=48 

4o\  ,G  f G dix. 

gGlo4  ( g dix. 

3G  1 

81  1 

4g. Gf  la 

160.4  f 18 

4g  Gt 

1 5o  4 1 8 unit. 

0 

Raci.  = G4 
il5  G |a5  f i cent 

Ü 

Raci.  =:g8 
9g|8oloi  ( q cent 

1 l 

81  1 

5. G f a 

188.0  fi8 

4 4 1 2 dix. 

170  1 1 g dix. 

1 aa5fa4 
1 aa5\5unit. 

17  901  ft.q8 
17  go  1 1 9 unit. 

0 

Raci.=  laS 

• 1 \ f 

0 

Raci.  = 999. 

. * . • » V •! 

3fl5.  Maislorsqu’après  l’opération  entière, 'il  y a un  reste, 
il  faut  conclure  que  le  nombre  proposé  n’est  pas  un  quarré , 
et  parconséquent  qu’on  ne  peut  pas  en  assigner  la  racine. 
On  se  sert  dans  ces  cas  du  signe  radical  que  nous  avons 


(i)  Voyez  l’Arithin<tique  de  Garnier,  i l’usage  des  jeunes  e'ièves,  chez 
Courcier,  Imprimeur-Libraire,  où  se  trouvent  les  autres  ouvrages  du  miiiuit 
Auteur. 
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déjà  employé  plus  haut  ; on  écrit  ce  signe  devant  la  formule , 
et  on  met  la  formule  elle-même  entre  deux  crochets , ou  sou* 
un  trait.  C*est  ainsi  que  la  racine  quarrée  de  aa  -f-  bb  s’indi— 
dique  par  \/  {aa-\-  bb)  , ou  par  aa-j-bb;  et  que 
( 1 — XX  ) , ou  1/  I — XX , exprime  la  racine  quarrée  de 
I — XX.  On  peut  aussi,  au  lieu  de  ce  signe  radical , faire  usage 
de  l’expo.sant  fractionnaire  f , et  indiquer , par  exemple  ,•  la 

racine  quarrée  de  aa  + bb  par  (ca-f-ii)‘ , ou  par  ca-f-ié~. 


( 
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CHAPITRE  VlII. 

I 

Du  calcul  des  quantités  irrationnelles. 

SaS.  IjorsQü’il  s^agit  d'ajouter  ensemble  deux  ou  plusieurs 
formules  irrationnelles  , cela  se  fait , suivant  la  manière  pres-< 
dite  plus  haut,  en  écrivant  de  suite  tous  les  termes,  chacun 
avec  le  signe  qui  lui  est  propre.  Et  ce  qu’il  faut  remarquer, 
quant  aux  façons  d’abréger  , c’est  que,  par  exemple,  au 
lieu  de  i/a  + v/a,  on  écrit  2 v a,  et  que  y a — \/a, 
fait  O,  ces  deux  termes  se  détruisant.  C’est  ainsi  que  les 
formules  3 + 1/ 2 et  i+J/n  ajoutées  ensemble,  font 
2 OU  4H“l/  8;  que  la  somme  de  5 + ^ 3 et  de 
4 — 1/3,  estg  ;etquecelle  dea^3  + 3 y a,  et  de  j/3 — j/a, 
est  3 v/3  + a y a. 

337.  La  soustraction  se  fait  de  même  très— facilement , 
puisqu’elle  se  réduit  à ajouter  en.semble  les  nombres  proposés , 
en  prenant  avec  des  signes  contraires  ceux  qui  doivent  être 
soustraits.  L’exemple  suivant  le  fera  voirj  nous  soustrairons 
le  nombre  inférieur  du  supérieur. 

4—  l/a+at/3  — 3V/5  + 4 1/6 

1+3  1/2  — 3 V'  3 — 5 1/5+6  1/6 

3 — 3 |/a+4l/3  + al^5  — 3i/6. 

3a8.  On  se  rappellera  dans  la  multiplication  , que  y a mul- 
tiplié par  \,  a fait  a;  et  que  si  les  nombres  qui  suivent  le 
signe!/  sont  différens,  comme  a et  b,  on  a a 6 pour  le 
produit  de  y a multiplié  par  y b.  Il  sera  facile , après  cela  , 

de 
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4+ai/a 
a — y a 


d’algèbre. 
da  calculer  les  exemples  qui  suivent  : 


14S 


t + 

1 + 


|/a 

V a 


1+ 

+ |/2-f-a 

■ i 

prod.  = J 4-a  ^ a 4- 3 = 3 4- a v^a 


8+4  |/a 
—4  l/a— 4 
pr.  = 8 — 4 =4. 


Saq.  Ce  que  nous  avons  dit  s’étend  aussi  aux  quantités  ima- 
ginaires ; on  se  rappellera  seulement  que  y — a multiplié  par 
y — a fait — a. 

S’il  s’agissait  de  trouver  le  cube  de — 1 + y — 3,  on  pren- 
drait le  quarré  de  ce  nombre,  et  on  multiplierait  ce  quarré 
par  le  nombre  lui-même  : voici  l’opération. 


— 1+  y — 3 

— t + y — 3 

+ 1—  1/-3 
_ v/_3_3 

Quarré  = + 1 — a y — 3 — 3=— a — a 3 

— 1+1/  —3 

+ a + a V — 3 

. _aj/  — 3 + S 

Cube  —3  + 6 8. 

33o.  Dans  la  division  des  quantités  irrationnelles,  on  n’â 
besoin  que  de  mettre  les  quantités  proposées  sous  forme  de 
fraction  ; cette  expression  peut  ensuite  se  changer  en  une 
autre  dont  le  dénominateur  soit  rationnel.  Car  si  ce  dénomi- 
nateur est , par  exemple , a h , et  qu’on  le  multiplie  de 
même  que  le  numérateur , par  a — J/  b , Iç  nouveau  dénomi- 
nateur sera  aa — b,  qui  ne  renferme  plus  le  signe  radical. 
Supposons  qu’on  se  propose  de  diviser  3+ai^a  part+^à, 

K 


Digitized  by  Google 


i‘46  é l e m e w s 

nous  aurons  d’abord  Multipliant  maintenant  les 

deux  termes  de  la  fraction  par  i — a , nous  aurons  pour  le 
numérateur  : 

3 + a l/a 
1—  l/a 

3 + ai/a 

-5y/a-4 

3—  l/a  — 4 = — V’'®—* 


et  pour  le  dénominateur  : 

1 + 1/  a 

1 — 1/  a 
1 + 1/2 


— 1/  a — a 


Notre  nouvelle  fraction  est  donc  — et  “ 

multiplions  encore  les  deux  termes  par — i , nous  aurons  pour 
le  numérateur + t/ a + i , et  pour  le  dénominateur  + i.  Or 
il  est  facile  de  se  convaincre  que  j/a+ 1 éqmvaut  à la  frac- 

3+a  l/a  ^ i/a+  1 étant  multiplié  par  le 


tion  proposée 


1 + / a 


diviseur  i + 1/  a , ainsi  qu’il  suit  : 


1+  V/a 
1 + l/a 

» + l/a 
+ y/  3 + a 

on  a 1 + a l^a  a = 3 +a  V a* 

_ . ,.8— 5t/a 

Autre  exemple  : 8—5  j/a  àxyuè  par 
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Multipliant  ces  deux  termes  de  la  fraction  par  3 -f-  a j/a , on  a 
pour  le  numérateur  ’ 

8 — 5 j/a 
3 4-  a t/a 

24 — iS^/a 
4- 16  l/a— 30 
244-  V^a — ao==4^-^^a; 
et  pour  le  dénominateur 


3 — 2^3 
34-2|/a 

9 — 61/a 

4-61/2-4.3 

9 — 8=4-i. 

Par  conséquent  le  quotient  serait  4+y'a.  En  voici  la 
pteuve  : 

4+  1^2 

3 — ap^a 


i24-3i/a 

12 — 5 1/3 — 4 = 8 — 5 p^a; 


33i.  C’est  de  la  même  manière  qu’on  peut  transformer  des 
fractions  de  cette  espèce  en  d’autres  dont  le  dénominateur  soit 

rationnel.  Sil’on  a,  par  exemple,  la  fraction  , etque 

l’on  en  multiplie  le  numérateur  et  le  dénominateur  par 
■ ^ ® 6 , on  la  transformera  en  celle-ci , 


5 — a|/6 

1 


= 5— at/6. 


De  même  la  fraction  — — £ prend  cette  forme . 

— i-v  p— O • 

K a 
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Et 

devient 


a-|-2i/ — 3 1 +V^ — 5 

=4  -a  • 

l/S+i/5 
V/6  — 1/5 

li±^  = „+ai/3o. 


33a.  On  pourra  de  la  même  manière  faire  disparaître  peu  & 
peu  les  radicaux  du  dénominateur,  quand  il  contient  plusieurs 

termes.  Soit  proposée  la  fraction = : on  multi- 

• yio—i/a—y3 

pliera  d’abord  ses  deux  termes  par  ]/ 1 o -{-  j/ a -{- 1/3,  et  on 

"4“  y 1 0 y ® “4"  1/3  -air  1 * 1*  r 

aura ^ ^ — - — . Multipliant  encore  ce  numérateur 

et  ce  dénominateur  par  5+a  j/6,  on  obtient 

5 v/io -4-1  ij/fl +91/3+21/  Go. 
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CHAPITRE  IX. 

Des  cubes  et  de  l'extraction  des  racines  cubiques. 


333.  JPoüR  trouver  le  cube  d’une  racine  a + i,  on  ne  fait 
que  multiplier  son  quarré  aa.^tiab-\-bb  encore  une  fois  par 
a-t-b: 

aa-\-aab  -^bb 
a-f-b 

iioab abb 
-j-  aab  -f-  aabb  -f-  i* 

le  cube  sera  =:  a*  -f-  5aab  Zabb-\-lfi. 


Il  renferme  donc  les  cubes  des  deux  parties  de  la  racine,  et' 
outre  cela  encore  Zaxib  + Zabb  , quantité  qui  équivaut  à 
(a-j-i)x3oà,  c’est-à-dire,  au  triple  produit  des  deux 
parties  a et  b , multiplié  par  leur  somme. 

334-  Ainsi  toutes  les  fois  qu’une  racine  est  composée  de  deux 
termes,  il  est  facile  d’en  trouver  le  cube  par  cette  règle.  Par 
exemple , le  cube  du  nombre 

' 5 = 3+av 


est 

Que- 


a?-}-  8 -j-i8.5=ia5. 
74~3==io 


soit  la  racine  ; le  cube  sera 

343  4-27  + 63. 10=1000. 

Pour  trouver  le  cube  de  36,  on  supposera  la  racine 
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36=3o-^-6, 

et  on  aura  pour  le  cube  cherché, 

27000+3164-540.36=46656. 

335.  Mais  si  c’est  au  contraire  le  cube  qui  est  donné , savoir 
fl^+3aai+3aéi  + i^,  et  qu’il  s’agisse  d’en  trouver  la  racine, 
on  fera  préalablement  les  remarques  qui  suivent. 

D’abord  si  le  cube  est  ordonné  suivant  les  puissances  d’une 
lettre , on  reconnaît  facilement  par  le  premier  terme  a*,  le  pre- 
mier terme  a de  la  racine,  puisque  son  cube  est  si  l’on 
soustrait  donc  ce  cube  du  cube  proposé , on  obtient  le  reste , 
Zaab -\-Zabb-\-P,  lequel  doit  fournir  le  second  terme  de  la 
racine. 

336.  Mais  comme  nous  savons  d’avance  que  ce  second  terme 
est  -\rb,  il  s'agit  principalement  de  voir  comment  il  se  déduit 
du  reste  en  question.  Or  ce  reste  peut  être  décomposé  dans  les 
deux  facteurs  b et  3aa  + 3oÂ  + si  donc  on  le  divise  par 
3oa  + 3a&  + é6,  on  obtiendra  la  seconde  partie  de  la  racine, 
+ &,  qu’on  demande. 

337.  Mais  comme  ce  second  terme  ne  doit  pas  être  supposé 
connu , le  diviseur  est  inconnu  pareillement  ; cependant  nous 
avons  le  premier  terme  de  ce  diviseur,  et  cela  suffit;  car  il  est 
3oa,  c’est-a-dire , le  triple  du  quarré  du  premier  terme  déjà 
trouvé,  et  par  son  moyen  il  est  facile  de  trouver  aussi  l’autre 
partie  b , et  de  compléter  ensuite  le  diviseur  avant  qu’on  achève 
la  division.  Il  faudra  pour  cet  eifet  joindre  à 3aa  le  triple 
produit  des  deux  termes,  ou  Zab,  plus  bb  ou  le  quarré  du  se- 
cond terme  de  la  racine. 

338.  Appliquons  ce  que  nous  venons  de  dire  à deux  exemples 
pour  d’autres  cubes  donnés. 
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o'’ +»  aaa -f- 48a G4f  a i " partie, 
l" 


-f-  iaaa-f-48a+G4f3aa 
•4-i3ûa+48«ï+64l4'  • • partie.’ 


O.  ~ 

U racine  cubique  cherchée  est  donc  =rc4'  4' 

a®— ■6o*+  — aoo*  + i5o* — 6a-f- 1 fa*. . .i"*  part. 

a«  l 

— Sa*  + 1 5c*  — aoa*  f 3 a* 

— Sa*4"i3<*^ — 8a^l — aa...a'part. 

3o*  — 1 30*  1 5aa  — 6c  1 f 3o* 

_|_  3fl4 — 120*+ iScc— 6c+ il+i. . .3'part. 

O. 

La  racine  cherchée  est  donc=:a*— ao+ 1. 


339.  L’explication  que  nous  avons  donnée,  fait  le  fondement 
de  la  règle  ordinaire  pour  l’extraction  des  racines  cubiques 
des  nombres.  Voici,  par  exemple,  le  plan  de  l’opératioa 
pour  la  nombre  3197  : 

aji97f  I dix.  =a  , 

l oool  \ 


ii97f. 

11  97I 


3 unit.=  5 


O 900  =Za'b 
270  —Zabb 

VJ  = é* 
_ 
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la  racine  cubique  est  i3 
Soit  à extraire  la  racine  cubiques  de  33768  / 
3a|768  f 3 centain.  =a 
37  I 
57.68  f 37 

57.681  3 unit.  = b 

O 5400  =3a’‘b 
36o  =5abb 
8=  è» 

5768.  " 

la  racine  cubique  est  33. 

Soit  enfin  à extraire  celle  de  34965783, 
34|.965|783f  Scentain. 15400 


37  1 

36o 

79.65  f 37 

8 

57  68  t a dix. 

5768 

ai  977.83 f 3073 

ai5o4oo 

31977831  7 unités. 

47040 

0 

343 

3197783 

la  racine  cubique  est  337.  Ici  on  considère  les  3s  dixaines 
comme  33  unités  simples  dont , le  cube,  abstraction  faite  des 
iéros,  est  dans  34gfi5,  et  lorsqu’on  a soustrait  le  cube  de  3a 
de  34965,  on  a le  reste  3197783  qui  divisé  par  3 fois  le  quarré 
de  3a , ou  par  307a  donne  pour  quotient  les  7 unités  qu’on 
cherche. 
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CHAPITRE  X. 

Des  puissances  plus  hautes  des  quantités  com- 
plexes. 

340.  PRÈS  les  quarrés  et  les  cubes,  viennent  les  puissan- 
ces plus  hautes , et  d’un  plus  grand  nombre  ~de  degrés.  On  les 
indique  par  des  exposans  , ainsi  que  nous  l’avons  dit  plus 
haut;  il  faut  seulement  observer,  lorsque  la  racine  est  com- 
plexe , de  l’enfermer  entre  deux  parenthèses.  Ainsi  ( a -{-  h 
signifie  que  a-\-b  eit  élevé  au  cinquième  degré,  et  (a  — b'f 
indique  la  sixième  puissance  de  a — b.  Nous  ferons  voir  dans 
ce  chapitre  le  développement  de  ces  puissances. 

341.  Soit  donc  a-\-b\n  racine  ou  la  première  puissance , 
les  puissances  plus  hautes  se  trouveront  par  la  multiplication 
ainsi  qu’il  suit  : 

(a-f-è)'  = a-f-  b 

a-t~b  — , , , . . ’ . 

aa-f-ab 

-{-ab  -f-bb.  ■.  --  ! 

(a-j- i)*  — aa-j- -f-bb 
a-j-b 

O*  -J-  aaab  + abb 

+ aab  -4-  aabb  -f-P. 

(^a-f-by—P-f~5aab-i-3abb  '■ 

a-f-i 

a*-i~3Pb  -j-5aabb  + aP 
-f-  Pb  -f-  3aabb  -J-  ZaP  ■+  M. 
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Éff  -\-^b  + Gaabb  -f-4ab^  + b* 
a-f-  b 

i^~i~4^*b-^6a^b  -i~/(aab*-^  ab* 

-f-  a^b-\-J^bb  %aah^ 4<ibi^ 

+ i*. 

(a+i)*=  à’  -\-ba^b~>c  lOf^bb-^-ioanb^-^  5a6<  + ^ 
a-f-  b 

c® + 5a®6  -J- 1 00*66  -j- 1 00^6* 

+ 5oo6‘>4-a6^ 

-t*  a®6-j-  5o*66 loo®  6* 

+ 100*6*  + 5fl6®-}-6*- 

(o-|-6)®=:a®+6a®6-4- i5o*66  000*6* 

-J-  1 6006*4-606* +6*. 
etc. 

343.  On  trouve  de  même  les  puissances  de  la  racine  a — b , 
et  on  va  voir  qu’elles  ne  diffèrent  des  précédentes , qu’en 
ce  que  les  termes  a’ , 4‘ » 6'»  etc.,  sont  affectés  du  signe 
moins  : 

(o— 6)*=:  a — b 
a — 6 

oo  — o6 

— 06  4-  66. 

(^a  — by—aa-^àab-^bb  . , 

0 — 6 V . . 

O*  — aoo6  -f-  066 

— 0064-0066  — 6*. 


164 

(04-6)*= 
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(a — 5)^=0*  — Zaab-\-Zabb  — 6® 
a — b 


c< — 3o®6  -|-3a<iW — ci* 

— a®  A + Zaabb — 3ai®  -|-  fr*. 


(a — bY=o^ — 4®^^  -t-6aabb — 4®^^  + ^ 
a — 6 


a® — 4a*b  +6a®  Z>6— ^ ^aaP 
-f-  ûM 

— 6 -j-  4a®W  — 6aoA® 

+4aM— 6®. 


( a — i)®  = a®—  5a^A  -f"  i oa®W — i oeai® 

-f-  5ai^ — 6® 

a — b 

û® — 5a®6  + • oa^ii — ioa®i® 

-f-  5aoA^ — ai® 

— a®i  + Sa^bb — ioa®i® 

+ locai'^—  5fli®  + i®. 

(a — i )®=fl* — 6a®i  4- 1 Sa^ii  — aoa®i®+i  5oûi^ — 6ai®+i®. 

etc. 

On  voit  ici  que  toutes  les  puissances  impaires  de  i reçoivent 
le  signe  — , tandis  que  les  puissances  paires  conservent  le  signe 
-f-.  La  raison  en  est  évidente  ; car  puisque  dans  la  racine  sa 
trouve  — i , les  puissances  de  cette  lettre  monteront  de  cette 
manière  : — i,  -f-ii,  — i®,  -j-  i<,  — i®,  + i®,  etc.  ; et  il  est 
clair  par  là  que  les  puissances  paires  doivent  être  affectées 
du  signe  + , et  les  impaires  du  signe  contraire  — . 

343.  Il  se  présente  ici  une  question  importante,  c’est  com» 
ment , sans  continuer  le  calcul  de  la  même  manière  dans 
tous  ses  détails , on  pourrait  trouver  toutes  les  puissances 
tant  de  a + i , que  de  a — b.  Nous  remarquerons  avant  toutes 
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choses , que  si  on  est  en  état  d’assigner  toutes  les  puissances 
de  a + ^ > celles  de  a — b sont  toutes  trouvées , puisqu’on  n’a 
qu’à  changer  les  signes  des  ternies  pairs , c’est-à-dire  du  se- 
cond, du  quatrième,  du  sixième  terme,  etc.  Tout  se  réduit 
donc  à établir  une  règle  d’après  laquelle  toute  puissance  de 
a -f-  6 , quelque  haute  qu’elle  soit , puisse  être  déterminée 
sans  qu’il  soit  nécessaire  de  passer  par  celles  qui  la  précèdent. 

344>  Or  observons  que  si,  dans  les  puissances  déterminées 
ci-dessus , on  fait  abstraction  des  nombres  qui  précèdent 
chaque  terme , et  qu’on  nomme  les  coefficiens  , il  règne  dans 
tous  ces  termes  un  ordre  remarquable  ; d’abord  on  voit  le 
premier  terme  a de  la  racine,  élevé  à la  puissance  même 
qu’on  demande  j dans  les  termes  suivans , les  puissances  de  a 
diminuent  continuellement  de  l’unité,  les  puissances  de  b 
augmentent  d’autant  ; de  sorte  que  la  somme  des  expo- 
sans  de  a et  de  À est  toujours  la  même  et  égale  au  degré 
de  la  puissance  , et  à la  Un  se  trouve  le  terme  b seul 
élevé  à la  même  puissance.  Si  l’on  demande  donc  la  dixième 
puissance  de  a -f-  i , on  est  sûr  que  les  termes  dégagés  des 
coelBciens,  se  suivront  dans  l’ordre  que  voici  : a'°,  a^b,  d^bb  ^ 
aJ  P , cfi  b^ , a^b^  , PP  , PP  , pP,  ab^ , b'°. 

II  reste  donc  à faire  voir  comment  on  doit  déterminer  les 
coefficiens  qui  appartiennent  à ces  ternies , ou  les  nombres 
par  lesquels  il  faut  les  multiplier.  Or,  quant  au  premier 
terme  , son  coelficient  est  toujours  l’unité  ; et  quant  au 
second  , son  coelficient  est  constamment  l’exposant  même  de 
la  puissance  ; mais  pour  ce  qui  regarde  les  suivans , il 
n’est  pas  si  facile  de  découvrir  un  ordre  dans  leurs  coefficiens  i 
cependant  en  les  continuant , on  apperçoit  bientôt  une  loi  à 
l’aide  de  laquelle  on  peut  aller  aussi  loin  qu’on  veut.  C’est 
ce  que  la  table  suivante  fera  voir. 
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puiss.  coeHlciens.  . . . i , i 


a' 1,2,1 

3' 1 , 3 , 3 , 1 

4' 1,  4,  6,  4,  I 

6® 1 , 5,  10,  lo,  5,  I 

6® 1 , 6 , i5,  20  , i5,  6,  I 

7' 1 ,7,  21 , 35,  35,  21  , 7,  1 

8® 1 , 8 , 28,  56 , 70 , 5S  , 28 , 8 , 1 


9'.  . . . 1 , 9 , 36 , 84 , 126 , 126,  84 , 36 , 9 , 1 
10®.  1 , 10,  45  , 120,  210,  262,  210 , 120  , 45 , 10 , I , etc. 

On  a donc  pour  la  dixième  puissance  de  a ^ 

a'®  + 1 oa^b  -f-  45a*iA  + 1 aoà’b^  + 2 1 oa^b^  -f'[252a^i®-|-2 1 oa^i* 
-f-  laoa^b^  -1-  45a*i*+  loais-f-i’®. 

346.  Il  faut  remarquer , à l'égard  de  ces  coefficiens,  que, 
pour  chaque  puissance , leur  somme  doit  être  égale  au  nombre 
2 élevé  à la  même  puissance.  Qu’on  fasse  a—  1 et  b = i , 
chaque  terme , abstraction  faite  du  coefficient , sera  = 1 ; par- 
conséquent  ce  sera  simplement  la  somme  des  coefficiens  qui 
indiquera  la  valeur  de  la  puissance  ; cette  somme  , dans 
l’exemple  précédent,  est  1024,  et  en  effet 

( 1 -f- 1 )'®=2'®=  1024. 

n en  est  de  même  des  autres  puissances  ; ou  a pour  la 

1^'  1 -}-  1 =2  = 2*  ; 

2'  1 -f-  2-1-  I = 4 = 2*  , 

3'  1 4 3-f3-f-  1=8  = 23, 

4'  1-1-4 +6  + 4+1  = I6  = 2^ 

5®  1 + 5 + 10+- 10  + 5 + 1 =32  = 2® , 

5'  1 + 6-1-  i5+ 20 +i5-f-6+i=  64  = 2®, 

7'  1 + 7+ 21 +-35 + 35 + 21  + 7 + 1 = 128  = 2^, 
etc. 

347-  Une  autre  remarque  à faire  au  sujet  de  ces  coef> 
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ficient , c’est  qa’ils  croissent  depuis  le  commencement  jusqu’au 
milieu,  et  qu’ensuite  ils  décroissent  dans  le  même  ordre.  Dans 
les  puissances  paires , le  plus  grand  coefficient  est  exactement 
au  milieu  ; mais  dans  les  puissances  impaires , on  voit  deux 
coefliciens  égaux  et  plus  grands  que  les  autres  qui  se  trouvent 
an  milieu , et  qui  appartiennent  aux  termes  moyens. 

Quant  à l’ordre  de  ces  coeificiens,  il  mérite  une  attention 
particulière;  car  c’est  dans  cet  ordre  même  qu’on  trouve  les 
moyens  de  les  déterminer  pour  une  puissance  quelconque  , 
sans  passer  par  les  précédentes.  Nous  allons  en  donner  la 
méthode , en  en  réservant  cependant  la  démonstration  pour  la 
chapitre  suivant. 

348.  Pour  trouver  les  coefliciens  d’une  puissance  proposée, 
par  exemple , de  la  septième,  on  écrira  les  fractions  qui  suivent 
l’une  après  l’autre  : 

7 « « ♦ 1 . » I 

T»  ^ 6 > ?• 


On  voit , dans  cet  arrangement , que  les  numérateurs  com- 
mencent par  l’exposant  de  la  puissance  qu’on  demande , et 
qu’ils  diminuent  successivement  de  l’unité , pendant  que  les 
dénominateurs  se  suivent  dans  l’ordre  naturel  des  nombres  , 
1 , a , 3,  4 J etc.  Or  le  premier  coefficient  étant  toujours  1 , 
le  première  fraction  donne  le  second  coefficient.  Le  produit 
des  deux  premières  fractions  représente  le  troisième  coeffi- 
cient. Le  produit  des  trois  premières  fractions  représente  le 
quatrième  coefficient , et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  le  premier  coefficient  =:  1 ; le  second 


le  troisième 
le  quatrième 


7; 


— Z.  s.— -il  • 

— J • ^ . ai  ^ 


— I « i.  — 
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r=zl  s.  1 à l Q1 . 
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349-  On  a donc  pour  la  seconde  puissance  les  deux  frac- 
tions 1- , J , d ou  il  suit  que  le  premier  coellicient  ^ i , le 
second  = f a ; et  le  troisième 


I. 


La  troisième  puissance  fournit  les  fractions  f,  f,  i;  donc 
le  premier  coefficient  = i ; le  second  * * 


le  troisième 
le  quatrième 


On  a pour  la  quatrième  puissance  ces  fractions, 
parconséquent  le  premier  coefficient  = i ; le  second  **** 


le  troisième 
le  quatrième 
et  le  cinquième 


35o.  Cette  règle  nous  procure  donc  évidemment  l’avantage 
de  n avoir  pas  besoin  des  coefficiens  précédées , et  de  trouver 
au  contraire  sur-le-champ , pour  une  puissance  quelconque , 
ceux  qui  lui  sont  propres. 
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Ainsi  pour  la  dixième  puissance  on  écrira  les  fractions 
t s.-i-  moyennant  quoi  l’on  trouva 

le  i"  coefficient  = i , 

le  2'  = ^=  10  , 

le  3'=  io.j=45  » 
le  4*=45.}=i3o. 
le  5'  = i2o.j  = 2io, 

' le  6*  = nio.f  = 252, 

le7'  = 252.i=2io, 
le  8' = 2 10-7=  120  , 
le  9'  = 120.7=  45  > 
le  10'=  45-1=  10, 
leii*=io.^=  1. 

35i.  On  peut  aussi  ne  pas  réduire  les  fractions  coefficiens , 
et- il  est  facile,  de  cette  manière,  d’écrire  la  10""'  puissance 
de  a-\-b , qui  sera 

(a+i  )'««=:  a"»  + -1^.0996+  l^.a^bb 

, 10°-99-9S  g,  _1_  ■■°°'99-99:g  ^96  ^ gtC, 

< i.*.3  * 

développement  qu’il  est  aisé  de  compléter  en  suivant  les  lois 
énoncées  précédemment. 


CHAPITRE 
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CHAPITRE  XI. 

De  la  permutation  des  lettres  , sur  laquelle 
se  fonde  la  démonstration  de  la  règle  pré- 
cédente. , 

35a.  Si  on  remonte  à l’origine  des  coefficiens  dont  nous  ve- 
nons de  nous  occuper , on  trouvera  que  chaque  terme  se  prt  - 
sente  autantde  fois  qu'il  est  possible  de  transposer  les  lettresqui 
composent  ce  terme;  ou  bien,  pour  nous  exprimer  d’une 
autre  manière , que  le  coeiEcient  de  chaque  terme  est  égal 
au  nombre  des  permutations  que  souffrent  les  lettres  dont  ce 
terme  est  composé.  Dans  la  seconde  puissance,  par  exemple, 
le  terme  ah  est  pris  deux  fois,  c’est-à-dire  que  son  coeffi- 
cient est  a ; et  on  peut  en  effet  changer  doublement  l’ordre 
des  lettres  qui  composent  ce  terme , puisqu’on  peut  écrire  ah 
et  ha  ; le  terme  aa , au  contraire , ne  se  présente  qu’une 
fois , parceque  l’ordre  des  lettres  ne  peut  subir  aucun  chan- 
gement ou  permutation.  Dans  la  troisième  puissance  de  a -f- 
le  terme  aah  peut  s’écrire  de  trois  manières  différentes , aab , 
aba , boa  ; aussi  le  coefficient  est-il  3.  De  même , dans  la 
quatrième  puissance  le  terme  cèb  ou  aaab , admet  les  quati'e 
dispositions  différentes,  aaab,  aaba  , abaa , baaa;  c’est 
pourquoi  son  coefficient  est  4-  terme  aabb  souffre  six 
permutations , aabb  , abba , baba  , abab , bbaa  , baab , et  sou 
coefficient  est  6.  Il  en  est  de  même  dans  tous  les  cas. 

353.  En  effet,  si  l’on  considère  que  la  quatrième  puissance, 
par  exemple , d’une  racine  quelconque  composée  même  de 
plus  de  deu.x  tenues , comme  (n-f-6 -f-c se  trouve  eu 

L 


Digitized  by  Google 


l6a  É L É M E M s 

multipliant  l'un  par  l’autre  ces  quatre  facteurs  a-j-S-f-c-f-d; 
a-t-b-j-c-t-d;  a -f- b c +■  d ; a-f-b-j-c-j-d;  on  peut  voir 
aisément  que  chaque  lettre  du  premier  facteur  doit  se  mul- 
tiplier par  chaque  lettre  du  second , ensuite  par  chaque  lettre 
du  troisième , et  enBn  encore  par  chaque  lettre  du  qua- 
trième. 

H faut  donc  non-seulement  que  chaque  terme  soit  composé 
de  quatre  lettres , mais  aussi  qu'il  se  présente  ou  qu’il  entre 
dans  la  somme  autant  de  fois  que  ces  lettres  peuvent  être  dis- 
posées différemment  entre  elles  , d'où  provient  ensuite  son 
coefîicient. 

/ / 

354-  Il  importe  donc  beaucoup  ici  de  savoir  de  combien  de 
manières  différentes  des  lettres , en  un  nombre  donné,  peuvent 
être  disposées  entre  elles.  Et  il  faudra  dans  cette  recherche 
faire  attention  surtout  si  Ips  lettres  dont  il  s’agit  sont  les 
mêmes  ou  diverses.  Quand  elles  sont  ks  mêmes , il  ne  peut  y 
avoir  de  permutation , et  c’est  aussi  pourquoi  les  puissances 
simples , comme  o’ , , a*,  etc. , ont  toutes  l’unité  pour 

coelGcient. 

355.  Nous  supposerons  d’abord  toutes  les  lettres  différentes; 
et  en  commençant  par  le  cas  le  plus  simple  qui  est  celui  de  deux 
lettres  ou  ab  , nous  voyons  que  ce  sont  évidemment  deux 
dispositions  qui  peuvent  avoir  lieu  , savoir  ab  et  ba. 

Si  nous  avons  trois  lettres , abc , à considérer , nous  re- 
marquons que  chacune  des  trois  pourrait  prendre  la  première 
place  , tandis  que  les  deux  autres  admettraient  deux  permu- 
tations. Car  si  a est  la  première  lettre , on  a les  deux  dispo- 
sitions abc , acb  ; si  b est  à la  première  place  , on  a les  dis- 
positions bac , bca;  enfin  si  c occupe  la  première  place  , on 
a de  même  deux  dispositions  , savoir  cab , cba.  Et  parconsé- 
quent  le  nombre  total  des  dispositions  est  3. a =6. 

Si  on  a quatre  lettres,  ahcd , chacune  peut  occuper  la 
première  place  ; et , dans  chacun  de  ces  cas , les  trois  autres 
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peuvent  former  six  dispositions  différentes  , comme  nous  ve- 
nons de  voir.  Le  nombre  total  des  permutations  est  donc 

4. 6 = 24  = 4-3. a.  I 

Si  on  a cinq  lettres , abcde , chacune  d’elles  pouvant  éga- 
lement se  trouver  la  première , et  les  quatre  autres  souffrir 
vingt-quatre  permutations,  il  s’ensuit  que  le  nombre  total 
des  permutations  sera 

5.24=  120  = 5.4.3.2.  t 

356.  Quelque  grand  parconséquent  que  soit  le  nombre  des 
lettres  , on  voit  assez  que , pourvu  qu’elles  soient  toutes  dif- 
férentes , il  est  facile  de  déterminer  le  nembre  de  toutes  leS 
permutations , et  qu’on  pourra  fdre  usage  delà  table  suivante  : 


Nombre  des  lettres,.  Nombre  des  permutations. 

1.  . . t = 1. 

2  2.1  =:  2. 

3  3.2.1  = 6. 

4  , • • • 4 3. 2.1  = 24. 

5  5. 4-3. 2.1  = 120. 

6  6. 5. 4-3. 2.1  = 720. 

7  7. 6. 5. 4. 3. 2.1  = 5o4o. 

8  8. 7. G. 5. 4-3. 2. 1 = 4o32o. 

9  9. 8. 7. G. 5. 4-3. 2.1  =362880. 

10.  ....  10. 9. 8. 7. G. 5. 4-3. 2.1  =3628800. 

etc. 


357.  Mais , comme  nous  l’avons  insinué , les  nombres  de 
cette  table  ne  peuvent  s’emplojrer  que  dans  les  cas  où  toute» 
les  lettres  sont  différentes;  car  si  deux  ou  plusieurs  d’entre 
elles  sont  les  mêmes , le  nombre  des  permutation»  deviebf 
beaucoup  moindre  : et  si  la  même  lettre  se  répète , on  n’a 
qu'une  seule  disposition.  Non»  allons  donc  voir  comment 
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les  nombres  de  la  table  doivent  être  diminués  suivant  lé 
nombre  des  lettres  semblables. 

358.  Quand  deux  lettres  sont  données  , et  que  ces  lettres 
sont  les  mêmes , les  deux  dispositions  se  réduisent  à une  seule  , 
et  parconséquent  le  nombre  que  nous  avions  trouvé  ci-dessus 
se  réduit  à la  moitié,  c’est-à-dire  qu’il  faut  le  diviser  par  a. 
5i  on  a trois  lettres  semblables , on  voit  six  permutations  se 
réduire  à une  seule  ; d’où  il  suit  que  les  nombres  de  la  table 
doivent  être  divisés  par  6 = 3 . a . i . Si  quatre  lettres  sont  les 
mêmes , il  faudra  diviser  les  nombres  trouvés  par  a4  ou  par 
4. 3. a. 1,  etc. 

Il  est  donc  facile  maintenant  de  déterminer,  par  exemple, 
de  combien  de  permutations  les  lettres  aaahbc  sont  suscepti- 
bles. Elles  sont  au  nombre  de  six , et.  parconséquent  si  elles 
étaient  toutes  différentes,  elles  admettraient  6. 5.4.3. a.  t 
permutations.  Mais  puisque  a se  trouve  trois  fois  dans  ces 
lettres , il  faudra  diviser  ce  nombre  de  permutations  par  3 . a . 1 ; 
et  puisque  h se  rencontre  deux  fois , il  faudra  encore  diviser 
par  a . 1 ; le  nombre  des  permutations  cherché  sera  donc 


3.a. I .ft. 1 


=60. 


35g.  Il  nous  sera  donc  facile  à présent  de  déterminer  les 
coeQlciens  de  tous  les  termes  d’une  puissance  quelconque. 
Nous  en  donnerons  im  exemple  sur  la  septième  puissance 

(a  + iy. 

Le  premier  terme  est  tü , qui  ne  se  rencontre  qu'une  fois  ; 
et  comme  tous  les  autres  termes  ont  chacun  sept  lettres , il 
s’ensuit  que  le  nombre  de  toutes  les  permutations  pour  cha- 
que terme  serait  7. 6. 5. 4-3. a.  1 , si  toutes  les  lettres  étaient 
dissemblables.  Mais  puisque  dans  le  second  terme  €^b  , on 
trouve  six  lettres  semblables , il  faudra  diviser  ce  produit-là 
par  6. 5. 4. 3. a.  1 ; d’où  il  suit  que  le  coeOicient  est 

7-6-5-4-S  «•!  r 

“ s.s.v.^.K.r  r* 

r B - • ” * 
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Dans  le  troisième  terme  c^bb , on  trouve  cinq  fois  la  même 
lettre  a , et  deux  fois  la  même  lettre  b ; il  faut  donc  diviser 
ce  nombre  d’abord  pat  5 .4-3 .a . i , et  ensuite  encore  par  a . v, 
d'où  résulte  le  coefficient 

7-6-5-4-S-sm  __  7^ 

S.4.3.a.i.i.ï  ■*”  1.»* 

Le  quatrième  terme  contient  quatre  fois  la  lettre  a , 
et  trois  fois  la  lettre  b ; parconséquent  le  nombre  total  des 
permutations  de  sept  lettres,  doit  être  divisé,  en  premier  lieu, 
par  4-3-a.i,  et  en  second  lieu  par  3.a.i,  ou  par  i.a.3, 
et  le  second  coefficient  devient 

y.g»5»4«3»f  1 7»6»5 

4.3.a.i.i«s.3  1.4.3* 

On  trouvera  de  la  même  manière  pour  le  coefficient 

du  cinquième  terme , et  ainsi  des  autres.  Ainsi  la  règle  donnée- 
plus  haut  se  trouve  démontrée. 

36o.  Ces  considérations  nous  conduisent  plus  loin  , et  nou» 
montrent  aussi  comment  on  doit  trouver  toutes  les  puissances  des 
racines  qui  sont  composées  de  plus  de  deux  termes.  Nous  en 
ferons  l’application  à la  troisième  puissance  de  a-\-b-\-c,  dont 
les  termes  doivent  être  formés  de  toutes  les  combinaisons  possi- 
bles de  trois  lettres , et  où  chaque  terme  doit  avoir  pour  coeffi- 
cient, comme  ci-dessus,  le  nombre  de  ses  permutations. 

La  troisième  puissance  de  (a  + 6-f-c)^  sera,  sans  passer  par 
la  multiplication , 

(^•\^aab-^'Saoc-^'Zabb-\^abc-^Zacc-\-b?^Zbbc’\-Zbcc-^-<^. 

J 

Supposons 

a=i,  fc=i,  c=i, 
le  cube  de  i -f-i-f-j,  ou  de  3,  sera 
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î»f-5  -f-3  -{-  3 -f-  6 -f-  3“|“i  -j-  3 3 1 — 27» 

Ce  résultat  est  juste  et  oonfirme  ta  règle. 

Si  l’on  avait  supposé 

a=iyb=i,  et  c=— J, 

on  aurait  trouvé  pour  le  cube  de  i+i — 1,  c’est-à-dire  de  1 

14.3— 3-f-5  — G + 3+1— 3 + 3— 1=1. 
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CHAPITRE  XII. 

Du  développement  des  Puissances  irrationnelles 
en  suites  infinies. 

3Si.  Cj  O M M E nous  avons  fait  voir  de  quelle  manière  ou  doit 
trouver  une  puissance  quelconque  de  la  racine  a-^-b , quelque 
grand  que  soit  l’exposant,  nous  sommes  en  état  d’exprimer  gé- 
néralement la  puissance  de  a -f*  é , dont  l'exposant  serait  indé- 
terminé. Il  est  évident  que  si  on  indique  cet  exposant  par  n,  on 
aura  par  la  règle  donnée  plus  haut  (art.  3^8  et  suiv-  ) : 


= a"~‘  6 - . - — ^ a*~*  A* 

' 1 1 a 

. n n — 1 71 — a . n n — 1 n — a 71— 3 . 

+ ’fr’-f-. .—^.—y-a"-*b*+  etc. 

' 1 a 3 ' a a 3 4 


36a.  Que  si  on  demandait  la  même  puis.sance  de  la  racine 
a — A , on  ne  ferait  que  changer  les  signes  des  second , qua- 
trième, sixième,  etc.  termes,  et  on  aurait 


(a  — A)*  = a"  — — a*~'A-f--.  - — wi"~*A* 

1 ta 

n n — 1 71—3  . - , n n — t n — a n — 3 . ... 

1 a O ^ 1 a 3 4 


363.  Ces  formules  sont  d’une  utilité  insigne  ; car  elles  ser- 
vent aussi  à exprimer  toutes  les  espèces  de  radicaux.  Nous 
avons  fait  voir  que  toutes  les  quantités  irrationnelles  peuvent  se 
-mettre  sous  la  forme  de  puissances  dont  les  exposans  sont  frac- 
tionnaires , et  que 
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a 13  14  I 

|/a=a»;  i/a  — ài,  ]/a~u*,ete, 
on  aura  donc  austi 

K(a+i)=(a  + 6)s  v/(a  + A)  = (a  + i)i 

l/(a-4-A)  = (a  + A)ï,  etc. 

C’est  pourquoi,  si  l’on  veut  trouver  la  racine  quarrée  de 
a -{-A,  on  n’a  besoin  que  de  substituer  à l’exposant  n,  la 
fraction  ^ dans  la  formule  générale  de  l’art.  56i , et  on  aura 
d’abord  pour  les  coefiiciens , 

n 1 n— 1 1 n — a 3 n — 3 5 

T~â’  4’  — 

n — 4 7 .«—5 q 

5 10  ’ 6 ~~  la' 

Ensuite 


_ i.  , , ' 1 ■— * 1 - 1 

fl’'  = o'=t/a;  a =-r-;  a =— etc. 

|/a  «|/a  aa^a 

Ou  bien  on  pourra  exprimer  ces  puissances  de  a de  cette  autre 
manière  : 

« B— 1 |/a  « — a a*  |/a  »— 3 a"  |/a 

a Kûjû  a*  a*’  o^~"a*’ 

»— ♦ a"  1/  a ^ 

® = 5ï'='2r  «**'=• 

3G4-  Cela  posé,  la  racine  quarrée  de  a-j-è  pourra  s’esc- 
primer  ainsi  qu’il  suit  : 

V”  (a+A)  = v'aH-  - A-^  — — . AA^^ 

1 1 3 «V'a  1 1 3 5,,  l/a 
^346  O-*  34^8 


Digilized  by  Google 


d’algèbre.  169 

365.  Si  donc  a est  un  nombre  quarré , on  pourra  tMÎgner  la 
valeur  de  \/a,  et  parconséquent  la  racine  quarrée  de  a + & 
pourra  être  représentée  par  une  tuite  inlînie  sans  aucun  signa 
radical. 


Soit , par  exemple , a—cc , on  aura 
1/  a = c; 

donc 


1/  (cc+W.)=:c  + “ 


ihb  1 5 M 

+ + 


On  voit  par  là  qu’il  n’est  aucun  nombre  dont  on  ne  puisse 
extraire  la  racine  quarrée  de  la  même  manière , puisque  tout 
nombre  peut  se  décomposer  en  deux  parties  dont  l’une  soit 
un  quarré  représenté  par  cc.  Si  on  cherche,  par  exemple, 
la  racine  quarrée  de  6 , on  fera 

6=4  + 3 > 

parconséquent 

cc=4,  c=2,  b=a  ; 

d’où  résulte 

l/G  = 2 + i ■’ i-etc. 

Y ^ iT  I U4  *o»4  * «i-v. 

Si  on  voulait  ne  prendre  que  les  deux  premiers  termes  d« 
cette  suite,  on  aurait 

1 » 

dont  le  quarré  est  de  5 plus  grand  que  6 ; mais  si  on  con- 
sidère trois  termes , on  a 


doÿt  le  quarré  est  encore  de  ~ trop  petit. 

366.  Puisque,  dans  cet  exemple,  i approche déjàbeaucoup 
de  la  valeur  vraie  de  )/6,  nons  prendrons  pour  6 la  quantité 
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équivilente  ^ Ainsi 

cc=îî;  c=i;  t=— f; 


et  calculant  seulement  les  deux  premiers  termes , neus  trot>* 
vous 


. . 
10  > 


le  quarré  de  cette  fraction  étant  ne  surpasse  que  de 
le  quarre  de  t 6. 

Faisant  maintenant 


de  sorte  que 


6=  - 'i 

^ ieo  4«o  1 


C = î’  et  6 = — 


7oÔ  9 


et  ne  prenant  encore  que  les  deux  premiers  termes,  on  a 


lîï 

r V— »•  49 


12  1 4g  •! 

7o  lg6o  tgtfo* 


dont  le  quarré  est  — Or  6 réduit  au  même  dénomi- 
nateur est  = ; l’erreur  n’est  donc  plus  que  de  37,-7»^. 

36 J.  On  pourra  de  la  même  manière  exprimer  la  racii^e 
cubique  de  a -1-  b par  une  séria  infinie.  Car  puisque 


V (a+i)  = > 

OTi  aura  dans  la  formula  générale  n=|,  et  pour  les  coeffi- 
ciens. 


n , n — I , n — a , n — 3 , n — 4 

1~i>—  —î 

etc.  ; 

et  quant  aux  puissances  de  0,  on  aura 
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î7* 


3 S 3 

! l/<i  Va  , l/a 

a’’  = l/c;  a"~*  = . — ;a"“*  = ; o"~’= — r;etc.; 

a aa 


donc 


î 

• V/a 


aa 


:l/a 


368.  Si  donc  a est  un  cube , tel  que  c*  , on  a 
J/a  = c , 

et  les  signes  radicaux  s’évanouiront  ; car  il  viendra 
y (c^  + i)=c-f- j.  — — J-.  4-  _4.etc. 


369.  Yoilà  donc  une  formule,  au  moyen  de  laquelle  on 
pourra  trouver  par  approximation  la  racine  cubique  d’un 
nombre  quelconque , puisque  tout  nombre  peut  se  partager 
en  deux  parties,  comme  + dont  la  première  soit  un  , 
cube. 

On  voudrait , par  exemple , déterminer  la  racine  cubique 
de  2 ; on  représentera  2 par  1 > ensorte  que  c=  t et/>=ii; 

parconséquent 

^3  = 1 +f  — J + — etc- 

Les  deux  premiers  termes  de  cette  suite  font  1 dont  le 

cube  H est  trop  grand  de  îf . Qu’on  fasse  donc 

' ——  12 

^ — jy  »7  * ‘ 

on  aura  ' - 

i ^îeti=— Jf, 
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l/2  = î+f.-,^ 


Ces  deux  ternies  font 

X -—ti 

i fl  71  * 

dont  le  cube  est  Or 

-_74«4« 

■* JTj  »4«  » 

ainsi  l’erreur  est  rfn^-  cette  manière  on  pourra  appro- 
cher de  plus  en  plus  de  la  racine , et  d’autant  plus  rapidement 
qu’on  prendra  un  plus  grand  nombre  des  premiers  termes  de  la 
suite. 
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CHAPITRE  XIII. 


Du  développement  des  puissances  négatives, 

370.  N OUS  avons  fait  voir  plus  haut  qu’on  peut  exprimep 
- par  ; on  peut  donc  de  même  exprimer  — î—  pgj. 

(a-f-6)-'  ; de  sorte  que  la  fraction  — g peut  être  regar- 
dée comme  une  puissance  dea  + i,  c'est-à-dire  celle  donU 
1 exposant  est  — i ; et  il  résulte  de  là  que  la  série  trouvés 
ci-dessus  pour  la  valeur  de  (a  + i)»  s’étend  aussi  à ce  cas. 

371.  Puis  donc  que  ^ ^ ^ signifie  autant  que  (a-j-6 
supposons  dans  la  formule  citée 


•I  *. 


nous  aurons  d abord  pour  les  coelllcicns , 


« ^ n — I 


1 ; 


n — a 


’ 3 ~ 

«t  ensuite  pour  les  puissances  de  a 


1 ; 


n — 5 


a"  ==■«—* 
ainsi 


> — ^ — = — ijetc.' 

û~*  = - ; a"~*  =:a“®  = ~ ; a""*  = a*-* -L- 

a a»’**  — 


* I b*  b> 

o-f-b  a a‘'(é  «+"^03 


etc»' 


etc. 


I 
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«t  c'est  la  mâme  suite  que  nous  avons  déjà  trouvée  plus  haut 
la  division. 

372.  De  plus  étant  autant  que  (a réduisons 

aussi  cette  formule  ’ en  une  suite  infinie.  II  faudra  pour  cet 
effet  supposer 


71= 2, 

et  nous  aurons  pour  les  coefficiens 

n 2 71 — 1 3 7t— 2 

~3~~' 

et  pour  les  puissances  de  a : 

i 


etc 

3’  4 “ 4’  * 


û"  = -;  «->=-•.  a-’=  etc. 

Nous  obtenons  donc 

. 7^_.  1 ' I . b ,,,  bb  » 5 4 /-l 


4.  i i f * — etc 


Or 


1 0-*  ’ < * À • 2.  ’ ptr 

V 2,  _4,  fî-T-t 


Parconséquent  nous  avons 
I 1 


b , ^b*  y , rb*  : 

2-5-4-  3-7 — 4-r+  5-r — 6-74-7-T — 

rri  ‘ rr\  ^ • n'>  o7  ' fl* 


a’ 


(a  I by  a*  ~ a*  'a 

373.  Continuons,  et  supposons 

71  = — 3, 

nous  aurons  une  suite  qui  exprimera  la  valeur  de 


ou 
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de  ( a-f*  ^ y~*~  coefiiciens  sont , 


n J «-1 ^ n-a , n-5 

7~  *'  3 ~ ‘*4 


■îJ  «te. 


et  les  puissances  de  a deviennent  : 

c"  = a»-*  ; a— = ÿ;  etc. 

ce  qui  nous  donne  : 

2 ~2 ’ — -f-^  ’ - ^ - -——etc 


(a + 6)^ 


_i  a ^ ,c^  ^ 

= T — 3-7+°rr“*0“s'  + t5--— ai  -T 
a-’  a+  a®  a®  a' 


è®  6'  i* 

+ “8  ^-36^+45  |r-etc. 

Faisons  encore 

n = — 4, 

nous  aurons  pour  les  coelEcient,  - 
n , n-i  , n-3 


4 

1 > 


. n-3 

— , ; ^ i » •te* 


et  pour  les  puissances  , 


I 

=i  > “"^=  “”^’=  etc. 

d’où  l’on  tire  : 

(a-f-ù)^  a*  ’ â^^‘  *'a®  • a* 

_ » / * . fr*  A®  . M i* 

+ ^+35^-5G  ^-hetc. 
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374-  Les  différens  cas  que  nous  venons  de  considérer,  nou# 
mettent  en  état  maintenant  de  conclure  avec  certitude  qu’ou 
aura  généralement  pour  une  puissance  négative  quelcon- 
que de  a -f-ù: 


1 I m 

a™  1 


m-j-a 

~T~ 


P 


-f-  etc. 


b 

^n+i 


m m-f-i  6*  m m-f-t 
I ' a ■ a’"'*'*  ’ï”'  a 


t 


Et  on  peut , moyennant  cette  formule , transformer  tontes 
ces  espèces  de  fractions  en  suites  infinies , en  substituant  même 
à 7»  des  factions , afin  d'exprimer  des  formules  irration- 
nelles. 


SyS.  Pour  éclaircir  encore  davantage  cette  matière , nous 
joindrons  ici  les  considérations  qui  suivent. 

Nous  avons  trouvé  ; 

1 I é , 6*  PM  P . . 

Si  nous  multiplions  cette  suite  par  a-f-b,  il  faut  que 
le  produit  soit  =:  1 ; et  cela  se  trouve  vrai , comme  on  peut 
s’en. assurer,  en  effectuant  la  multiplication  : 

I b M PM  P , 
a M P 

a-f-i 


b , M P , M P , 

* 1 — r T 

a û*  a'  M a® 

h P , P M , P 

+ — + -TT-  — -4-  —etc. 

• a a ' P M P. 


Prod.  = 1. 
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37S.  Nous  avons  trouvé  aussi 

(c-f-A)*  aa  a‘  cû  ' 

Si  on  multiplie  donc  cette  suite  par  (a  il  faut  «lue  la 

produit  soit  pareillement  = 1 . Or 

, (a  + i)*  = aa+2ai 

voici  donc  le  plan  de  l’opération  : 

1 26  , Zhb  iP  , 6i®  , 

aa  a?  câ'  à‘  a®  cû. 

' art  -f"  2ai  -f-  bh 


ai 

3bb 

4Z>3 

+ 

SP 

SP  , 

a 

aa 

— + ®tc. 

ai 

if>b 

8i+ 

loP 

a 

aa 

aS 

+ -^5 etc. 

+ 

bh 

3M 

aa 

~~ 

+ 

P 

T + ®tc. 

a*  ' 

Le  produit  total  = 1 . 

577.  Que  si  l’on  ne  multipliait  que  para-{-&  la  série  tron« 
vée  pour  la  valeur  de  — , il  faudrait  que  le  produit  ré- 
pondit à la  fraction  - ^ , ou  fût  égal  à la  série  trouvée 

ci-dessus , 

1 h , bb  M 

--r-j — 3"  ~T  ~t~  ~ï'  ““etc. 

a a‘  a*  a* 


et  c’est  ce  que  la  multiplication  effectire  confirmera.’ 

M 
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1 aft  , Zbb  àP  5M 

— — — J-  — — r — j-  — f etc. 

aa  <r  a®  g® 

a-\-b  ' 


1 ai  . 5bb  Ab^  . 5A^ 

'*  T •"  “x  “t"  — 5“  —etc. 

a aa  ar  G*  a® 

, b aii  . 3i3  4M 

H — 3~  H“  — ï" 5" 

’ aa  a*  a® 

„ , 1 b bb  ¥ M 

Prod.  — =• -4-  -5 ®tc. 

‘ a aa  ur  a+  * o® 
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SECTION  TROISIÈME. 

Des  Hapports  et  des  Proportions. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Du  Rapport  arithmétique.,  ou  de  la  différence 

entre  deux  nombres.  '■ 


378.  XJ  EUX  grandeurs  sont  égales , ou  elles  ne  le  sont 
pas.  Dans  ce  dernier  cas  où  l’une  est  plus  grande  que 
l’autre  , on  peut  envisager  leur  inégalité  sous  deux  points 
de  vue  dÜTérens  ; on  peut  demander  de  combien  une  des 
quantités  est  plus  grande  que  l’autre.  On  peut  aussi  de- 
mander combien  défais  l’une  contient  l’autre.  Les  détermi> 
nations  qui  forment  les  réponses  à ces  deux  questions , se 
nomment  toutes  deux  des  rapports  ou  des  raisons  ; on  a cou- 
tume de  nommer  la  première  rapport  arithmétique , et  la  se- 
conde rapport  géométrique , sans  cependant  que  ces  dénomi- 
nations aient  aucune  liaison  avec  la  chose  même  ; c’est  arbi- 
trairement qu’elles  ont  été  adoptées  (*). 

379 . On  s’imagine  bien , sans  doute , qu’il  faut  que  les  gran- 
deurs dont  nous  parlons  soient  d’une  même  espèce , puisque 
sans  cela  on  ne  pourrait  rien  déterminer  au  sujet  de  leur 
égalité  ou  de  leur  inégalité.  Il  serait  absurde , par  exemple  , 


(*)  11  vaut  mieux  dire  : différence  et  quotient. 


Ma  * 
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de  demander  si  deux  unités  de  poids  et  trois  unités  linéaire! 
sont  des  quantités  égales  ; c’est  pourquoi , dans  ce  qui  va 
suivre  , il  ne  peut  être  question  que  de  quantités  d’une  même 
espèce  ; et  comme  elles  peuvent  toujours  être  assignées  en 
nombres  , ce  n’est  aussi , comme  nous  en  avons  averti  dès 
le  commencement , que  de  nombres  dont  il  sera  question. 

380.  Quand  on  demande  de  deux  nombres  donnés  , de 
combien  l’un  est  plus  grand  que  l’autre , la  réponse  à cette 
question  détermine  le  rapport  arithmétique  de  ces  deux  nom- 
bres. Or  puisque  cette  détermination  sè  fait  en  indiquant  la 
différence  des  deux  nombres , il  s’ensuit  qu’im  rapport  arith- 
métique n’est  autre  chose  que  la  différence  entre  deux  nombres. 
Et  comme  ce  mot  différence  nous  paraît  une  expression  plus 
propre  , nous  réserverons  celles  de  rapport  ou  raison  pour 
exprimer  les  rapports  géométriques. 

38 1.  La  différence  entre  deux  nombres  se  trouve  , comme 
on  sait,  en  soustrayant  le  plus  petit  du  plus  grand  ; rien  de 
pins  facile  parconséquent  que  de  résoudre  la  question,  de 
combien  l’un  est  plus  grand  que  l’autre.  Dans  le  cas  donc  où  les 
nombres  sont  égaux,  la  différence  étant  nulle  ou  zéro,  si  l’on 
demande  de  combien  un  des  nombres  est  plus  grand  que 
l’autre  , on  répondra,  de  zéro.  Par  exemple,  6 étant  =2.3, 
la  différence  entre  6 et  2.3  est  o. 

382.  Mais  lorsque  les  deux  nombres  ne  sont  pas  égaux , 
comme  5 et  3,  et  qu’on  demande  de  combien  5 est  plus  grand 
que  3,  la  réponse  est  2;  et  elle  se  détermine  en  soustrayant 
3 de  5.  De  même,  i5  est  plus  grand  que  5 de  ro;  et  20  sur- 
passe 8 de  12. 

383.  Nous  avons  donc  trois  choses  à considérer  ici  : 1®.  le 
plus  grand  des  deux  nombres  ; 2°.  le  plus  petit , et  3°.  la  dif- 
férence. Et  ces  trois  quantités  ont  entre  elles  une  liaison 
telle  que  deux  des  trois  étant  données  , elles  déterminent 
toujours  la  troisième. 

Soient  le  plus  grand  nombre  = a,  le  plus  petit  = et  1» 
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différence  = d;  on  trouvera  la  différence  d en  soustrayant  b 
de  a,  de  façon  que 

d—a  — b\ 

d’où  l’on  voit  comment  a et  ù étant  donnés , on  peut  trouver  d. 

384.  Mais  si  c’est  la  différence  qui  est  donnée  avec  le  plus 
petit  des  deux  nomlires , ou  ù , ce  sera  le  nombre  plus  grand 
qu’on  pourra  déterminer,  savoir,  en  ajoutant  ensemble  la 
différence  et  le  nombre  pins  petit , ce  qui  donne 

a — b-\-d. 

Car  si  on  ôte  de  i + <£  le  moindre  nombre  ù , il  reste  d , qui 
est  la  différence  connue.  Soit  le  moindre  nombre=ia,  la 
différence  = 8 , le  nombre  plus  grand  sera  = ao. 

385.  Enfin  si,  outre  la  différence  d,  le  plus  grand  nombre 
O est  donné,  on  trouve  l’autre  nombre  b en  soustrayant  la 
différence  du  plus  grmid  nombre , ce  qui  fait  qu'on  a 

b— a — d. 

Car  si  j'ôte  le  nombre  a — d du  nombre  plus  grand  a , il  reste 
d qui  est  la  différence  donnée.  ^ 

386.  La  liaison  entre  ces  trois  nombres  a,  b,  d est  donc 
telle  qu’on  en  tire  les  trois  déterminations  suivantes  : 

I*.  d=a — b;  a“.  a=ù-f-d;  3°.  i=o — d; 

•t  si  l’une  de  ces  trois  comparaisons  est  juste  , il  faut  nécessai- 
rement que  les  deux  autres  le  soient  aussi.  Donc,  en  général, 
si  / 

z = x+y , 

3 faut  absolument  que 

yssi-^x,  et  xxzz-—y. 
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387.  n est  à remarquer  au  sujet  de  ces  raisons  arithméti- 
ques, que  si  l’on  ajoute  aux  deux  nombres  a et  è un  nombre 
c pris  à volonté  , ou  qu’on  l’en  soustraie  , la  différence  reste 
la  meme  ; c’est-à-dire  que  si  d est  la  différence  entre  a et  b , 
ce  nombre  d sera  aussi  la  différence  entre  a-f-c  et  6-f-c,  et 
entre  a — c et  6 — c.  Par  exemple,  la  différence  entre  les 
nombres  ao  et  12  étant  8,  cette  différence  restera  la  même, 
quelque  nombre  qu’on  ajoute  à ces  nombres  ao  et  la,  et 
quelque  nombre  qu’on  en  retranche. 

388.  La  preuve  en  est  évidente.  Car  si 

. a — br=d 

on  a aussi 

(a+c)  — (i  + c)  = tf, 

et  de  même 

(a  — c)  — (i  — c)=rf. 


38q.  Si  on  double  les  deux  nombres  a et  b , la  différence 
deviendra  double  aussi.  Ainsi  quand 

a — b~d, 

on  aura 

ac  — a&=a<f  ; 


et , en  général , 

na — nb  — nd, 
quelque  nombre  qu’on  prenne  pour  n. 
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CHAPITRE  II. 

De  la  Proportion  arithmétique  , ou  de  Véquî-^, 
différence  if'). 

3go.  IjORSQDE  deux  rapports  arithmétiques  sont  égaux,  leur 
égalité  se  nomme  une  proportion  arithmétique,  ou  une  équi- 
dijference.  / 

Ainsi  quand  , . 

a — br=zd  et  P — q~d, 

desorte  que  la  différence  est  la  même  entre  les  nombres  petq, 
qu’entre  les  nombres  o et  ij  on  dit  que  ces  quatre  nombre* 
forment  une  proportion  arithmétique  ; on  l’écrit^ainsi  . 

a — b=p  — q,  . lO: 

f' 

et  on  indique  clairement  par  là  que  la  différence^  entre  a et  b 
est  égale  à la  différence  entre  p et  q. 

3qi.  Une  proportion  arithmétique  consiste  donc  dans  quatre 
termes  qui  doivent  être  tels  que  si  on  soustrait  le  second  du 
premier , le  reste  se  trouve  le  même  que  celui  qu’on  obtient 
en  soustrayant  le  quatrième  du  troisième.  Ainsi  ces  quatre 
nombres  12,  7,  g,  4 forment  une  proportion  arithmétique, 
parceque  . — y 

12  —7  = 9 — 4. 

5q2.  Quand  on  a une  proportion  arithmétique  comme 
a — b=p  — q, 

,r 

(')  Ce  qui  sifuiiGe  égalité  entre  deux  liifféreneet  dénomiaation  préfé- 
taUc  il  la  première,  pareequ’eUe  est  nue  dtliuilion.  , w 

" M 4 * 
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on  peut  faire  changer  de  place  au  second  et  au  troisième 

terme  , en  écrivant 

a— P = b — q-, 

cette  égalité  ne  sera  pas  moins  vraie.  Car  en  supposant 
a — b — p — q, 

qu’on  ajoute  d'abord  b des  deux  côtés,  on  aura 
a=zb  -4-p-^q\ 

qu’on 'soustraie,  ensuite  p des  deux  côtés,  il  viendra 


a — p = b — q. 

Ainsi,  comme 

13  — 7=9—4, 

on  a aussi. . ! 

13  — 9 = 7 — 4. 

3g3.  On  peut  aussi , dans  toute  proportion  arithmétique  , 
mettre  le  second  terme  à la  place  du  premier , si  on  Fait  en 
même  temps  une  transposition  pareille  du  troisième  et  du 
quatrième.  C’est-à-dire  que  si 

a — bz=p  — q, 

on  aura  aussi  ... 

b — a = q—p. 

Car  b — a est  la  négative  de  a—rb,  et  de  même  q—-p  est  la 
négative  de  p — q.  Ainsi , puisque 

19  — 7=9  — 4, 


on  a pareillement 

7—12  = 4 — 9. 

3ç)4-  Mais  la  propriété  principale  d’une  proportion  arithmé- 
tique quelconque,  est  celle-ci  : que  la  somme  du  second  et  du 
troisième  ferme  esî  constamment  égale  à la  somme  du  premier 
et  du  quatrième  terme.  Cette  propriété , à laquelle  il  faut 
bien  faire  attention,  s’exprime  aussi  de  cette  façon  : la  somma 
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des  moyens  est  égale  à la  somme  des  extrêmes.  Ainsi,  comme 

12—7=9—4, 

on  a 

7 + 9 = 12+4; 

et  en  effet  la  somme  est  i6  de  part  et  d’autre. 

3g5.  Soit,  pour  démontrer  cette  propriété  principale, 

a — b=p — q, 

si  on  ajoute  de  part  et  d’autre  b-\-q , on  a 
c+9  = 6+p; 

c’est-à  dire  que  la  somme  du  premier  et  du  quatrième  terme 
est  égale  à la  somme  du  second  et  du  troisième.  Et  récipro- 
quement, si  quatre  nombres,  a,  b,  p,  q , sont  tels  que  la 
somme  du  second  et  du  troisième  est  égale  à la  somme  du 
premier  et  du  quatrième , c’est-à  dire  que 

i + p=a  + q; 

on  en  conclut,  avec  certitude,  que  ces  nombres  sont  en  propor- 
tion arithmétique , et  que 

a—b=p  — q. 

En  effet , puisque 

I 

c + q=4+p, 

si  on  soustrait  de  l’un  et  de  l’autre  membre  i+q , on  obtient 
a — i=p — q. 

Ainsi  les  nombres  i8 , i3,  i5,  lo  étant  tels  que  la  somme 
des  moyens  i3+ 16  = 28  est  égale  à la  somme  des  extrêmes 
18  + 10=28,  on  est  certain  qu’ils  forment  aussi  une  propor- 
tion arithmétique,  et  que  parconséquent 
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18-— 13  = i5  — 10, 


18C 


SgG.  Il  est  facile , au  moyen  de  la  propriété  dont  nous  par- 
lons, de  résoudre  la  question  qui  suit  : les  trois  premiers  ter- 
mes d’une  proportion  arithmétique  étant  donnés , trouver  le 
quatrième.  Soient  a,  b,  p ces  trois  premiers  termes,  et  ex- 
primons par  q le  quatrième  qu’il  s’agit  de  déterminer  ; nous 
aurons 

f 

a + q = b-\-p- 

soustrayant  ensuite  a de  part  et  d'autre , nous  obtenons 
q-=b-\~p — a. 


Ainsi  le  quatrième  terme  se  trouve  en  ajoutant  ensemble  le 
second  et  le  troisième , et  en  soustrayant  de  cette  somme  le 
premier.  Supposez,  par  exemple,  que  iq,  a8,  i3  soient  les 
trois  premiers  termes  donnés , la  somme  du  second  et  du  troi- 
sième est  =4*  > ôtez-en  le  premier,  qui  est  19  , il  reste  as 
pour  le  quatrième  terme  cherché  , et  la  proportion  arithmé- 
tique sera  indiquée  par  . 


on  par 
ou  par 


19  — a8ssi3— 33, 
a8 — 19=33 — 13, 
a8  — 32  = 19 — 13. 


397.  Lorsque  dans  une  proportion  arithmétique  le  second 
terme  est  égal  au  troisième , on  n’a  que  trois  nombres , mais 
dont  la  propriété  est  telle  que  le  premier  moins  le  second 
fait  autant  que  le  second  moins  le  troisième,  ou  bien  que  la 
différence  entre  le  premier  et  le  second  nombre  est  égalé  a la 
difrérence  entre  le  second  et  le  troisième.  Les  trois  nombres 
19,15,  11  satisfont  à cette  condition , puisque 


19  — i5  = i5  — 11. 
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3g8.  On  dit  de  trois  nombres  tels  que  ceux-là , qu’ils  for- 
ment une  proportion  arithmétique  continue , et  on  la  désigne 
quelquefois -par  le  signe  en  écrivant,  par  exemple,  4-19» 

1 5 , 11.  On  nomme  aussi  ces  sortes  de  proportions , des  pra- 
pressions  arithmétiques , surtout  s’il  y a un  plus  grand,  nombre 
de  termes  consécutifs  soumis  à la  même  loi. 

Une  progression  arithmétique  peut  être  ou  croissante  ou 
décroissante.  La  première  dénomination  lui  convient  quand 
les  termes  vont  en  augmentant , c’est-à-dire  quand  le  second 
surpasse  le  premier  , et  que  le  troisième  surpasse  d'autant  le 
second,  comme  ces  nombres-ci,  4 >7»  lo-  La  progression 
décroissante  est  celle  où  les  termes  vont  toujours  en  diminuant 
de  la  même  quantité  : tels  sont  les  nombres-;  9 , 5 , 1 . 

399.  Supposons  que  les  nombres  a , b,  c soient  en  progres- 
sion arithmétique , il  faut  que 

a — b=b — c; 

d’où  il  suit,  à cause  de  l’égalité  de  la  somme  des  extrêmes 
et  de  celle  des  moj'ens , que 

aù=a-f-c; 

et  si  on  soustrait  a de  part  et  d’autre , on  a 
c=nb — a. 

400.  Ainsi  quand  les  deux  premiers  termes , a,  b , d’une 

progression  arithmétique  sont  donnés , on  trouve  le  troisième 
en  ôtant  le  premier  du  double  du  second.  Soient  1 et  3 les 
deux  premiers  termes  d’une  progression  arithmétique  , le  troi-  ^ 
sième  sera  = a . 3 — 1 5.  Et  ces  trois  nombres  1 , 3 , 5 don- 

nent la  proportion 

1—3=3  — 5. 

401.  On  peut,  en  suivant  la  même  voie  , aller  plus  loin  et 
continuer  la  progression  arithmétique  aussi  loin  qu’on  voudra  ; 
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on  n‘a  qu'à  chercher  le  quatrième  terme  moyennant  le  second 
et  le  troisième,  de  la  même  manière  qu’on  a déterminé  la 
troisième  au  moyeu  du  premier  et  du  second , et  ainsi  de  suite. 
Soit  a le  premier  terme , et  6 le  second , on  aura 
le  troisième 


le  quatrième 

le  cinquième 
* 

le  sixième 


i=zab  — a. 


=4^ — aa—b'=Zb — an. 


=G6 — 4“ — <ib~\-  az=4[b  — 3a, 


= 86 — 6a — 36  za—5b  — 4a,. 

le  septième 

= io6---8a — 4^  + 3a=66  — 5a^ 
etc. 


Digitized  by  Google 


d'algèbre. 


189 


CHAPITRE  III. 

De  la  Progression  arithmétique ^ ou  de  Téqui- 
différence  (*). 

402.  IN'ows  avons  insinué  qu’on  nomme  progression  arithmé- 
tique , ou  suite  par  équi-différences , une  suite  de  nombres , 
composée  d’autant  de  termes  qu’on  veut , lesquels  croissent  ou 
décroissent  toujours  d’une  même  quantité. 

Ainsi  les  nombres  naturels,  écrits  par  ordre,  comme  1 , 
3,  3,  4;  5,  6,  7,  8,  9,  10 , etc. , forment  une  progression 
arithmétique , parcequ’ils  augmentent  toujours  de  l’unité  ; et 
la  suite  25,  22,  19,  16,  i3,  10,  7,  4>  aussi 

une  telle  progression,  puisque  ces  nombres  diminuent  cons- 
tamment de  3. 

4o3.  Le  nombre  ou  la  quantité  dont  les  termes  d’une  pro- 
gression arithmétique  deviennent  plus  grands  ou  plus  petits  , 
se  nomme  la  différence.  Ainsi  quand  le  premier  terme  est 
donné  avec  la  difiTérence , on  peut  continuer  la  progression 
arithmétique  aussi  loin  qu’on  voudra.  Soient,  par  exemple,  le 
premier  terme  =2 , et  la  différence  =3 , on  aura  la  progression 
croissante  qui  suit  : 2,  5,8,  ii , i4 , 17,  20,  23 , 26;  29,  etc. 
où  chaque  terme  se  trouve  en  ajoutant  la  différence  au  terme 
précédent. 

4o4-  On  a coutume  d’écrire  les  nombres  naturels , 1 , 3,5, 
4’,  5,  etc.,  au-dessus  des  termes  d’une  telle  progression 
arithmétique,  afin  de  reconnaître  facilement  le  rang  d’un 
terme  quelconque  dans  la  progression.  On  peut  nommer  ces 


(*)  Cette  difnommation  est  préférable  à l'aatre,  en  ce  qu'elle  déGoit  uue 
suite  de  tenues  entre  lesquds  règne  toujours  la  même  différence. 

M* 
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nombres  écrits  au-dessus  des  termes,  àtsindices.  Ainsirexempla 

cité  s’écrira  comme  il  suit  : 

Indices,  i,  a,  3,  5,  6,  7,  8,  g,  10,  etc. 

Prog.  arithm.  a , 5 , 8 , 1 1 , 14 , 17 , 20 , a3 , aG , ag  , etc., 
où  l’on  voit  que  ag  est  le  dixième  terme. 

405.  Soit  a le  premier  terme,  et  soit  d la  différence;  la 
progression  arithmétique  continuera  dans  cet  ordre  ; 

ia3  45  G 7,  etc. 

a, a +d,n-|-  ad, a +3d,a-f-4d,a  -f-  5d,a  -|-Gd , etc. , 

il  est  facile  de  trouver  de  suite  un  terme  quelconque  de  la 
progression,  sans  qu’il  soit  nécessaire  de  connaître  tous  lei 
termes  précédens , et  uniquement  par  le  moyen  du  premier 
terme  a et  la  différence  d.  Par  exemple,  le  dixiéme  terme 
sera  =a-f-gd,  le  centième  terme  =a-)-9gd,  et  en  général  le 
terme  quelconque  sera  =a-f-(n — i)d. 

406.  Lorsqu’on  s’arrête  en  quelqu’endroit  de  la  progression,  ^ 
il  est  essentiel  de  faire  attention  au  premier  et  au  dernier 
terme,  et  l’indice  du  dernier  indiquera  le  nombre  des  termes. 
Si  donc  le  premier  terme  a , la  différence  =d,  et  le  nombre 
des  termes  =n,  on  a le  dernier  terme  =a+(n — i)d, 
lequel  se  trouve  parconséquent  en  multipliant  la  différence  par  ' 
le  nombre  des  termes  moins  un , et  ajoutant  à ce  produit  le 
premier  terme. 

Supposez , par  exemple  , une  progression  arithmétique  de 
cent  termes,  dont  le  premier  =4»  et  dont  la  différence  soit 
r=3;  le  dernier  terme  sera  =4  + 3.gg=3oi. 

407.  Lorsqu’on  connaît  le  premier  terme  a et  le  dernier  * , 
avec  le  nombre  des  termes  =n,  on  peut  trouver  la  différence  d.  - 
Car  puisque  le  dernier  terme 

Z = a + (n — 0 > 

si  on  soustrait  départ  et  d autre  a,  on  obtient 
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Z — a=(n — i')d. 


Ainsi  en  soustrayant  le  premier  terme  du  dernier,  on  a le 
produit  de  la  dilFérence  multipliée  par  le  nombre  des  termes 
moins  un.  On  n’aura  donc  qu’à  diviser  z — a par  n — i pour 

obtenir  la  valeur  cherchée  de  la  différence  d,  qui  sera= . 

^ n — 1 

Ce  résultat  fournit  cette  règle  ; on  soustrait  le  premier  terme 
du  dernier  , et  on  divise  le  reste  par  le  nombre  des  ter- 
mes , diminué  de  l’unité  ; le  quotient  est  la  différence  par 
le  moyen  de  laquelle  on  est  en  état  ensuite  d’écrire  toute  la 
progression. 

4o8.  Supposons,  par  exemple,  une  progression  arithméti- 
que de  neuf  termes,  dont  le  premier  soit  = a,  et  le  dernier 
= 26,  et  qu’il  s’agisse  de  trouver  la  différence.  Il  faudra  donc 
soustraire  le  premier  terme  a du  dernier  a6,  et  diviser  le 
reste,  qui  est  24,  par  g — 1 , c’est-à-dire  par  8;  le  quotient  3 
sera  égal  à la  différence  cherchée,  et  la  progression  entière 
sera  ; 

1234  ^ ^ 7 ^9 

2,  5,  8 , 11 , 14,  17,  20,  a3,  26. 

Supposons,  pour  donner  un  autre  exemple,  que  le  pre- 
mier terme  soit— 1 , le  dernier =a , le  nombre  des  termes 
= 10,  et  qu’on  demande  la  progression  arithmétique  qui  ré- 
pond à ces  suppositions.  Nous  aurons  aussitôt  pour  la  diffé- 
rence - , et  de  là  nous  conclurons  que  la  progres- 

sion est 

ia  3 4 5 6 7i8  910 

*9»  *7>  *»>  *9»  *'9> 

Autre  exemple.  Soit  le  premier  terme  = 2 f , le  dernier 
= ta  J,  et  le  nombre  des  tennessy  : on  aura  la  différenca 
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lar— flf 
7-1 
ûon  J 


= =75  = 1 îi  > parconséquent  la  progres- 

1334^^  7 

35»  4h,  5[|,  7.'i,  gi,  10}^,  12X. 


409.  Maintenant  si  les  données  sont  le  premier  terme  a , le 
dernier  terme  z et  la  différence  d , elles  font  trouver  le  nom- 
bre des  termes  n.  Car  puisque 

Z — a=  (re — 


on  divisera  des  deux  côtés  par  d,  et  on  aura 


= n — i. 


Or  n étant  de  1 plus  grand  que  n—  1 , on  a 


Parconséquent  le  nombre  des  termes  se  trouve  en  divisant 
la  différence  entre  le  dernier  et  le  premier  terme , ou  a — a , 
par  la  différence  de  la  progression , et  en  ajoutant  l’unité  au 


. Z — a 
quotient  — 


- Soient,  par  exemple,  le  premier  terme =4,  le  dernier  = 100, 
et  la  différence  = 13  Me  nombre  des  termes  sera^^^ — ^ + »» 

13 


ét  voici  quels  seront  ces  neuf  termes  : 


i33'4  5678  9 

4 , 16  , 28 , 4°  J 53 , 64 , 76 , 88  , 100.  r 

Si  le  premier  terme  ='2,  le  dernier  =6 et  là  différence 

zzir,  le  nombre  des  termes  sera  ~4  -l-i—4>et  ces  quatre 

ij  , 

termes 
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3,  3’j.  4\.  6. 

Soit  encore  le  premier  terme  = 3 7 , le  dernier  ■=  7 i , et  la 

7 - — 3 ‘ 

différence = j le  nombre  des  termes  sera=  — — j f- 1 4 J 

* » 

et  voici  ces  quatre  termes  : 

3ï.4|. 


410.  Mais  il  faut  obsen^er  que  le  nombre  des  termes  de« 
Tant  être  nécessairement  entier,  si  on  n’avait  pas  trouvé  un 
tel  nombre  pour  n dans  les  exemples  de  l’article  précédent^ 
les  questions  auraient  été  absurdes. 


Toutes  les  fois  donc  qu’on  ne  trouvera  pas  un  nombre  en* 

lier  pour  la  valeur  de  ~ , il  sera  impossible  de  résoudre  la 

question;  et  parconséquent,  pour  que  ces  sortes  de  questions 
soient  possibles  , il  faut  que  z — a soit  divisible  par  d. 


41 1.  On  conclura  de  ce  que  nous  avons  dit,  qu’on  a ton* 
jours  quatre  quantités  ou  élémens  à considérer  dans  une  pro* 
gression  arithmétique: 


I*.  le  premier  terme  a, 

3*.  le  dernier  terme  z , 

3®.  la  différence  tf , 

4*1  le  nombre  des  termes  n. 


Et  les  relations  entre  ces  quatre  quantités  sont  telles  que 
trois  d’entre  elles  étant  connues,  on  est  en  état  d'assigner  la 
quatrième  ; car  : 

1*.  Si  O,  d et  R sont  connus , on  a 

z=o-f-(n--i  )d. 

N 
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a*.  Si  et  n sont  connus,  on  a 


a=z  — (n — i)J. 
3*.  Si  a , Z et  n sont  connus , on  a 

d=^. 

n—  1 

4*.  Si  a,  Z et  d sont  connus , on  a 
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CHAPITRE  IV. 

De  la  Sommation  des  Progressions  arithmé- 
tiques, ou  des  Suites  par  équi-différences. 

jfi2.  On  a souvent  besoin  de  la  somme  des  termes  d’uns 
progression  arithmétique.  On  la  trouverait  en  ajoutant  ensem- 
ble tous  les  termes  ; mais  comme  cette  addition  serait  très- 
longue  dans  le  cas  où  la  progression-  consisterait  en  un  grand 
nombre  de  termes , on  a imaginé  une  règle  par  le  secours  de 
laquelle  on  trouve  très-facilement  la  somme  dont  nous  parlons. 

4i3.  Nous  considérerons  d’abord  une  progression  de  cette 
espèce  qui  soit  donnée , et  telle  que  le  premier  terme  = a , la 
différence  3,  le  dernier  terme  = 39,  et  le  nombre  de» 
termes  ==  lo  : 

133456789  10 

3,  5,  8,11,14,17,30,33,36,  39. 

De  ce  que , dans  cette  progression , la  somme  du  premier  et 
du  dernier  terme  =3i,  la  somme  du  second  et  du  pénul- 
tième =:3i  ,1a  somme  du  troisième  et  de  l’antépénultième  =3i, 
et  ainsi  de  suite , nous  conclurons  que  la  somme  de  deux 
termes  quelconques  également  éloignés,  l’un  du  premier  et 
l’autre  du  dernier  terme  , est  toujours  égale  à la  somme  du 
premier  et  du  dernier  terme. 

41 4-  H est  facile  d’en  saisir  la  raison.  Car  si  nous  supposons 
le  premier  terme  = a , le  dernier  = z , et  la  différence  = cî , la 
fomme  du  premier  et  du  dernier  terme  est  =a  -j-z;  le  se- 

N a * 
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cond  terme  étant  ■=.a-\-d , et  le  pénultième  ~z  — d , la 
«lomme  de  ces  deux  termes  est  aussi  = a -f-  z.  Ensuite  le  troi- 
sième termï  étant  a + zd , et  l’antépénultième  =z  — ad,  il 
est  clair  que  ces  deux  termes  ajoutés  ensemble  font  aussi 
On  démontrera  la  même  chose  de  tous  les  autres. 

4i5.  Donc  pour  parvenir  à déterminer  la  somme  de  la  pro- 
gression proposée , on  écrira  dessous , terme  pour  terme  , la 
même  progression  prise  à rebours,  et  on  fera  l’addition  des 
termes  correspondans  comme  il  suit  : 

a-f-  5-f-  8 -f- 1 1 14+ 17 + ao  + a3-f-a6 -f- aq 
a_q  -f-  36  -f-  !»3  -f-  30  -f-  17  -|-  i4-f-  1 1 + 8 -f-  5 a / 


3i  -|-3x  +3i  -f-3i  4-3i  +3i  -f-3i  -f-3i  4-3i-f3i. 


Cette  suite  de  termes  égaux  est  évidemment  égale  au  double 
de  la  somme  de  ]a  progression  proposée  ; or  le  nombre  de  ces 
termes  égaux  est  10,  comme  dans  la  progression,  et  consé- 
quemment leur  somme  = ï0.3i  =5io.  Ainsi,  puisque  cette 
somme  est  le  double  de  celle  des  termes  de  la  progression 
arithmétique,  il  faut  que  celle  qu’on  cherche  soit  = i55. 


418.  Si  on  procède  de  la  même  manière  à l'égard  d’une 
progression  arithmétique  quelconque  , dont  le  premier  terme 
soit  =a,  le  dernier  =z,  et  le  nombre  des  termes  =n;  en 
écrivant  sous  la  progression  donnée  la  même  progression 
en  rétrogradant , on  aura , en  faisant  l’addition  terme  à terme  , 
une  suite  de  n termes  dont  chacun  sera  la  somme 

de  cette  suite  sera  parconséquent  = n(a-f  z),  et  elle  sera 
le  double  de  celle  des  termes  de  la  progression  arithmétique 

proposée  *,  celle-ci  sera  donc  = . 


417.  Ce  résultat  fournit  une  méthode  facile  pour  sommer 
une  progression  arithmétique  quelconque  ; elle  se  réduit  à 
cette  règle  ; 

Multipliez  la  somme  du  premier  et  du  dernier  terme  par 
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le  nombre  des  termes,  la  moitié  du  produit  indiquera  la 
somme  de  toute  la  progression. 

Ou,  ce  qui  revient  au  même  , multipliez  la  somme  du 
premier  et  du  dernier  terme  par  la  moitié  du  nombre  des 
termes. 

Ou  bien , multipliez  la  moitié  de  la  somme  du  premier  et 
du  dernier  terme  par  le  nombre  total  des  termes. 

418.  11  sera  nécessaire  d'éclaircir  cette  règle  par  quelques 
exemples. 

Soit  d’abord  la  progression  des  nombres  naturels  1 , a , 3,  etc. 
jusqu’à  100,  dont  il  s’agisse  de  trouver  la  somme.  Celle-ci  sera 

par  la  première  réglé  = = 5o.  101  = 5o5o. 

Si  on  demande  combien  de  coups  une  horloge  sonne  ea 
la  heures?  il  faudra  ajouter  ensemble  les  nombres  1 , 2,3, 
jusqu’à  la  ; or  cette  somme  se  trouve  sur-le  champ 


la.  i3 
a 


6.13=78.. 


Que  si  l'on  voulait  avoir  la  somme  de  la  même  progression 
continuée  jusqu’à  1000,  on  trouverait  5oo5oo;  et  la  somme 
de  cette  progression , continuée  jusqu’à  10000,  ferait  5ooo5ooo. 

41.9.  jiutre  question.  Quelqu’un  achète  un  cheval,  sous  la 
condition  que  pour  le  premier  clou  il  paiera  5 sous , pour  le 
second  8 , pour  le  troisième  1 1 , et  pareillement  toujours  3 
sous  de  plus  pour  chacun  des  suivans  r le  cheval  a 3a  clous , 
on  demande  combien  il  coûtera  à l’acheteur  ? 

On  voit  qu’il  s’agit  ici  de  trouver  la  somme  d’une  progres- 
sion arithmétique , dont  le  premier  terme  est  5 , la  différence 
= 3 , et  la  somme  des  termes  = 3a.  11  faut  donc  commencer  par 
déterminer  le  dernier  terme  ; on  trouve  par  la  règle  des  article* 
(406,  411)  qu’il  est  =5-}-3i  .3=98.  Maintenant  la  somma 
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1 o3 . 3a 


= io3.iG-,d’où 


cherchée  se  trouve  sans  difficulté 
l’on  conclut  que  le  cheval  coûte  1648  sous,  ou  82  liv.  8 sous. 

420.  Soient,  en  général,  le  premier  terme  ■=  a,  la  différence 
= d,  et  le  nombre  des  termes  = n ; et  qu’il  s’agisse  de  trou- 
ver , par  le  moyen  de  ces  données  , la  somme  de  toute  la 
progression.  Comme  le  dernier  ternie  doit  être  = a + (« — i')d, 
la  somme  du  premier  et  du  dernier  sera=aa-f-(n — i)t/. 
Multipliant  cette  somme  par  le  nombre  des  termes  n , on  a 
sna-l-n  (n  — 1 )<i;  donc  la  somme  cherchée  sera  . ^ 


S=  na  4- 


n (ra — 1 ) 


Cette  formule  appliquée  à l'exemple  précédent , où  a = 5 , 

'X  'Z  Ci 

<i=3,etre=:3a,donne5.3a4 — - =1604-1488 — 1G48; 

la  même  somme  qu'on  avait  trouvée. 

4at.  S’il  est  question  d’ajouter  ensemble  tous  les  nombres 
naturels  depuis  1 jusqu’à  n,  on  a pour  trouver  cette  somme, 
le  premier  terme  = 1 , le  dernier  terme  = n , et  le  nombre  des 
termes  — n;  donc  la  somme  cherchée 

J, nn-^-n  _ n(n-f-i) 

O 

2 3 

Si  on  fait  « = 1766,  la  somme  de  tous  les  nombres,  depuis 
1 jusqu’à  17G6,  sera  = 883. 1767=  iSGcaGi. 

422.  Soit  proposée  la  progression  des  nombres  impairs  , 
1,3,  5,  7,  etc.,  continuée  jusqu’à  n termes,  et  qu’on  en 
demande  la  somme  : 

Le  premier  terme  est  ici  = 1 , la  différence  =a,  le  nombre 
des  termes  =n;  le  dernier  terme  sera  donc  = 1 + ( n—  1)2 
P=  an — 1 , et  parconséquent  la  somme  cherchée  =nn. 

Tout  se  réduit  donc  à multiplier  le  nombre  des  termes  par 
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lui-même.  Ainsi,  quel  que  soit  le  nombre  des  termes  de  cette 
progression  qu’on  ajoute  ensemble,  la  somme  sera  toujours 
un  quarré , savoir  le  quarré  du  nombre  des  termes.  C’est  ce 
que  nous  allons  mettre  sous  les  yeux  : 

Jndic.  1,  3,  3,  4>  5,  S,  7,  8,  9,  10,  etc. 
Progrès.  1 ,5,  5,  7,  9,ti,i3,  i5,  17,  19,  etc. 
Somme , 1, 4>  9>  3S,  49>  ^4  > , loo,  etc. 

4a3.  Soient  à présent  le  dernier  terme=i, la  di(Térence=3, 
et  le  nombre  des  termes -=;i  : on  aura  la  progression  i , 4,  7, 
10,  etc.,  dontle dernier  tenue  sera=i  -f-(n — 1 )3=3/« — a ; 
donc  la  somme  du  premier  et  du  dernier  terme =3/»—  1 , et 
parconséquent  la  somme  de  cette  progression  est 

^ n(3« — 1 ) 3nn  — n 

a a ' 

Si  on  suppose  n=ao,  la  somme  est ~ 10.59  = 590. 

424.  Soient  encore  le  premier  terme  =1 , la  différence  =</, 
et  le  nombre  des  termes  = n,  le  dernier  terme  sera 

= 1 -f-(n  — i)rf. 

Ajoutant  le  premier,  on  a a-f- (n— 1 )<Z,  et  multipliant  par 
le  nombre  des  termes,  onaan-f-n  (n — i)d,  d’où  se  déduit 
la  somme  delà  progression 

a 

Joignons  ici  la  petite  table  qui  suiti 


4 
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CHAPITRE  V. 

Des  Nombres  figurés  ou  Polygones. 

4a5.  Ij  a sommation  des  progressions  arithmétiques  qui  com- 
mencent par  I , et  dont  la  différence  est  i,  3, 3,  etc.,  ou  quel- 
qu’autre  nombre  entier  que  ce  soit  ; cette  sommation  , dis-je, 
nous  conduit  à la  théorie  des  nombres  polygones , lesquels  sa 
forment  en  ajoutant  ensemble  quelques  tenues  de  l’une  ou  de 
l’autre  de  ces  progressions. 

436.  Si  on  suppose  la  différence  = 1 ; puisque  le  premier 
terme  est  constamment  = 1 , on  aura  la  progression  arithmé- 
tique, 1 , 3 , 3 , 4j  5 . 6 , 7,  8,  9,  10,  11  , 13,  etc.  Et  si 
dans  cette  progression  on  prend  la  somme  de  un  , de  deux  , 
de  trois,  etc.,  termes,  on  verra  se  former  cette  suite  do 
nombres  : 

t , 3, 6,  lo,  i5,  31 , 38,  36, 45,  55,  GG,  etc.,  car 
1 — 1,1  -f- 3=s3 , 1 -f"3  -1-3=G , 1 ^3  -j-3 -f-4^—  to , etc.. 

Ces  nombres  sont  dits  triangulaires  ou  trigonaux  , parce- 
qu’on  peut  toujours  arranger  en  triangle  autant  de  points  qu'ils 
contiennent  d’unités , comme  on  va  voir  : 

* 3 G 10  i5 
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ai 


> 


a8, 


. etc. 

437.  On  voit  dans  tous  ces  triangles  combien  chaque  côté 
contient  de  points.  Dans  le  premier  triangle,  il  n’y  a qu’un 
point  ; dans  le  second  il  y en  a deux  ; dans  le  troisième 
trois;  dans  le  quatrième  quatre,  etc.  Ainsi  les  nombres  trian- 
gulaires, ou  le  nombre  des  points  (qu’on  nomme  simplement 
le  triangle')  , se  règlent  sur  le  nombre  des  points  que  contient 
le  côté , nombre  qu’on  nomme  le  côté.  C’est-à-dire  que  le 
troisième  nombre  triangulaire  , par  exemple  , on  le  troisième 
triangle , est  celui  dont  le  côté  a trois  points  ; le  quatrième  , 
celui  dont  le  côté  en  a quatre,  et  ainsi  de  suite  ; et  voici  com- 
ment nous  représenterons  cette  propriété  : 

Côté ' 

Triangle  . , 


Côté 

Triangle 


4a8.  n se  présente  donc  ici  cette  question  ; le  côté  étant 
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donné,  déterminer  le  triangle?  C’est  ce  qu’il  sera  facile  de 
trouver  d’après  ce  que  nous  venons  de  dire. 

Car  soit  le  côté  ~n  ,\e  triangle  sera  i +2  -f-  3+4+ 

1 1 nn  n 

Or  la  somme  des  termes  de  cette  progtession  est  = 

parconséquent  la  valeur  du  triangle  est 


Et  si( 


IZ5,  iletriangleest|=|' 
n=4,  ) (=10, 


ainsi  de  suite.  Lorsque  n—  100,  le  triangle  sera  = 5o5o. 

429.  On  nomme  cette  formule  ” , la  formule  géné- 

rale des  nombres  triangulaires;  parceque  par  son  secours  on 
trouve  le  nombre  triangulaire , ou  le  triangle  , qui  répond  à 
un  côté  quelconque  indiqué  par  n. 

On  peut  transformer  cette  formule  en  celle-ci,  îi-LîLlt—  , 

2 

et  cela  sert  même  à faciliter  le  calcul , parceque  toujours  un 
des  deux  nombres  ;i , ou  n-f-  i , est  un  nombre  pair , et  par- 
conséquent  divisible  par  2. 

C’est  ainsi  que  si  n—ia,  le  triangle  est 


12.  i3 


= 6.13=78. 


1 5 16 

Et  que  si  n = i5,  le  triangle  est  — - — = i5.8=  120,  etc. 

430.  Qu’on  suppose  à présent  la  différence  = 2 , on  aura  la 
, progression  arithmétique  suivante; 

3,  5,  7,  9 , U , i3,  i5,  17,  19,  21 , etc 
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dont  les  sommes,  en  prenant  successivement  un , deux,  trois; 

quatre  termes , etc. , forment  cette  série  : 

4i  9.  ïS,  aS,  56,  49  > ^4»  , loo,  lai , etc. 

On  nomme  les  termes  de  cette  suite , les  nombres  quadrtuv^ 
gulaires , on  plutôt  quarrés , puisqu’en  effet  cette  suite  re— 
, présente  les  quarrés  des  nombres  naturels , comme  nous  l’avons 
lu  plus  haut;  et  cette  dénomination  leur  convient  d’autant 
plus,  qu’on  peut  toujours  former  un  quarré  avec  le  nombre 
de  points  qu’indiquent  ces  termes,  ainsi  qu’on  va  le  voir: 

4,  9,  i6,  a5. 


SS, 


49. 


43i.  On  voit  ici  que  le  côté  d’un  tel  quarré  contient  pré- 
cisément le  nombre  de  points  qu’indique  la  racine  quarrée.  Le 
côté  du  quarré  aS , par  exemple , est  de  cinq  points  ; celui 
du  quarré  36  est  de  six  points  ; et  généralement  , si  le 
côté  est  n , c’est-à-dire  si  le  nombre  des  termes  de  la  pro- 
gression , 1 , 3 , 5 , 7 , etc. , qu’on  aura  pris  , est  indiqué  par 
n,  on  voit  que  le  quarré,  ou  le  nombre  quadrangulaire  , 
sera  égal  à la  somme  de  ces  termes  , ou  = nn , ainsi  que 
nous  l’avons  trouvée  à l'article  4sa.  Mous  ne  nous  arrêteron» 
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pas  davantage  à ces  nombres  quarrés  dont  nous  ayons  parlé 
plus  haut  avec  assez  d'étendue. 

43a.  Faisant  maintenant  la  différence  =3  , et  prenant  de  la 
même  manière  les  sommes,  on  obtiendra  des  nombres  qu’on 
appelle  pentagones , quoiqu’on  ne  puisse  plus  si  bien  les  re- 
présenter par  des  points.  Ces  suites  commencent  ainsi  : 

Indices,  i,  a,  3,  4>  5,  6,  7,  8,  9 , etc. 

Prog.arith.,  i , 4>  7»  25,etc. 

Pentagone,  1,  5,  la,  aa,  35,  5i , 70,  ga,  117,  etc. 

les  indices  représentant  le  côté  de  chaque  pentagone. 

433.  Il  suit  de  là  que  si  on  fait  le  côté  = n , le  nombra 
pentagone  sera 

5nn  — it n (3n — 1) 

a a ’ 

Soit,  par  exemple,  «=7,  le  pentagone  sera  =70.  Si  on 
demande  le  pentagone,  dont  le  côté  est  100  , on  fera  n = 100 , 
et  on  aura  i4g5o  pour  le  nombre  cherché. 

434.  Que  si  l’on  suppose  la  différence  = 4 > parvient  aux 

nombres  hexagones , comme  on  le  voit  dans  les  progressions 
qui  suivent  : 

Indices,  i,  a,  3,  4,  5,  G,  7,  8,  g,  etc. 

Prog.arith.  1,  5,  9,  i3,  17,  ai,  a5,  ag , 33,  etc. 

Hexagone,  1 , 6,  i5,  a8,  45,  GG,  91,  lao,  i53,  etc.  > 

les  indices  montrant  encore  le  côté  de  chaque  hexagone. 

435.  Ainsi  quand  le  côté  est  n , le  nombre  hexagone  est 

s=ann— n = n(a/i — 1 ) ; 

et  on  observera  au  reste  que  tous  les  nombres  hexagones  sont 
aussi  triangulaires,  puisque  en  ne  prenant  de  ces  derniers  que 
le  premier,  le  troisième,  le  cinquième,  etc.  on  a précisément 
la  suite  des  hexagones. 

436.  On  trouvera  de  la  même  manière  lés  nombres  bepta-<. 
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gones,  octogones,  ennéagones,  etc.  Nous  nous  contenterons  dd 
donner  encore  ici  le  tableau  des  formules  générales  de  tous  ces 
nombres,  compris  sous  le  nom  général  de  nombres  polygones. 
En  supposant  le  côté  = n , on  a , 


le  triangle 

nn  -f-  n 

n ( n -f-  1 ) 

2 

2 ^ 

le  quarré 

snn  -f-  on 
2 

= nn, 

le  V gone 

3nn  — n 
2 

n(3n  — 1 ) 
“ a 

le  VI  gone 

/(nn  — zn 

=r:  ann — nr=:n(2n  — 

O 

a 

le  VII  gone 

5nn  — ûn 

n ( 5/1  — 3 ) 

2 

— 2 

le  VIII  gone 

6/m  — 4^ 
2 

= 3nn  — a/i“/i(3/i  — 

2) 

le  IX  gone 

jn/i  — 5n 

3 

71  ( y/t  — 5 ) 
^ a 

le  X gone 

8nn  — 6n 
2 

= 4””  — 3/1  = /I  ( 4^— 

3) 

1|,XI  gone 

gnn  — 7/1 

_ n(9«  — 7) 

2 

• > 

2 

le  XII  gone 

lonn  — 8n 
2 

= 5nn  — ^ — n{Sn — 

■4) 

le  XX  gone 

i8nn — 16/1 
2 

= gn/z  — 8/z  ■=  /t  ( gn— 

■8) 

le  XXV  gone 

23/m — 21/1 
2 

/i(a3/i — ai) 

' 2 * ■ 

enfin  pour  le  terme  général , 

OU 

le  m gone 

( m — a)  nn — ( m — 4)” 

s.  /' 

2 

(*)  Qa  reoiar^ua  (jue  ccttc  table  a'cst  fjue  celle  tle  1 art.  4*4  poussée  plu» 
loin. 
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437.  Ainsi  le  côté  étant  n , on  a en  général  le  nombre  m 

, . (m — 2)  n/i — (in  — 4)'^  j-  < i>  ..  v 

angulaire  a ou  Ion  peut  de- 

duire  tous  les  nombres  polygones  possibles  dont  le  côté  serait  n. 
Si  on  cherchait,  par  exemple,  les  nombres  biangulaires , on 
aurait  m—z,  et  parconséquent  le  nombre  cherché  = n; 
c’est-à-dire  que  les  nombres  biangulaires  sont  les  nombres 
naturels  i,a,  3,  etc. 

Si  on  fait  m = 3,  on  a le  nombre  triangulaire  ”, 


, Si  on  fait  m=4»  o”  ® nombre  quarré  —nn,  etc. 


438.  Supposons,  pour  éclaircir  cette  règle  par  des  exemples, 
qu’on  cherche  le  nombre  XXV  gone,  dont  le  côté  est  36  ; on 
cherchera  d’abord  dans  notre  table  le  nombre  xx1t  gone  pour 

le  côté  n ; on  le  trouvera  = Faisant  ensuite 


n=36 , on  trouvera  le  nombre  cherché  = i45a6. 


439.  Question.  Quelqu’un  a acheté  une  maison,  et  on  lui 
demande  combien  il  l’a  payée  ? Il  répond  que  le  nombre 
365  gone  dont  le  côté  est  12 , est  le  nombre  d’écus  qu’il  l’a 
payée. 

Afin  de  trouver  ce  nombre,  on  fera  m=365  , et  n = 12  ; 
et  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  générale,  on  trouvera 
pour  le  prix  de  la  maison  23970  écus. 


N • 
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CHAPITRE  VI. 

ZJw  Rapport  géométrique.,  ou  du  Quotient. 

44o.  I-i  E rapport  géométrique  entre  deux  nombres  contient 
la  réponse  à la  question  , combien  de  fois  l’un  de  ces  nombres 
contient  l’autre  ? On  le  trouve  en  divisant  l’un  par  l’autre  ; 
le  quotient  indique  le  rapport  cherché. 

441.  On  a donc  trois  choses  à considérer  ici;  i“,  le  premier 
des  deux  nombres  proposés , qu’on  nomme  l’antécédent;  9°.  l’au- 
tre nombre,  qu’on  appelle  le  conséquent;  3®.  le  rapport  des  deux 
nombres , ou  le  quotient  de  la  division  de  l’antécédent  par  le 
conséquent.  Par  exemple,  si  c’est  le  rapport  des  nombres  1 8 
et  1 a qu’il  s’agit  d’indiquer , 1 8 est  l’antécédent , 1 3 est  le 
conséquent,  et  H-  = i î est  le  rapport;  d’où  l’on  voit  que  l’an- 
técédent contient  le  conséquent  une  fois  et  demie. 

442.  On  a coutume  d’indiquer  le  rapport  géométrique  par 
deux  points , mis  l’un  au-dessus  de  l’autre  entre  l’antécédent 
et  le  conséquent. 

Ainsi  a’,  b signifie  le  rapport  géométrique  de  ces  deux  nom- 
bres , ou  celui  de  é à a.  Nous  avons  déjà  remarqué  plus 
haut  qu’on  se  sert  de  ce  signe  pour  indiquer  la  division , et 
c’est  aussi  pourquoi  on  l’emploie  ici , parcequ’afin  de  connaître 
ce  rapport , il  faut  qu’on  divise  a par  b.  Le  rapport  indiqué 
par  ce  signe  , se  prononce  en  disant  simplement  a est  à b. 

443.  On  représente  donc  l’expression  d’un  rapport  par  une 
fraction  dont  le  numérateur  est  l’antécédent,  et  dont  le  déno- 
minateur est  le  conséquent.  La  clarté  exige  qu’on  réduise  tou- 
jours cette  fraction  à ses  moindres  termes , ce  qu’on  fait , 

comme 
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tomme  nous  l'avons  moatré  plus  haut,  en  divisant  le  numé- 
tateur  et  le  dénominateur  par  leur  plus  çrand  commun  diviseur. 
Ainsi  la  fraction  ÿl  se  réduit  à | , en  divisant  les  deux  termes 
par  6. 

444-  La  première  espèce  de  rapport,  est,  sans  conttedit,  le 
rapport  d'égalité  : il  a lieu  quand  les  deux  nombres  sont  égaux, 

comme  dans  3 l 5 ; 4 • 4 


^ iennent  ensuite  les  autres  espèces  de  rapports  tels  que  4l3 
qu’on  nomme  double,  15214  qu’on  nomme  triple  et  ainsi  de 
suite. 


Après  ceux-là  viennent  les  rapports  fractionnaires  tels  que 
152  : 9 , qui  est  I ou  I 7;  18  t 527,  qui  est  - , etc.  On  peut 
inême  distinguer  parmi  ces  rapports , ceux  qui  sont  donnés  par 
un  conséquent  double,  triple,  etc.  de  l’antécédent  : tels  sont 
les  rapports  6*152,  5;i5,  etc.  dont  quelques-uns  se  nomment 
rapports  soudoubles , soutriples , etc. 


Nous  ajouterons  qu’on  nomme  rapports  irrationnels  ou 
sourds  ceux  qui  ne  peuvent  s’exprimer  exactement  ni  par  des 
entiers , ni  par  des  fractions , comme  J/  § î 8 ; 4’  v'  3. 

443.  Soient  à présent  a l’antécédent , b le  conséquent  et  d ht 
raison , nous  savons  déjà  que  a et  b étant  donnés  , on  trouve 


^-b- 


Que  si  le  conséquent  b était  donné  avec  le  rapport,  on  trou-* 
verait  l’antécédent  a — bd  , parceque  bd  divisé  par  b fait  d. 
Enfin  si  l’antécédent  a est  donné  avec  le  rapport  on  trouverale 

Conséquent  i ^ ; car  en  divisant  l’antécédent  a par  ce 
Conséquent  g,  on  trouve  le  quotient  où  le -rapport  d. 


446.  Tout  rapport  a*,  b reste  constant , soit  qu’on  multiplie 
ou  qu’on  divise  l’antécédent  et  le  conséquent  par  le  meme 
hombre , parceque  le  rapport  reste  le  meme,  tioit  d la  raisoa 

ü 
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de  a ; & , on  a d 


or,  la  raison  du  rapport  na  : nb  est  aussi 


a 

b 


— d,  et  le  rapport  ^ - est  pareillement  ^ 

447-  Quand  un  rapport  a été  réduit  à ses  moindres  termes. 


il  devient  plus  clair.  Par  exemple,  quand  la  fraction  ^ a été 


réduite  à la  fraction  ^ , on  dit  o : 6 = p : q , ce  qui  se  pro- 
nonce, a est  à comme  p à ly.  Ainsi,  le  rapport  6:5  étant  f 
ou  12,  on  dira  6:3  = 2:  i.  On  aura  de  même  18: 12  = 3:2,  et 
24:  i8  = 4î3,  et  30:45  = 2:3,  etc.  Que  si  la  fraction  ne 
peut  se  réduire,  le  rapport  ne  deviendra  pas  plus  clair  ; on  ne 
simplifie  pas  en  disant  g : 7 = 9 : 7. 

448.  On  peut,  au  contraire,  transformer  quelquefois  en  un 
rapport  clair  et  simple  celui  de  deux  très-grands  nombres  , ce 
fpii  arrive  lorsque  la  fraction  se  réduit  à de  très-petits  termes. 
Par  exemple  , on  peut  dire 


28844  • 14422  = 2 : 1 , ou  io566  : 7044  = 3:2, 

ou  67600 : 26200  =16:7. 

44.9*  11  est  donc  essentiel , pour  exprimer  un  rapport  quel- 
conque de  la  manière  la  plus  claire  qu’il  soit  possible , de  cher- 
cher à le  réduire  aux  plus  petits  nombres  possibles.  Cela 
se  fait  facilement  en  divisant  les  deux  termes  du  rapport  par 
léur  plus  grand  commun  diviseur.  Par  exemple , pour  réduire 
le  rapport  67600  : 26200  à celui-ci,  16:7,  consiste  dan» 
la  seule  opération  de  diviser  les  nombres  676  et  262  par  36 , 
qui  est  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

460.  On  voit  donc  aussi  combien  il  importe  qu’on  sache 
toujours  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nom- 
bres donnés  ; mais  cette  recherche  requiert  une  méthode  que 
nous  détaillerons  dans  le  chapitre  suivant. 


Digitized  by  Google 


b’ALGÈBREi 


31  1 


CHAPITRE  VII. 

Du  plus  grand  commun  Diviseur  de  deux 
Nombres  donnés ^ 

45i  . I L est  des  nonibres  qui  n‘ont  entré  euîc  d'autre  commun 
diviseur  que  l’unité et  quand  le  numérateur  et  le  dénomma-^ 
teur  d’une  fraction  sont  de  cette  nature , il  n’est  pas  possible  de 
la  réduire  à une  fprme  plus  commode. 

On  voit,  par  exemple  , que  les  deux  nombres  48  et  35  n’ont 
pas  de  commun  diviseur , quoique  chacun  ait  ses  diviseurs  en 
particulier.  C’est  pourquoi  on  ne  peut  exprimer  plus  simple- 
ment le  rapport  48  : 35 , parceque  la  division  de  deux  nom- 
bres par  1 ne  les  rend  pas  plus  petits. 

45a.  Mais  lorsque  les  deux  nombres  ont  un  commun  divi- 
Beur,  on  le  troilve',  et  même  le ‘plus  grand  qu’ils  aient,  par  la 
règle  suivante  : 

Il  faut  diviser  le  plus  grand  des  deux  nombres  par  le  plus 
petit;  on  divisera  ensuite  le  diviseur  precedent  par  le  reste,  le 
second  reste  servira  de  diviseur  dans  la  troisième  division,  dans 
laquelle  le  diviseur  précèdent  sera  le  dividende , et  on  conti- 
nuera de  la  meme  manière  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à une  divi- 
sion sans  reste;  le  diviseur  de  cette  division,  et  parconséquent 
le  dernier  diviseur , sera  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
deux  nombres  données. 

Voici  cette  opération  pour  lés  deuic  nombres  5^6  et  a5a  i 

676  fa5a  fya  f36 
5o4l  a l 3 l a 
7a  a5a  7a 
ai6  3S 
"o 
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Ainsi  le  plus  grand  commua  diviseur  est  ici 

453.  H sera  bon  d’éclaircir  encore  cette  règle  par  quelque» 
autres  exemples. 

Supposons  qu'on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de» 
nombres  5o4  et  3ia , on  aura  : 

5o4  f3^  Oga  f 120  ^72  f48  /24 

1 ITIT 

19a  3ia  19a  lao  73  4^ 

193  120  72  48  48 

120  7a  48  24  O 

Ainsi  34  est  le  plus  grand  commun  diviseur , et  par  consé- 
quent le  rapport  5o4  3i2  se  réduit  à la  forme  31  : i3. 

454.  Soit  donné  le  rapport  GaS  ; 629  , et  qu’on  cherche  le 
plus  grand  diviseur  commun  entre  ces  deux  nombres  : 

6a5  /i_ 

629  1 1 I 5 l 1 l 1 la3  l a 

96  529  96  49  47  a 

480  4.9  47  48  2 

49  ^ 3 1 O 

Donc  1 est  ici  le  plus  grand  commun  diviseur , et  par  consé- 
quent on  ne  peut  exprimer  le  rapport  GaS  : Saq  par  des  nom- 
bres plus  petits. 

455.  Il  sera  nécessaire  à présent  de  donner  aussi  la  démons- 
tration de  cette  règle.  Supposons  pour  cela  que  a soit  le  plus 
grand  et  b le  plus  petit  de»  nombre  donnés , et  que  d soit  un 
de  leurs  communs  diviseurs  : on  comprendra  d’abord  que  a 
et  b étant  divisibles  par  d , on  pourra  aussi  diviser  par  d les 
quantités  a— ‘b,  a — ab,  a — Zb,  et  en  général  a — nb. 

45G.  Le  réciproque  n’est  pas  moins  vrai  ; c’est-à-dire  que  si 
les  nombres  b et  a — nb  sont  divisibles  par  d,  le  nombre  a sera 
aussi  divisible  par  d.  Car  nb  pouvant  être  divisés  par  d,  on  ne 
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pourrait  diviser  a — nb  par  d,  sïa  n’était  pas  divisible  de  même 
par  d. 

457.  Nous  remarquerons  de  plus  que  si  d est  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  nombres  b et  a — nft , il  sera  aussi 
le  plus  grand  diviseur  des  deux  nombres  a et  b.  Car  si, 
pour  ces  nombres  a et  6 , un  diviseur  commun  plus  grand  que  d 
pouvait  avoir  lieu , ce  nombre  serait  aussi  un  diviseur  commun 
de  è et  a — nb  , et  par  conséquent  d ne  serait  pas  le  plus 
grand  diviseur  de  ces  deux  nombres.  Or  nous  venons  de  sup- 
poser d le  plus  grand  diviseur  commun  k b et  à a — nb  -,  donc 
il  faut  que  d soit  aussi  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a et 
de  b. 

458.  Ces  trois  choses  étant  posées  , divisons , suivant  la 
règle  , le  plus  grand  nombre  a par  le  plus  petit  b;  et  suppo- 
sons le  quotient  = n , nous  aurons  le  reste  a — nb , qui  ne 
peut  qu’être  plus  petit  que  b.  Or  ce  reste  a — nb  ayant  le 
même  plus  grand  çommun  diviseur  avec  b que  les  nombres 
donnés  a et  b , on  n’a  qu’à  recommencer  la  division , en  divi- 
sant le  diviseur  précédent  b par  ce  reste  a — nb  ; le  nouveau 
reste  qu’on  obtiendra,  aura  encore  avec  le  diviseur  précé- 
dent , le  meme  plus  grand  commun  diviseur , et  ainsi  de 

•suite.  k 

45  g.  On  continuera  donc  de  la  même  manière,  jusqu’à  cef 
qu’on  parvienne  à une  division  sans  reste , c’est-à-dire  où  le 
reste  soit  zéro.  Soit  p ce  dernier  diviseur  contenu  exacte- 
ment un  certain  nombre  de  fois  dans  son  dividende , ce  di- 
vidende sera  donc  divisible  par  p , et  aura  la  forme  mp  ; ainsi 
ces  nombres  p et  mp  sont  tous  les  deux  divisibles  par  p , et  il 
est  sûr  qu’ils  n’ont  pas  de  plus  grand  commun  diviseur , par- 
ce qu’aucun  nombre  ne  peut  être  divisé  réellement  par  uu 
nombre  plus  grand  que  lui-même.  Parconséquent  c’est  aussi 
ce  dernier  diviseur  qui  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
nombres  proposés  a et  b.  Telle  est  la  démonstration  de  la 
règle  prescrite. 
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460.  Mettons  ici  encore  un  exemple  de  la  même  règle,  en 
cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  ijaÿt 
ei,  a3o4-  Voici  l’opération  : 

o3o4f >7a8f 576 
^7a8(  1 t 3 
676  11 728 
11728 

O. 

Il  suit  de  - là  que  676  est  le  plus  grand  commun  diviw. 
seur,  et  que  le  rapport  1728:2304  se  réduit  à celui-ci  , 3;4^ 
c'est-à-dire  que  1728  et  à 23q4  comme  3 est  à 4' 
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CHAPITRE  VIII. 

De  la  Proportion  géométrique  ^ ou  de  V équi- 
quotient  (*). 

461.  L’égalité  de  deux  rapports  géométriques  se  nomme 
une  proportion  géométrique , ou  un  équi-quotient  ; et  on  écrit, 
par  exemple , 

a I b = c d , ou  a l b y.  c d , 

pour  indiquer  que  le  rapport  a'  b est  égal  au  rapport  c ; rf; 
mais  on  exprime  plus  simplement  la  signification  de  cette 
formule , en  disant  a contient  b autant  de  fois  que  c contient  d. 
Une  telle  proportion  est  celle-ci,  8 : 4 = 1**  • car  le 
rapport  8 : 4 ou  X,  est  égal  au  rapport  la  : 6 , qui  est  aussi  f. 
46a.  Ainsi 

a \ b = c d 

étant  une  proportion  géométrique , il  faut  qu’on  ait 

a c 

b~d' 

et  réciproquement  si  les  fractions  ^ et  ^ sont  égales , on  a 

a ’ b ■=.  c d. 

463.  Une  proportion  géométrique  consiste  donc  en  quatre 
termes  tels  que  le  premier  divisé  par  le  second , donne  le  même 
quotient  que  le  troisième  divisé  par  le  quatrième.  On  déduit  de 
là  une  propriété  importante  commune  à toutes  les  proportions 
géométriques , et  qui  consiste  en  ce  que  le  produit  du  pre- 
mier par  le  quatrième  terme  est  toujours  égal  au  produit  du 


(*)  La  dénomination  à'équi-quotient  est  très-propre  à indiquer  une  égalité 
entra  deux  rapports  qui  ne  sont  que  des  quotieos. 
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second  par  le  troisième*,  ou  plus  simplement,  que  le  produit 
des  extrêmes  est  égal  au  produit  des  moyens. 

464.  Prenons,  pour  démontrer  cette  propriété,  la  propor- 
tion géométrique. 

a‘.  b=zc  I d , 

desorte  que 

a c 

b~d' 

Si  on  multiplie  l’une  et  l’autre  de  ces  deux  fractions  par  b , 
on  obtient 


bc  . 


et  multipliant  de  plus  par  d des  deux  côtés,  on  a 

ad  — bc. 

Or  ad  est  le  produit  des  termes  extrêmes , bc  est  celui  dee 
moyens , et  ces  deux  produits  se  trouvent  égaux. 

465.  Réciproquement  si  les  quatre  nombres  a,  b , c , d , 
sont  tels  que  le  produit  des  deux  extrêmes , a et  d est  égal  au 
produit  des  deux  moyens  b et  c , on  est  certain  qu’ils  forment 
une  proportion  géométrique.  Car,  puisque 

ad  = bc , 

on  n’a  qu’à  diviser  de  part  et  d’autre  par  bd,  on  aura 
ad bc  a c 

bd~bd‘ 

et  parconséquent 

al  br=ic  \ d. 

466.  Les  quatre  termes  d’une  proportion^  géométrique,' 
comme 

al  b — cl  d, 

peuvent  se  transposer  de  différentes  manières,  sans  que  la 
proportion  cesse  de  subsister.  Car  le  caractère  essentiel  des 
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proportions  étant  dans  l’égalité  entre  le  produit  des  extrêmes 
et  celui  des  moyens , ou 


ad=bc, 

on  peut  dire  ; 

1’.  b‘.a=d',c;  s^.a’.c—b’.d;  5*.  d’.b=cla ; dlc=b'.a. 


Outre  ces  quatre  proportions  géométriques,  on  peut 
en  déduire  encore  d’autres  de  la  même  proportion , 

a'.b  — c‘.d. 

On  peut  dire  : a-\-b‘.a  , ou  le  premier  terme  plus  le  second  , 
est  au  premier,  comme  c-f-t?;c,ou  le  troisième -f- le  qua- 
trième est  au  troisième , c’est-à-dire  , 

c-f-S;a  = c-|-  d\c. 

On  peut  ensuite  dire  : le  premier — le  second  est  au  pre- 
mier, comme  le  troisième — le  quatrième  est  au  troisième  , ou  ” 
bien 

a — b'.a=c  — dlc. 


Car  si  l’on  prend  le  produit  des  extrênies  et  des  moyens , 
on  a 

ac — bcr=ac — ad, 
ce  qui  revient  évidemment  à l’égalité 
ad-=bc. 

EnEn  il  est  façile  aussi  de  démontrer  que 
a b\b~c-{-d'.d , 

et  que 

a — i;é  = c — d'.d. 

4S8.  Tontes lesproportionsque  nousavions  vu  dériver  de 
a\b=c‘.d, 


I 
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.peuvent  se  représenter  de  la  manière  générale  qui  suit  : 

77iQ-|-  nb'.pa  qh  — me  + nd'.pc-\-qd. 

Car  le  produit  des  ternies  extrêmes  est  mpac-\~npbc-i~mqad 
r^nqbd,  ou,  puisque  ad—bc,  ce  produit  devient  mpac+npbc 

mqbc-^-nqbd.  Déplus  le  produit  des  termes  moyens  est 
mpac-j~mqbc-{-npad~\-nqbd,  ou  à cause  de  ad—bc,  il  est 
mpac-\-mqbc-\-npbc~\-nqbd , ainsi  ces  deux  produits  sont 
égaux. 

469.  Il  est  donc  clair  qu’une  proportion  géométrique  étant 
donnée  , par  exemple , 6;3=  lOîS  , on  peut  en  déduire  une 
infinité  d'autres.  Nous  n’indiquerons  ici  que  les  suivantes  : 

3:6  = 5:io;  G;io=3:5;  9:S=i5:io, 

3:3=5;  5;  9;  i5=3;5;  9:3=  i5:  5. 

470.  Puisque  dans  toute  proportion  géométrique  le  produit 
des  extrêmes  est  égal  au  produit  des  moyens,  on  peut,  les 
trois  premiers  termes  étant  connus , trouver  par  leur  moyen 
le  quatrième.  Soient  les  trois  premiers  termes  a4;i5=4°  ® 
un  quatrième  terme  inconnu  ; comme  le  produit  des  moyens 
est  ici  600,  il  faut  que  le  quatrième  terme  multiplié  par  le 
premier , c’est-à-dire  par  24 , fasse  pareillement  Goo  ; parcon- 
séquent  en  divisant  Goo  par  24  , le  quotient  s5  sera  le  qua- 
trième terme  cherché  , et  la  proportion  entière  sera  24*  * 5 
= 40:25.  En  général  donc,  si  les  trois  premiers  termes  sont 
a’.b-=zc'.  un  quatrième  terme  inconnu,  on  mettra  d pour  la 
quatrièpre  lettre  inconnue  ; et  puisqu’il  faut  que 

ad=:bc  , 

en  divisera  de  part  et  d’autre  par  a , et  on  aura 
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Ainsi  le  quatrième  terme  est  = — , et  on  le  trouve  en  multi- 

a 

pliant  le  second  terme  par  le  troisième  ^ et  en,  divisant  ce  pro» 
duit  par  le  premier  terme. 


471.  Voilà  le  fondement  de  cette  règle  de  trois  si,  célèbre 
dans  l’arithmétique;  et  qui*e  réduit,  trois  nombres  étant  donnés, 
à assigner  un  quatrième  nombre  qui  soit  avec  ceux  - là  en 
proportion  géométrique,  ensorte  que  le  premier  soit  au. second 
comme  le  troisième  est  au^^atrième. 

473.  Quelques  circonstances  particulières  se  présentent  à 
remarquer  ici. 

D’abord  si  dans  deqx  proportions  les  premier»  et.  1 ça  troisiè- 
mes termes  sont  les  mêmes , comme  dans 


a\b=ic',d  et  a'.f—c‘,g  , 

)e  dis  que  les  deux  seconds  et  les  deux  quatrièmes  termes 
seront  aussi  en  proportion  géométrique , et  que 

bld^f.g. 

Car  la  première  proportion  se  transformant  en  celle-ci, 
a'.c^bld  ^ 

et  la  seconde  en  celle-ci , 

a:c=f:g, 

il  suit  que  les  rapports  b d et  f’.  g sont  égaux , puisque 
chacun  d’eux  est  a'.c.  Par  exemple,  si 


il  faut  que 
473.  Mais 


5;ioo  =a:4o,  et  5:  i5  = siG  , 

100:40=  i5:G. 

si  deux  proportions  sont  telles  que  les  terme» 


Digilized  by  Google 


*30  É L É M E N S 

moyens  soient  les  mêmes  dans  l’une  et  dans  l’autre,  je  disquo 
les  premiers  termes  seront  en  rapport  inverse  avec  les  qua- 
trièmes. Ainsi  des  proportions 


on  déduit 


a'.b  = c:d,  ttf:b=c:g 
a\f=g'.d. 

Soient , par  exemple , les  proportions 

24:8  = 9:5,  et  G:8=g:ia, 

on  aura 

24:6  = 12:3. 

La  raison  en  est  évidente  : la  première  proportion  donne 

ad  = bc-. 


la  seconde  donne 


donc 


on  a:g=zf:d. 


Deux  proportions  étant  données , on  peut  toujour» 
en  faire  une  nouvelle , en  multipliant  séparément  le  premier 
terme  de  l’une  par  le  premier  terme  de  l’autre  , le  second 
par  le  second,  et  ainsi  des  autres  tenues.  C’est  ainsi  que  le» 
proportions 

a',b  = c\d  et  e'.f=g:k 
fourniront  celle-ci , 

ae'.bfz=icg'.dh  : 

•ar  la  première  donnant 

ad=bc^ 

et  la  seconde  donnant 
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on  aura  ausâ 

adeh  = bcfg. 

Or  adeh.  est  le  produit  des  extrêmes , et  hcfg  est  le  produit 
des  moyens  de  la  nouvelle  proportion;  ainsi  ces  deux  pro- 
duits étant  égaux , la  proportion  est  vraie. 

475.  Soient , par  exemple , les  deux  proportions , 

G:4=:i5:io  et  9:12=  i5:30, 
leur  combinaisons  donnera  la  proportion , 

6.9:4. 12=  1 5.1 5: 10. 30, 


ou 54:  4^  = 325:300  , 

ou 9:  8=  9:8. 


476.  Nous  observerons  enfin  que  si  deux  produits  sont 
égaux,  comme 

, ad=bc , 

on  peut  réciproquement  convertir  cette  égalité  en  une  pro- 
portion géométrique. 

On  a toujours  l’un  des  facteurs  du  premier  produit  est  à un 
des  facteurs  du  second  produit,  comme  l’autre  facteur  du 
premier  produit  est  à l’autre  facteur  du  second  produit  ; 
c’est-à-dire , dans  notre  cas , 

a‘.c=b’,d,  ou  a’.b=c’.d. 

Soit 

3. 8=4. G, 


on  en  formera  cette  proportion , 


ou  celle-ci , 
De  même  si 


8:4=G:3, 

3:4=G:8. 

3.5=1 . i5. 


on  aura 

3: i5=i:5,  ou  5: 1 = i5;3,  ou 3: 1 = i5:5. 
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CHAPITRE  IX. 

Remarques  su/'  les  proportions  et  sur'  leur 
usage  (*). 

477-  Cette  théorie  èst  tellement  nécessaite  dans  la  vie  Com- 
mune , que  personne  presque  ne  peut  s'en  passer.  Il  y a tou-- 
jours  proportion  entre  les  prix  et  les  marchandises  ; et  quand 
il  est  question  de  dilFérentes  espèces  de  monnaies,  tout' se  ré-- 
duit'  à déterminer  les  rapports  qui  sont  entre  elles.  Les 
exemples  que  ces  réflexions  nous  fournissent',  seront  très- 
propres  à éclaircir  les  prindpes  des  proportions , et  à en  faire 
voir  l’utilité  dans  l'application. 

478.  On  voudrait  savoir,  par  exemple,  combien  zooo  franct 
valent  de  livrés  sterlings,  ou  combien  ori' recevra  à Londres  de 
livres  sterlings , pour  aooo  francs  déposés  chez  an  banquier  de 
Paris  ?' 

Il  faut , pour  résoudre  cette  question , exécuter  une  opéra- 
tion à laquelle  ou  a donné  le  nom  d'opération  de  change,  et 
qui  consiste  à convertir  la  somme  proposée  de  francs  en  mon-> 
naie  d’Angleterre. 

On  parvient  à cette  réduction  ou  conversion , en  prenant 
pour  base  le  rapport  de  la  monnaie  de  Paris  à celle  de  Londres. 

Ce  rapport,  qui  varie  tous  les  jours,  est  consigné  dans  le 
cours  de  la  bourse  de  chaque  pays.  A Paris , par  exemple , si  la 
change  de  Londres  un  certain  jour,,  est  cote  o3  francs,  cela 


(')  Ce  chapitte  a été  refait  efa  cbtiét  par  PAuieur  des  Note». 
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BÎgnîRe  que  ce  jour  là  Londres  donne  i livre  sterling  pour  a3 
francs. 

Le  nombre  a3  francs  est  le  rapport  du  jour , de  la  monnaie 
de  France  à celle  d’Angleterre,  et  on  doit  s’en  servir  pour  con- 
vertir les  3000  francs  en  livres  sterlings.  On  dira  donc  : Si  a3 
francs  valent  une  livre  sterling,  combien  aooo  francs  vau- 
dront-ils de  livres  sterlings?  ce  qui  se  traduit  dans  la  pro- 
portion 

jjjfr.  . J in.sini.  ..  flooc^^'  î quatrième  terme. 

En  divisant  zooo*  par  a3^^ , on  obtiendra  86  livres  sterlings. 

Combien  i5oo  francs  font-ils  de  florins  banco  de  Hollande, 
en  supposant  que  le  change  du  jour  soit  à 55  deniers  de  gros 
pour  Z francs  ? 

Si  3 francs  valent  55  deniers  de  gros , combien  1 5oo  francs 
vaudront-ils  de  deniers  de  gros?  Ce  qui  se  traduira  par  la 
proportion 

3?'‘  ; “ i5oo  : quatrième  terme. 

Si  on  divise  le  produit  des  deux  moyens  par  l’extrême  connu , 
on  trouvera  ayboo  deniers  de  gros  pour  1 5oc/'- 

Il  ne  s’agit  plus  maintenant  que  de  réduire  37500  deniers  de 
gros  en  florins.  Pour  cela,  on  dira  : Si  4°  deniers  de  gros 
valent  1 florin , combien  37500  deniers  de  gros  produisent-ils 
de  florins?  Nous  aurons  donc  la  proportion  suivante  : 

4®  • * ••  37500  : au  nombre  cherché. 

En  effectuant  ce  calcul,  on  trouve  pour  le  quatrième  terme 
de  la  proportion  687  ÿ florins  ; c’est  donc  la  somme  que  l’on 
recevrait  pour  i5oo?^'''  en  florins  de  Hollande. 

4791  Cette  question  admet  une  autre  solution,  qu'on  pourra 
appliquer  à la  première.  Je  pose  les  égalités  suit'antes  : 
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5 fr.  valent 55  deniers  de  gtoi/ 

4o  den.  de  gros......  i florin. 

Combien  de  florins  p<mr  i5oo  francs? 

Je  multiplie  l’un  par  l’autre  les  deux  nombres  de  la  première 
colonne,  et  j’ai  120  pour  produit.  Je  multiplie  entre  eux  les 
nombres  de  la  deuxième  , et  le  produit  est  825oo.  Enfln  je. 
divise  825oo  par  i2o,  et  je  trouve  G87  - florins  pour  réponse 
à la  question. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  Seconde  manière  d’opéter  n’est 
qu’une  conséquence  de  la  première  ; mais  nous  laisserons  cette 
discussion  à l’élèVe. 

4B0.  On  est  souvent  forcé  de  faire  le  change  ou  d'opérer  la 
réduction  ou  conversion  des  espèces,  par  le  canal  de  plusieurs  -■ 
places  intermédiaires 

Un  négociant  de  Pétersbourg  veut  faire  compter  à Berlin 
une  somme  de  1000  ducats , qu’il  veut  payer  en  roubles  de 
Russie;  mais  Pétersbourg  n’ayant  pas  de  change  ouvert  avec 
Berlin,  le  change  doit  se  faire  par  la  Hollande.  On  sait  que  le 
change  de  Pétersbourg  avec  la  Hollande  est  à 4?  ï . et  que  celui 
de  la  Hollande  avec  Berlin  est  à i4u,  c’est-à-dire  que,  pour  uo 
rouble  de  Russie,  on  donne  en  Hollande  47  I stuvers,  et  que 
pour  100  rixdalles  hollandaises,  on  paye  à Berlin  i4s  rixdalles 
prussiennes.  On  sait , de  plus , qu’en  Hollande , 20  stuvers  font 
1 florin;  que  2 i florins  font  une  rixdalle  hollandaise;  enfin 
que  le  ducat  de  Berlin  équivaut  à 3 rixdalles  prussiennes. 

Quelque  compliquée  que  paraisse  cette  question , elle  né 
renferme  cependant  qu’une  seule  inconnue , savoir , le  nombre 
de  roubles  que  le  négociant  de  Pétersbourg  doit  payer,  et  que 
ce  nombre  de  roubles  doit  avoir  avec  looO  ducats  un  rapport 
composé  de  ceux  des  différentes  espèces  de  monnaie  indiquées 
dMs  la  question.  La  règle  est  donc  plus  longue  que  difficile  , 
puisque  tous  ces  rapports  sont  donnés.  Essayons  de  lui  donner 
une  forme  qui  en  rende  le  calcul  faci|e. 

A 
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A cet  effet,  on  observera  que  si  le  change  se  faisait  sans  inter- 
médiaire , le  nombre  cherché  de  roubles  et  celui  des  ducats  se-* 
raient  dans  le  rapport  simple  et  inverse  d’un  ducat  et  d’un 
rouble,  parceque  le  rouble  vaut  moins  que  le  ducat;  on  a dono 
ces  six  proportions  : 


Les  multipliant  toutes  par  ordre , les  produits  sont  en  propor-* 
tion  et  on  a 


Les  deux  premiers  termes  de  cette  propoilion  étant  égaux , léâ 
deux  derniers  le  sont  aussi  ; ce  qui  donne 

6745  X a?  = 1 5tx3oooo , d’où  x = aaaS"' , 87. 

Ainsi  le  négociant  de  Pétersbourg  devra  compter  33a3'’*,87 
pour  faire  payer  1000  ducats  à Berlin.  En  effet,  d’après  ces 
proportions. 


t : 1 : ; 1 Scooooo  t G745  x x. 


14a 

3x  100X2, 3 

142 

5X100X2,5X20  X 1” 

i3ax47»5  ’ 


5XjooX2,5X2o'"- 

142 


.donc 


lOOO**"*’  ^ 


SxiooX2,5X2qXiXiooo”''‘ 


P 
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Combien  Zooo^'-  produiront-ils  de  florins  courons  d’ Amster- 
dam , en  supposant  le  change  du  jour  à 54  deniers  de  gros 
banco  pour  3 francs , et  l’agio  à 5 /j.  | , c’est-à-ditK , en  sup- 
posant <jue  100  florins  de  banque  valent  io5  florins  cou- 
rans? 


Ainsi 

f 3 francs  valent 

..  54den.  de  gros. 

I 4°  deniers  de  gros 

. . 1 florin  banco. 

' \ loo  flor.  banco 

. . io5  florins  courans. 

1 Combien  de  flor.  cour . . . 

. . pour  3ooo  francs  ? 

On  a cette  première  proportion 


51'-  : 3ooc/'- 
: nombre  cherché  (pii  est 


Sooo  X 54  *"• 


Pour  réduire  ces  deniers  de  gri»  en  florins  banco , on  fera  cette 
autre  proportion 


. J J I 3ooo  X 54  ***  P" 

• i/J.  >.  ..  — — f 

O 


; nombre  cherché  (pii  est 


Sooo  X 54  X i'^'"  b®. 

3x4o  ' 


Enfln,  pour  réduire  ce  nombre  de  florins  banco  en  florins 
courans , on  fera  cette  (iernière  proportion 


loc/'  h’’  ; io5/'-'-  :: 
; au  nombre  cherché  = 


3oooX54X  i^'  b* 

5 X 40 

3ooo  X 54  X 1 X io5^'- 
3 X 4°  X >oo 


Ce  qui  donne  pour  le  nombre  cherché,  i"oioooo  à diviser 
par  laooo  ou  1417  i pour  quotient,  c’est-à-dire,  que  3oqo 
francs  produiront  i4>7  i florins  courans. 
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Qu‘on  fasse  donc , pour  toutes  les  questions  semblables , un 
tableau  de  données , tel  que  ) ; qu’on  multiplie  l’un  par 
l’autre  tous  les  nombres  de  la  première  colonne,  et  l’un  par 
l’autre  ceux  de  la  seconde  colonne,  puisqu’on  divise  le  second 
produit  par  le  premier,  et  on  aura,  sans  passer  par  toutes  les 
proportions  précédentes , la  réponse  à la  question  proposée. 

481.  L'arbitrage  est  l’opération  qui  sert  à déduire  de  la  com- 
paraison des  changes  de  deux  places  (de  deux  villes)  avec  ceux 
de  plusieurs  autres  places,  la  manière  la  plus  avantageuse  da 
faire  venir  ou  d’envoyer  des  fonds  d’une  de  ces  places  dans 
l’autre. 

Si , par  exemple , connaissant  le  change  de  Paris  sur  Londres 
et  sur  Madrid,  ainsi  que  celui  d’Amsterdam  pareillement  sur 
Londres  et  sur  Madrid,  je  veux  connaître  quel  sera  le  rapport 
par  la  combinaison  des  changes  donnés,  entre  la  monnaie  de 
Paris  et  celle  d’Amsterdam  ; j’aurai  à faire  un  calcul  d’arbi^ 
trage,  et  ensuite  à déterminer,  d’après  les  résultats  obtenus  , 
la  manière  la  plus  avantageuse  d’opérer  entre  Paris  et  Amster- 
dam. 

Soit  le  change  de  Paris  sur  Londres  à aZ  francs  pour  1 livre 
sterling. 

Le  change  di Amsterdam  sur  Londres,  à 11  florins  pour  1 
livre  sterling. 

A combien  reviendra  le  change  de  Paris  sur  Amsterdam , ou 
combien  de  deniers  de  gros  aura-t-on  pour  3 francs , en  se 
servant  de  l’intermédiaire  du  papier  sur  Londresl 

Je  fais  ce  tableau  : 

a3  francs  valent 1 livre  sterling. 

1 1-  St 11  florins. 

1 ilor 40  deniers  de  gros. 

Combien  de  deniers  de  gros  pour  3 francs  ? 

a 
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J’ai  à diviser  iSao  par  a3,  ce  qui  donne  pour  quotient  67 
deniers  de  gros  pour  3 francs.  Ensorte  que  le  change  de  Paris 
sur  Amsterdam , par  la  voie  de  Londres , est  67  deniers  de 
gros  pour  3 francs  ; c’est-à-dire , que  67  ^ est  le  rapport  qui , 
par  la  voie  de  Londres , s'établit  entre  la  monnaie  de  France  et 
celle  d’Amsterdam. 

Imaginons  qu’un  négociant  de  Parts  ait  de  F argent  à faire 
passer  à Amsterdam  : soit  le  change  de  Paris  sur  Amster- 
dam à 55  den. 


Le  change 
Le  change 


C 

l 


de  Paris 

d’ Amsterdam 
de  Paris 

d’Amsterdam 


sur  Londres. 


I sur  Madrid. 


a3  francs. 

10  florins. 

14  fr.  87  cent. 

93  den.  \. 


et  cherchons  s’ily  aura  plus  d’avantage  à remettre  à Amster- 
dam du  papier  sur  cette  ville,  ou  d'y  envoyer  du  papier,  soit 
sur  Londres,  pour  y être  négocié  à 10 florins;  soit  sur  Madrid, 
pour  y être  négocié  à i4fr.  87  cent. 

Le  résultat  de  l’arbitrage , obtenu  comme  nous  l’avons  dit 


ci-dessus,  donne  avec  Londres 5a  den. 

Avec  Madrid 54  .... 

Le  change  direct  de  Paris  sur  Amsterdam , c’est- 
à-dire  , celui  que  fournit  immédiatement  le 
cours  de  la  hour^e  de  Paris,  étant 55 • 


Cela  posé , si  l’on  remet  à Amsterdam  du  papier  sur  cette 
ville , 3 fr.  produiront  55  deniers  à Amsterdam , tandis  que 
si  l’onremettait  à Amsterdam  du  papier  sur  Londres  pour  y être 
négocié  à 10  florins , ou  du  papier  sur  Madrid  pour  y être  né- 
gocié à 14  francs  87  cent. , 3 francs  ne  produiraient  que  5a 
deniers,  et  54  deniers  dans  le  second  cas.  Il  vaut  donc  mieux 
tjmiettre  du  papier  à Amsterdam. 
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482.  Au  surplus  je  n’ai  voulu  donner  qu’un  aperçu  de  cette 
doctrine  des  changes  et  des  arbitrages , et  faire  voir  que  les 
questions  auxquelles  elle  donne  lieu,  et  qui  se  réduisent  aux 
deux  que  nous  venons  de  traiter,  reviennent  à calculer  un 
terme  d’une  proportion  dont  trois  sont  connus;  ensorte  qu’ayant 
pour  chaque  place , sa  manière  de  changer  avec  Paris , et  le 
tableau  de  ses  monnaies  de  change , on  peut  calculer  des  for- 
mules pour  les  changes  et  les  arbitrages. 


'C.':;.  l!-  , ' ■ r',  i ,f  . , : 


1 * 

-c^.'  il-.  .. 
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CHAPITRE  X. 

Des  Supports  ou  quotiens  composés. 

'483. 0 N obtient  des  rapports  ou  quotiens  composés  , en  mul- 
tipliant par  ordre  les  termes  de  deux  ou  de  plusieurs  rapports  , 
les  antécédens  par  les  antécédens,  et  les  conséquens  par  les 
conséquens  ; et  on  dit  alors  que  le  rapport  entre  ces  deux  pro-^ 
duits  est  composé  des  rapports  donnés. 

C’est  ainsi  que  les  rapports  a b , c d,  e f donnent  le 
rapport  composé  ace  ; bdf. 

484.  Un  rapport  restant  toujours  le  même  , quand  , pour 
l’abréger.,  on  divise  ses  deux  termes  par  un  même  nombre  , 
on  peut  faciliter  beaucoup  la  composition  ci-dessus  en  com- 
parant les  antécédens  et  les  conséquens  dans  le  dessein  de  faire 
de  telles  réductions,  ainsi  que  nous  l’avons  fait  dans  le  chapitre 
précédent. 

Voici,  par  exemple,  comment  on  trouve  le  rapport  composq 
des  rapports  donnés  qui  suivent. 

Rapports  donnés. 

13  : a5  ] ( a.r.^'  : ^.5 

38  : 33>  pu<  z.x.'q  : XX. y 
55  : 55  ) irx.ff  : z.z.t.-fj- 

2 : 5 

Donc  3 î 5 est  le  rapport  composé  qu’on  cherchait. 

485.  Le  même  procédé  a lieu  quand  il  s’agit  d’opérer  en 
général  sur  des  lettres  ; et  le  cas  le  plus  remarquable  est  celuÂ 


\ 
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eù  chaque  antécédent  est  égal  au  conséqùént  de  la  raison  pré- 
cédente. Si  les  rapports  donnés  sont 

a \ b 
b : c 
c ; d 
d \ e 
e : a; 

le  rapport  composé  est  i : i . 

48S.  On  verra  rutilité  de  ces  principes , eh  temarquant  que 
deux  surfaces  ont  entre  elles  im  rapport  composé  des  longueurs 
et  des  largeurs. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  surfaces  A et  B ; que  A ait 
5oo  mètres  de  longueur  sur  Go  mètres  de  largeur , et  que  la 
longueur  de  B soit  de  3Go  mètres,  et  sa  largeur  de  100  mètres; 
le  rapport  des  longueurs  sera  5oo  : 36o , et  celui  des  largeur* 
60  ; 100.  Ainsi  l’on  a 

5oo  t 36o  ) f î 

/ ou  < 

60  : 100  ) \ 1./S0  : 

• 5 : G 

Dhnc  ^ est  au  .5  comme  5 à G. 

Autre  exemple.  Soient  le  champ  v^longdé73omètre4j  large 
de  88  mètres;  le  champ  5 long  de  6G0  mètres,  et  large  de  90 
mètres  : on  composera  les  rapports  ainsi  qu’il  suit  : 

Rapp.  des  long. . . 720  : GGo  ^ 

Rapp.  des  larg  . . . 88  : go  ) \ 11. 4. a::  a:. 45 

et  réduisant  de  l’antécédent  d’un  rapport  au  conséquent  de 
l’autre  , et  réciproquement  , on  trouve  enfin  16  I i5  pour  le 
rapport  entre  les  siûdfaces  A et  B, 

4 
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4^7-  s’agit  comparer  deux  chambras  rela- 

tivement à l’espace  ou  au  contenu  ,>on  observera  que  ce  rap- 
port est  composé  de  celui  des  longueurs,  de  celui  des  largeurs 
et  de  celui  des  hauteurs.  Soient , par  exemple»  la  chambre  A 
dont  la  longueur  = 3G  mètres  , la  largeur  = i6  mètres,  et  la 
hauteur  = i4  mètres  ; la  chambre  B dont  la  longueur  =4^ 
mètres,  la  largeur  = 24  mètres , et  la  hauteur  = lo  mètres  : 
on  aura  ces  trois  rapports  ; 

pour  la  longueur 
pour  la  largeur 

• ■ pour  la  hauteur  ^^,2  ; r0,5. 

4 : 5. 

Ainsi  le  contenu  de  la  chambre  A est  au  contenu  de  la 
'■tliambre  B comme  4 à 5. 

488.  Lorsque  les  rapports  qu’on  compose  de  cette  manière 
«ont  égaux,  il  en  résulte  des  rapports  multiples.  Savoir,  deux 
rapports  égaux  donnent  un  rapport  double  ou  quarré  ; trois 
rapports  égaux  produisent  un  rapport  triple  ou  cubique , et  ainsi 
de  suite.  Par  exemple , les  rapports  a b et  a ",  b donnent  le 
rapport  composé  aa  ; bb  ; c’est  pourquoi  l’on  dit  que  les  quarrés 
sont  en  rapport  doublé  de  leurs  racines.  Et  le  rapport  a : b 
multiplié  trois  fois , donnant  le  rapport  a^  : P,  on  dit  que  les 
cubes  sont  en  rapport  triplé  de  leurs  racines. 

489.  On  enseigne  dans  la  Géométrie  que  deux  espaces  cir- 
culaires sont  en  rapport  doublé  de  leurs  diamètres;  cela  signifie 
qu’ils  sont  l’un  à l’autre  dans  le  rapport  des  quarrés  de  leur* 
diamètres. 

Soient  A un  tel  espace  dont  le  diamètre  =4^  mètres , et  5 un 
autre  espacé  Circulaire  dont  le  diamètre  = 3o  mètres  ; le  pre- 
mier espace  sera  au  second  comme  4^-4^  à3o.3o,  ou,  en 
composant  ces  deux  rapports  égaux  , 
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45  : 3°) 

45  : 3o  ( i z.y.fj  : ^.2.^, 

et  multipliant  l’un  par  l’autre  les  facteurs  qui  restent  dans  le* 
antécédens , et  ceux  qui  restent  dans  les  conséquens , on  trouve 
deux  aires  qui  sont  entr’elles  comme  9 à 4- 

490.  On  démontre  aussi  que  les  volumes  des  sphères  sont  en 
rapport  cubique  des  diamètres.  Ainsi  le  diamètre  d'une  sphère 
A étant  1 mètre , et  le  diamètre  d’une  sphère  B étant  3 mètres  , 
le  volume  de  A sera  à celui  de  B comme  : 3*,  ou  comme 
1 à 8. 

Si  donc  ces  sphères  sont  d’une  même  matière , la  sphère  B 
pesera  8 fois  autant  que  la  sphère  A. 

49 1 . On  voit  qu’on  peut  trouver  par  - là  le  poids  d’une 
sphère,  son  diamètre  étant  donné  avec  le  diamètre  et  le  poids 
d’une  autre  sphère.  Soient,  par  exemple,  la  sphère  A dont  le 
diamètre  = 3 décimètres,  et  le  poids  = 5 grammes , et  qu’on 
demande  le  poids  d’une  autre  sphère  dont  le  diamètre  serait  de 
8 décimètres  : on  aura  cette  proportion , 

3^  : 8^  = 5 ; ... . Rép.  330  gr. 

On  aurait  pour  une  autre  sphère  C,  dont  le  diamètre  serait 
= i5  décimètres; 

3’  : i5^  = 5 : Rép.  3109  I gr. 

493.  Quand  on  cherche  le  rapport  de  deux  fractions,  comme 

^ I ^ , on  peut  toujours  1 exprimer  en  nombres  entiers  ; car 

on  n’a  qu’à  multiplier  les  deux  fractions  par  bd,  on  obtiendra 
le  rapport  ad  bc  qui  est  égal  à l’autre , et  d’où  résulte  la 
proportion 

a c , , 

^ ^ ü.d  I bc» 

Si  donc  ad  et  bc  ont  des  diviseurs  communs,  le  rapport  pourra 
SC  réduire  à de  moindres  termes.  C’est  ainsi  que 
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= i5.3S  : 24.25  = g : 10. 

4g3.  On  voudrait  savoir  encore  quel  est  le  rapport  des  frac- 
tions - et  T ; il  est  clair  qu’on  aura 
a 0 


> 1 I 

- -r—b  a\ 

a O 


ce  qu’on  exprime  en  disant  que  deux  fractions  qui  ont  l’unité 
pour  numérateur,  sont  en  rapport  réciproque  ou  inverse  de 
leurs  dénominateurs.  On  dit  la  même  chose  de  deux  fraction» 
qui  ont  un  même  numérateur  quelconque  ; car 


Mais  si  deux  fractions  ont  leurs  dénominateurs  égaux , comme 
^ elles  sont  en  rapport  direct  des  numérateurs,  savoir; 
comme  a ; b Ainsi  ' ' 


• : 1 , et^°  : V = 10:  i5,  =2:3. 


4g4-  On  a remarqué  dans  la  chute  libre  des  corps , qu’un 
corps  tombe  de  4>.qo4  mètres  dans  une  seconde  sexagésimale  ; 
que,  dans  deux  secondes  de  temps,  il  tombe  de  la  hauteur  de 
9,809  mètres,  et  que  dans  trois  secondes  il  tombe  de  14,71 5 
mètres  ; on  en  a conclu  que  les  hauteurs  sont  entr’elles  comme 
les  quarrés  des  temps , et  que  réciproquement  les  temps  sont  en 
rapport  sous-doublé  des  hauteurs,  ou  comme  les  racines  quar- 
itées  des  hauteurs. 

Si  donc  on  demande  combien  de  temps  il  faut  à une  pierre 
pour  tomber  de  la  hautepr  de  49^4  niètres  ; on  aura 

4.904  4904=  » : 

au  quarré  du  temps  cherché.  Ainsi  le  quarré  du  temps  cherché 
est  100  , et  parconséquent  le  temps  qu’on  demande  est  10  se- 
condes sexagésimales. 


Digitized  by  Google 


d’algèbre.  a35 

495.  On  demande  de  quelle  hauteur  une  pierre  tombera  si 

la  durée  de  sa  chute  est  une  heure , c'eat-à-dire  36oo  secondes? 
On  dira  donc  , comme  les  quarrés  des  temps  , c’est  - à - dire 
i’:36oo*',  ainsi  la  hauteur  donnée  =4>°d4  est  à la  hau-> 

teur  cherchée. 

I : ia9h’ooc)0=:4i094‘ . . . . 53o58n4o  hauteur  cherchée. 

Le  diamètre  de  la  teiTe,  exprimé  en  mètres,  est 

= 12733395  mètres,  donc  cette  hauteur  est  à-peu-près  quatre 
fois  le  diamètre  terrestre. 

496.  Il  en  est  de  même  à l’égard  du  prix  des  pierres  pré- 
cieuses lesquelles  ne  se  vendent  pas  dans  la  proportion  des 
poids  ; tout  le  monde  sait  que  ces  prix  suivent  un  plus  grand 
rapport.  La  règle  pour  les  dianians  est  que  le  prix  est  en 
raison  quarrée  du  poids,  c’est-à-dire  que  le  rapport  des  prix 
est  égal  au  rapport  doublé  des  poids.  On  exprime  le  poids  des 
diamans  en  carats , et  un  carat  vaut  4 grains  si  donc  un  dia- 
mant d’un  carat  vaut  10  francs,  un  diamant  de  100  carats  vaudra 
autant  de  fois  10  fràncs,  que  le  quarré  de  100  contient  de 
fois  1 ; ainsi  on  aura , suivant  la  règle  de  trois , 

I®  ; 100’  = 10  francs  ; 

ou  i ; 10000  = 10  ; Rép.  100000  francs 

II  y a un  diamant  en  Portugal  qui  pèse  1G80  carats  ; son 
prix  se  trouvera  donc  en  faisant 

1*  ; 1680®=  10  fr.  : ..... 

ou  1 : 2833400  = 10  : %S2o4ooo  francs. 

497-  Les  postes  fournissent  assez  d’èxeraples  de  rapports 
composés  , parcequ’elles  se  payent  en  raison  composée  du 
nombre  des  chevaux  et  de  celui  des  lieues  ' ou  des  postes.  P.'u: 
exemple , un  cheval  se  payant  30  sous  |»ar  poste , qu’on  veuille 
savoir  ce  qu’on  aura  à payer  pour  a8  chevaux  et  pour  4 i 
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postes?  On  écrira  d’abord  le  rapport  des  chevaux , i ; 28 


sous  ce  rapport  on  mettra  celui  des  postes , 2 ; 9 , 

et  composant  les  deux  rapports,  on  aura 2 : a5a, 

ou  1 : inS=  ifr.  : 12S  fr. 


Autre  question.  Si  on  paye  un  ducat  pour  huit  chevaux  par 
trois  milles  d'Allemagne,  combien  coûteront  trente  chevaux 
pour  quatre  milles  ? On  fera  le  calcul  suivant  : 


1 : 5 ::  1 duc  ; 5 duc.' 

498.  La  même  composition  des  rapports  se  présente  quand 
il  est  question  de  payer  des  ouvriers , puisque  ces  paiemens 
suivent  ordinairement  le  rapport  composé  du  nombre  des  ou- 
vriers et  de  celui  des  jours  pendant  lesquels  on  les  a employés. 

Si  on  donne , par  exemple , aS  sons  par  jour  à un  maçon  , et 
qn'on  demande  ce  qu’il  faudra  payer  à vingt-quatre  maçons 
qui  auront  travaillé  pendant  5o  jours  ? On  fera  ce  calcul  : 

1 : 24 

1 ; 5o 

1 ; 1200  = 25  t i5oo  francs 

25 

3oooo  I — 7- 

t i5oo  francs. 

Comme  dans  ces  sortes  d’exemples  on  a cinq  données , or 
nomme  dans  les  livres  d’ Arithmétique  règle  de  cinq , celle  qui 
sert  à résoudre  ces  questions. 
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CHAPITRE  IV. 

Des  progressions  géométriques  ou  des  suites 
par  équi~quotiens 

499.  TJ  N E suite  de  nombres  dont  chacun  est  toujours  égal  an 
précédent  multiplié  par  un  même  facteur , se  nomme  une  pro~ 
gression  ou  une  suite  par  équi-quotiens , parceque  le  rap- 
port d’un  terme  au  suivant  est  toujours  le  même.  Ainsi , quand 
le  premier  terme  est  1 et  le  facteur  constant  =2  (**),  la  pro- 
gression géométrique  devient  : 

Indices  i,  q,  3,  4>  5,  6,  7,  8,  q,  etc. 

Progr.  ij  2,  4»  8,  iS,  Za,  64,  128,  n5S,  etc. 

les  nombres  1 , 2,3,  etc.  marquant  toujours  le  rang  de  chaque 
terme  de  la  suite. 

5oo.  Si  on  suppose , en  général , le  premier  terme  a et 
le  facteur  = b , on  a la  progression  géométrique  suivante  : 

Indices  1,  a,  3,  4>  5,  6,  7,  8....  n. 

Progr.  a,  ab,  ab^ , ab^,  ab^ , air’,  ab^ , ab . . . .ab''~'. 

Ainsi , quand  cette  progression  est  de  n termes , le  dernier 
terme  est  =ab'‘~'.  Il  faut  remarquer  ici  que  si  le  facteur  b est 
plus  grand  que  l’unité , les  termes  augmentent  continuellement  ; 
que  si  6 =z  1 , les  termes  sont  tous  égaux  ; enfin , que  si  le 


(*)  Nous  préférons  la  dénomination  de  suite  par  équi-quotiens , parce- 
qu’elle  énonce  une  définition. 

L’aiuenr  ap^ielait  ea-pnsant  ce  que  nous  nommons _/âcteur;  mais  nous 
observerons  qu«la  dcnoiuination  d’exposant  ayant  une  autre  acceptiou,  doit 
lire  rejetée. 
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fücteur  b est  plus  petit  que  i , ou  s’il  est  une  fraction , let 
termes  décroissent  sans  cesse.  Ainsi , quand  arri  eti  = |-, 
on  a cette  progression  géométrique  : * 

T>  4>  *5  > T?  > jîJ  64>  JzT>  eic. 

5oi.  Ici  se  présentent  donc  à considérer  ; 

1°.  Le  premier  terme  que  nous  avons  nommé  a. 

2®.  Le  facteur  constant , que  nous  appelons  b. 

3*.  Le  nombre  des  termes,  que  nous  avons  indiqué  par  n. 

4°.  Le  dernier  terme  que  nous  avons  trouvé  = ab”~'. 

Ainsi  quand  les  trois  premiers  nombres  sont  donnés , on 
trouve  le  dernier  terme , en  multipliant  le  premier  terme  a par 
la  ra  — 1®  puissance  de  ou  par  i"~'. 

Si  on  demandait  donc  le  5o^  terme  de  la  progression  géomé- 
trique 1 , 2 , 4 > ^ I 0“  aurait  a=i,é  = aetn=5o; 
parconséquent  le  5o*  terme  = a'*®.  Or  as  étant  = 5ia  ; a** 
sera  = 1024.  Donc  le  quarré  de  a'“,  ou  a“,  = 1048676,  et  le 
quarté  de  ce  nombre,  ou  1099611627776  ss 2^°.  Multipliant 
donc  cette  valeur  a<°  par  as  ou  par  5i2,  on  a 

a<9  = 662949963421312. 

5oa.  Une  des  principales  questions  qui  se  présentent  dans 
cette  matière  , c’est  de  trouver  la  somme  de  tous  les  termes 
d’une  telle  suite  ; nous  allons  donc  en  expliquer  la  méthode. 
Soit  donnée  d’abord  la  suite  de  dix  termes  : 

1,  2,  4»  8,  16,  3a,  64,  ia8,  266,  612, 
dont  nous  indiquerons  la  somme  par  f,  de  sorte  que 

/=i-f-2-f-4  + 8 + i6-f  3a  -|-G4““  *28  -f-  266  -f-  61a  ; 

nous  aurons , en  prenant  le  double  de  part  et  d’autre , 

2/=  2-f-4*|-8-f-i8-f-3a-f-64+i28-f-  266  -f-  5ia  -f*  1024- 
Otant  la  première  égalité  de  la  seconde , il  reste 


\ 
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/ = 1024  — 1 = 1093; 

donc  la  somme  cherchées  i023. 

5o3.  Supposons  maintenant  que  dans  la  même  suite  le 
nombre  des  termes  soit  déterminé  et  s n , de  façon  que  la 
somme  en  question  soit 

/s  1 -j- 3 -f*  2*  + 2®  + a*. . . . 2"~‘. 

Si  on  multiplie  par  3 , on  a > 

a/=a-|-a*  + 2®  + 3^ a", 

et  soustrayant  de  cette  égalité  la  précédente , on  a 

/=  2"  — 1 . 

On  voit  donc  que  la  somme  cherchée  se  trouve  en  multipliant 
le  dernier  terme,  2"“',  par  le  facteur  2,  ahn  d’avoir  3“,  puis 
soustrayant  l’unité  de  ce  produit. 

5o4-  Cela  devient  encore  plus  clair  par  les  exemples  suivans 
où  nous  substituerons  successivement  à n les  nombres  1 , a, 

3,4» 

i = i;i-f-2  = 3;i-f-a  + 4 = 7;i+2+4  + 8 = i5; 
1+24-4 -f-8+ 16  =3i;  1 + 9 + 4 + 8 -f-iG + 32=63,  etc. 

5o5.  On  propose  ordinairement  dans  cette  matière  la  ques- 
tion qui  suit  : Un  homme  veut  vendre  son  cheval  par  les 
clous , qui  sont  au  nombre  de  32  ; il  demande  1 liard  pour  le 
premier  clou  , 2 liards  pour  le  second  clou  , 4 liards  pour  le 
troisième  clou,  8 liards  pour  le  quatrième,  et  ainsi  de  suite,  en 
demandant  pour  chaque  clou  le  double  du  prix  du  précédent. 
On  4cmande  quel  serait  le  prix  du  cheval  ? 

Cette  question  se  réduit  évidemment  à trouver  la  somme  de 
tous  les  termes  de  la  suite  1,2,4,8,16,  etc.  continuée  jusqu’au 
32^  terme.  Or  ce  dernier  terme  est  2^'  ; et  comme  nous  avons 
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trouvé  plus  haut  a“  = 1048676,  et  2*®=ioa4>  noua  aurons 
a“.  a'®  = a*®  égal  à 1073741824;  et  en  multipliant  encore 
par  a , le  dernier  terme  a^‘  = ai47483648  ; en  doublant  donc 
ce  nombre,  et  retranchant  l’unité  du  produit,  la  somme  cher- 
chée devient  4294.967296  liards.  Ces  liards  font  1073741823  \ 
sous,  et  divisant  par  20  on  a 63687091  liy.  3 s.  g d.  pour  le 
prix  cherché. 

5o6.  Soit  à présent  le  facteur  =3,  et  qu’il  s'agisse  de 
trouver  la  somme  de  la  suite  1 , 3 , 9 , 27 ,81  , 243 , 729 , com- 
posée de  7 termes.  Supposons-la  pour  un  moment  = f,  de 
sorte  que 

/=  1 + 3 -f-9 + 27-1-81  + 243+729. 

Nous  aurons,  en  multipliant  par  3 ; 

3/=3+9  + 27  + 81  +243  + 729  +2187. 

Et  soustrayant  l’égalité  précédente , nous  avons 
a/=2i87 — 1 =2186. 

Ainsi  le  double  de  la  somme  est  = 2 186 , et  parconséquent  la 
somme  cherchée  = 1093. 

607.  Soient  dans  la  même  suite  le  nombre  des  termes  = n , 
et  la  somme  = /,*  de  sorte  que 

/=i+3+3»+3’+3<  + ....  3«t>. 

Si  on  multiplie  par  3 , on  a 

3/=3  + 3“  + 5*+5*+....3*. 

Soustrayant  de  cette  égalité  la  précédente , comme  tous  les 
termes  de  celle-ci,  excepté  le  premier,  détruisent  tons  les 
termes  de  la  valeur  de  3/,  excepté  le  dernier , on  aura 

1 ; donc  /= 

Ainsi 
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Ainsi  la  somme  cherchée  se  trouve  en  multipliant  le  dernier 
terme  par  3 , soustrayant  i du  produit , et  divisant  le  reste 
par  2.  C’est  ce  qu’on  voit  aussi  par  les  exemples  suivons  : 

I=i;  1+3=  5^=4;  1+3  + 9=  ^:Ç:i  = i3; 

» +3  + 9 + 27  = 4o  ; 

. _ . , ,0  3.81 — 1 

, + 3+9  + 27  + 81= = 121. 

5o8.  Supposons  maintenant  j en  général,  le  premier  terme 
= a,  le  facteur  = Z> , le  nombre  des  termes  = n,  et  leur 
somme  = ensorte  que 

/=c  + a6+ai*  + ai^  + c6^  + . . . . oi^‘. 

Si  nous  multiplions  par  6 , nous  aurons 

bf=ab-\-  oh*+  aP  + ab*  + ab^  + . . . .ci* , 

•t  soustrayant  l’égalité  précédente , il  reste 

(i  — 1)  / ^ab" — a; 

d'où  nous  tirons  facilement  la  somme  cherchée 

f. ab' — a J 

b—i  • 

i 

Parconséquent  la  somme  des  termes  d’une  série  quelconque 
par  équi-quotiens , se  trouve  en  multipliant  le  dernier  terme 
par  le  facteur  constant,  soustrayant  du  produit  le  premier 
terme , et  divisant  le  reste  par  le  facteur  diminué  de  l’unité. 

5oq.  Soit  une  suite  de  sept  termes,  dont  le  premier  =3, 
le  facteur  = 2 : on  aura  a=3,  i = 2etn  = 7;  donc  1© 
dernier  terme  =3.2®,  ou  3.64=*92»  entière 

sera 

Q 
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Si  de  plus  on  multiplie  le  dernier  terme  192  par  le  facteur 
a on  a 384  ; ôtant  le  premier  terme  3 , il  reste  38 1 ; et  di- 
visant ce  reste  par  t - 1 ou  par  1 , ou  a 38i  pour  la  somme 
de  tous  les  termes. 

510  Soit  encore  une  autre  suite  de  six  termes  , commen- 
çant par  4 et  ayant  pour  facteur  Cette  suite  sera 

4,  6, 9,^.  V»  H-’- 

Multiplions  ce  dernier  terme  par  le  facteur  ï 
~ns  . la  soustraction  du  premier  terme  4 laisse  le  reste 
quT.ivlsépar6-i=^  donne  Hi=83i- 

511  Lorsque  le  facteur  est  plus  petit  que  1,  et  que  par- 
conséquent  les  termes  de  la  suite  vont  toujours  en  diminuant, 
on  peut  assigner  la  sommé  d une  telle  progression  décroissant* 

qui  irait  à l’infini. 

Soient , par  exemple , le  premier  terme  = 1 , le  facteur  = ^ , 
et  la  somme  =/,  ensorte  que  : 

+ + etc. 


Si  on  multiplie  par  2,  on  a 

a/=2+ 1 +T+;+i+iV+rl+ etc  ; 

et  soustrayant  l’égalité  précédente  , il  reste  /=2  pour  la 
somme  cherchée. 

5i2.  Si  le  premier  terme  =-.  i , le  facteur  =7 , et  la  somme 
s3/i  de  sorte  que 

/=i-f-i  + î+TT  + ^-+etc. 

à l’infini  ; on  multipliera  le  tout  par  3 , et  on  aura 

3/=3+i-H+i+r,+  etc.-, 
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•t  soubtiayant  la  valeur  de  /,  il  reste 

fl/=3  ; donc /=  i j. 


«4^ 


5i3.  Qu’on  ait  une  suite  dont  la  somme  —f,  le  premier 
terme  = 3 , le  facteur  = | ; de  sorte  que 

/=2  + H-|  + 34+T4^+etc. 

à l’inlini;  multipliant  par  J,  on  aura 

7 "J"  + ^ 

Or  soustrayant  la  progression  f,  il  reste  . » 

donc  /z=8. 

5i4-  Si  on  suppose  , en 'général,  le  premier  terme  =a, 

et  le  facteur  de  la  suite  = - , de  manière  que  cette  frac- 

c 

tion  soit  plus  petite  que  i , et  parconséquent  c plus  grand 
que  b ; voici  comment  on  trouvera  la  somme  de  la  série  con- 
tinuée au-delà  de  toute  limite  : on  fera^ 

,ab,ab*  ab^  ab* 


multipliant  par  -,  on  aura 


b r ab 
cj  c 


+ 


ab* 


ab^  ab* 

+ — + — • 


c'  c 

at  soustrayant  cette  égalité  de  la  précédente , il  resta 
b 


(—;)/=■•■ 7f^- “/=  S- 

c 

La  somme  de  la  suite  infinie  proposée,  sa  trouve  donc  en 
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divisant  le  premier  terme  a par  i moins  le  facteur , ou  bien 
en  multipliant  le  premier  terme  a par  le  dénominateur  de  cë 
facteur , et  divisant  le  produit  par  le  dénominateur  moins  le 
numérateur. 

5i5.  On  trouve  de  la  même  manière  les  sommes  des  suites 
dont  les  termes  sont  affectés  alternativement  des  signes 
«t—».  Soit,  par  exemple. 


' /*  ob  , ab*  ah^  , ab^ 

J=a^  _ + - etc. 


Si  on  multiplie  par  - , on  a 


b r ab  ab^  ab"^ 

= + 


+ etc. 


Si  on  ajoute  cette  égalité  à la  précédente , on  obtient 
h' 


(.+j)/=„ 

d’où  l’on  tire  la  somme  cherchée 


/a  a 


c , 

+6- 


5i6.  On  voit  donc  que  si  le  premier  terme  a =■  f , et  le 
facteur  = v , c’est  - à - dire , h — a.  et  c=5,  on  trouvera  la 
somme  de  la  suite  - + ^+i^  + fr.  etc.  =i  ; puisqu’en 
soustrayant  * de  i , il  restera  f , et  qu’en  divisant  le  premier 
terme  par  ce  reste  , le  quotient  est  i . 

617.  On  voit  en  second  lieu  que  si  les  termes  sont  altema-r 
tivement  positifs  et  négatifs , et  que  la  suite  ait  cette  forme, 

4 ~ 51  + M , 
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d’algèbre; 


'jiutre  exemple.  Soit  la  suite  infinie 


A + ï«  + TTïî  + rr^  + 


a45 


Le  premier  terme  est  ici^,  et  le  facteur  est  ,'5  : soustrayant 
ce  dernier  de  1 , il  reste  ^ ; et  si  l’on  divise  le  premier  terme 
par  cette  fraction , il  vient  j pour  la  somme  des  termes  de  la 
suite  donnée.  Ainsi  en  ne  prenant  qu’un  terme , savoir  ~ , 
l’erreur  serait  de  5^.  En  prenant  deux  termes  rèë  = ït:  » 

il  s’en  faudrait  encore  de  que  la  somme  fût=  j. 

5i8.  ./^utre  exemple.  Soit  donnée  la  suite  infinie, 

9 + '^+ïli  + r5oc  + îtÔ«  + 

Le  premier  terme  est  9 , le  facteur  est  Ainsi  1 moins  le  fac-» 
teur  fait  et  ^ = 10  , somme  cherchée. 

1 O 

On  remarquera  que  cette  suite  s’exprime  par  la  fraction 
décimale  9,9999999  etc. 


5 
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CHAPITRE  XII. 


Des  fractions  décimales  infinies. 


Big.i^oüs  avons  vu  plus  haut  que  dans  les  calculs  loga- 
rithmiques on  emploie  des  fractions  décimales  au  lieu  des 
fractions  ordinaires  ; cela  se  pratique  aussi  avec  beaucoup 
d’avantage  dans  d’autres  calculs.  II  s’agira  principalement  ici  de 
faire  voir  comment  on  transforme  une  fraction  ordinaire  en 
une  fraction  décimale , et  comment  on  peut  revenir  d’une 
fraction  décimale  à la  fraction  ordinaire  qui  lui  a donné  nais- 
sance. 


’ 5ao.  Qu’on  ait  généralement  à changer  en  fraction  déci- 
male la  fraction  ^ : comme  cette  fraction  exprime  le  quotient 


de  la  di\ision  du  numérateur  a par  le  dénominateur  i,  on 
écrira  à la  place  de  a le  nombre  a,ooocooo , dont  la  valeur 
ne  diffère  pas  du  tout  de  celle  de  a,  puisqu’elle  ne  contient 
ni  dixièmes , ni  centièmes , etc.  On  divisera  ensuite  ce  nom- 
bre par  le  nombre  b , suivant  les  règles  ordinaires  de  la  di- 
vision , et  en  observant  seulement  de  mettre  à la  place  con- 
venable la  virgule  qui  sépare  les  décimales  et  les  entiers. 
Voilà  tout  le  procédé  que  nous  allons  éclaircir  par  quelques 
exemples 


Sni.  Soit  donnée  d’abord  la  firaction  { : la  division  en  déci- 
males prendra  cette  forme  : 


IjOOOOCOO 


{- 
t O, 


5oocooo=-ï’ 
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Nous  voyons  par-là  que  | est  autant  que  o,5oooooo  ou  que 
0,5  ; et  en  elFet  cela  est  évident , pubque  cette  fraction  dé- 
cimale indique  ^ qui  équivalent  à 

5aa.  Que  ^ soit  la  fraction  donnée , on  aura 

f3 

1.0000000  1^^3333-33-^—, 

Cela  fait  voir  que  la  fraction  décimale  dont  la  valeur 
ne  peut,  à la  rigueur , être  discontinuée  nulle  part , et  qu’elle 
va  à l’infini  en  conservant  toujours  le  nombre  3,  Aussi  avons- 
nous  trouvé  plus  haut  que  les  fractions  ^ -f-  -J-  *1-  rjlr;  » 

etc.  à l’infini,  ajoutées  ensemble  font  -j. 

La  fraction  décimale  qui  exprime  la  valeur  de  7 , se  conti- 
nue de  même  à l’infini , car  on  a 

f 3 

3.0000000  I 0^6666666=1* 

et  cela  suit  d’ailleurs  évidemment  de  ce  que  nous  venons  de  dire  ^ 
puisque  f est  le  double  de  j. 

5a3.  Si  5 est  la  fraction  proposée , on  a 

f 4 

1.0000000  { P 7. 

' I 0,2000000=^ 

Ainsi  i est  autant  que  0,2600000  ou  que  0,25;  et  cela  est 
clair,  puisque  4-  ,4s  = ^»  = î- 

On  aurait  pareillement  pour  la  fraction  J- 

_ (4 

3.0000000  ■! = r- 

’ l 0,7600000  = j 

Ainsi  5 = 0,76;  et  en  effet 

+ t _ tJ5_  ^ 

1 eo  • « O ““  4* 

4 
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La  fraction  J se  change  en  fraction  décimale , en  faisant'  la 
division 

5,0000000  ;• 

l i,a5ooooo=j 

Or  1 + — = X- 

534.  On  trouvera  de  la  même  manière  } = o,a  ; | — ^>4  î 
J-  =:  o,S  J — 0,8  5 — ij|  — *>2,  etc. 

Quand  le  dénominateur  est  6,  on  trouve  i = o,iSGGSGS  etc. 
ce  qui  est  autant  que  o,GGGGGG  — o,5.  Or  o,6GG6G6  = 7 et 
o,5=:-î>  donc  en  effet  0,1 6GGGGG=  j — i-i- 

On  trouve  aussi  x = 0,333333  etc.  = f;  mais|  devient 
o,5oooooo  = î.  Ensuite ■x=o,833333=: 0,333333  -f-  o,5,c’est- 
à-dire  i + 

BaS.  Lorsque  le  dénominateur  est  7,  les  fractions  décimales 
deviennent  plus  compliquées.  Par  exemple  on  trouve 

i= 0,1 43857,  etc. 


cependant  il  faut  remarquer  que  ces  six  chiffres  1 43867  re- 
viennent constamment.  Pour  se  convaincre  donc  que  cette  frac- 
tion décimale  exprime  précisément  la  valeur  de  , on  peut  la 
transformer  en  une  progression  géométrique,  dont  le  premier 


terme  soit  , et  le  facteur =- 

la  somme  = =f- 


— ; et  parconséquent 


5aG.  On  peut  prouver  encore  d’une  manière  plus  facile  , 
que  la  fraction  décimale  trouvée  fait  exactement  ÿ;  car  posant 
pour  sa  valeur  la  lettre  /,  on  a 
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/=o, 142857142857142857  etc. 

'10/==  1,  42857142857142857  etc. 
ioo/=i4,  2857142857142857  etc. 
iooo/=i42,  857142857142857  etc. 

10000/=  1428,  57142857143857  etc. 
100000/=  14a 85,  7142857143857  etc. 
1000000/=  142857,  142857142857  etc. 

Soustrayez  /=  o,  142857142857  etc. 

999999/=^  4^85y. 

Eu  divisaot  par  999999 , vous  aurez 

/•—  » 4**17 J» 

— ^ y — "7  • 

527.  On  transformera  de  la  même  manière  i en  une  frac- 
tion décimale  qui  sera  0,28571428  etc.,  et  cela  nous  conduit 
à trouver  plus  facilement  la  valeur  de  la  fraction  décimale 
que  nous  venons  de  supposer  =/,  parceque  0,28571428  etc. 
doit  être  le  double  de  celle-là  , et  parconséquent  = 2/  Car 
nous  avons  eu 

100/=  14,28571428571  etc. 
ainsi  en  soustrayant  2/=  0,28571428571  etc. 

il  reste  98/=  i4,  donc/=  ^ = 4» 

On  trouve  aussi 

1 = 0,42857142857  etc. 

ce  qui,  après  notre  supposition,  doit  être  =3/;  or  nous  avons 
trouvé 

10/=  1,42857142857  etc. 
ainsi  en  soustrayant  3/=o,42857i42857  etc. 

nous  avons  ?/=  1 , donc  /=j. 
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5a8.  Ainsi  quand  une  fraction  proposée  a le  dénominateur  7 
la  fraction  décimale  est  inGnie,  et  G chiffres  y sont  continuelle- 
ment répétés.  La  raison  en  est,  comme  il  est  facile  de  s’en 
apperceroir  , qpi’en  continuant  la  division  il  faut  qu’on  re- 
vienne tôt  ou  tard  à un  reste  déjà  trouvé.  Or  il  ne  peut  rester 
dans  cette  division  que  G nombres  différens , savoir  1 , a , 3 , 

4 , 5 , 6 ; ainsi  après  la  sixième  division  au  plus  tard , il  faut 
que  les  mêmes  chiffres  reviennent.  Mais  lorsque  le  dénomina- 
teur est  de  nature  à faire  parvenir  à une  division  sans  reste, 
ces  circonstances  ne  peuvent  avoir  lieu. 

5aq.  Supposons  à présent  que  8 soit  le  dénominateur  de  la 
fraction  proposée , on  trouvera  les  fractions  décimales  qui 
suivent . 

j=o,ia5;  i=o,a5o;  j-=o,375;  {=o,5o;  j = o,6a5; 

1 = 0,750:  1 = 0,875,  etc. 

5a8.  Si  le  dénominateur  est  9 , on  a 

5 = 0,111  etc;  i =0,333,  etc;  i = o,333,  etc. 

Si  le  dénominateur  est  10,  on  a 

^=0,100;  ^ = 0,300  ; ^ = o,3oo,  etc. 

Cela  est  clair  par  la  nature  de  la  chose , de  même  que 

= 0,01  ; que  J^=o,37  ; que  ^V=o,a5G  que 
WoVs  =0,0024,  etc. 

53o.,  Que  1 1 soit  le  dénominateur  de  la  fraction  proposée  , 
on  aura 

n = 0,0909090  etc. 

Or  supposons  qu’on  veuille  trouver  la  valeur  de  cette  fraction 
décimale,  et  nommons-la  /,  nous  aurons 

/=  0,090909  etc. 
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et 


de  plus , 


>0/=  0,909090, 
100/  = 9,09090. 


Si  donc  nous  soustrayons  de  ceci  la  valeur  de  /,  nous  aurons 
99/  = 9 , et  parconséqnent  f—  ^ . 

Nous  aurons  aussi 

=0,181818  etc,  5-7  = 0,273737  etc,  "=o,545454etc. 

53i Il  est  donc  un  grand  nombre  de  fractions  décimales  où 
un , deux  ou  plusieurs  chiffres  reviennent  constamment , et 
qui  continuent  de  cette  manière  jusqu’à  l’infini.  De  telles  frac- 
tions sont  assez  remarquables , et  nous  allons  faire  voir  comment 
on  peut  trouver  aisément  leurs  valeurs. 

Supposons  d’abord  qu’un  seul  chiffre  soit  toujours  répété  , 
et  indiquons-le  par  a , de  sorte  que 


Nous  avons 


f =0,oaaflaaaetc. 


10/=  a,aaaaaaa  etc. 

et  soustrayant  /=  o,ocaoflaa  etc.  , ' 

donc  et  /=  -. 

9 

Lorsque  deux  chiffres  sont  répétés,  comme  aô , on  a 
f~o,ababaha  etc;  donc  100  f=ab,ababab  eic.-, 
et  si  on  en  soustrait  f,  il  reste 

99/"=  ai;  donc/=^, 

Lorsque  trois  chiffres,  comme  abc,  se  trouvent  répétés,  on  a 


«5a 
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f = o,abcabcabc  letcl  j 

parconséqnent 

1000  / r=  abc,abcabc  etc."  J 

et  soustrayant  f,  il  reste 

ûQq/=:aAc;  donc/=^^J 

999  

et  ainsi  de  suite. 

53a.  Toutes  les  fois  donc  qu’une  fraction  décimale  de  cette 
espèce  se  présente  , il  est  facile  d’en  trouver  la  valeur.  Soit 
donnée  , par  exemple  , celle-ci  0,396296  etc.  , sa  valeur  sera 
= ^ = ^ , en  divisant  les  deux  termes  par  3/. 

Cette  fraction  doit  redonner  la  fraction  décimale  proposée  ; 
et  on  peut  se  convaincre  facilement  que  ce  résultat  a lieu. 
En  effet , en  divisant  8 par  9 , et  après  cela  le  quotient  par  3, 
parceque  27  = 3.9.  On  a 

8,0000000  fq 

1 0,8888888  V3 

10,296296a  etc. 

ce  qui  est  la  fraction  décimale  proposée. 

533.  Donnons  encore  un  exemple  assez  curieux , en  chan- 


geant en  fraction  décimale  la  fraction 
ce  qui  se  fait  ainsi  qu’il  suit  : 


1.2.3.4-5.6.7.8.9.10  * 
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ijoooooooooooooof  a 
0,5cX300000000000  { 3 
o,i666G6G66GG6‘66{4 
o,o4iGGGGGGGG6GG| 5 
o,oo833353333333 { 6 
0,00138888888888(7 
0,000 1 984 1 aGg84 1 { 8 
0, 00003480 1 58730 ( 9 
0,00000375573193!  10 
0,00000037557319. 
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CHAPITRE  XIII. 


Des  calculs  d intérêts. 


534.  On  a coutume  d’exprimer  les  intérêts  d’un  capital  en 
pourcents  , en  disant  combien  on  paie  annuellement  d’intérêt 
de  la  somme  de  100.  Il  est  assez  ordinaire  qu’on  place  son 
capital  à 5 pour  cent , c’est-à-dire , de  manière  qu’on  tire  5 
écus  d’intérêt  d’un  capital  de  100  écus.  Ainsi  rien  de  plus  fa- 
cile que  de  calculer  les  intérêts  d’un  capital  quelconque  : on 
n’a  qu’à  dire , suivant  la  règle  de  trois  : 

100  donnent  5;  que  donne  le  capital  proposé?  Soit,  par 
exemple  , le  capital  860  écus , on  trouve  son  intérêt  annuel , 
en  disant  : 

860 

^ 

45oo  f 100 


535.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à ces  calculs  de  l’intérêt 
simple  , aGn  de  passer  aussitôt  au  calcul  de  l’intérêt  sur  inté- 
rêt. On  demande  principalement  dans  ce  calcul,  à quelle 
) somme  monte  un  capital  donné  après  un  certain  nombre 
d’années , si  on  joint  annuellement  l’intérêt  au  capital , et  que 
de  cette  manière  on  augmente  continuellement  le  capital?  On 
part , pour  résoudre  cette  question , de  ce  que  1 00  écus  pla- 
cés à 5 pour  cent  se  changent  au  bont  d’une  année  en  un 
capital  de  io5  écus.  Soit  le  capital  = a ; on  trouvera  ce  qu’il 
vaut  au  bout  de  l’année,  en  disant  : 100  donne  io5,  que 


donne  a ; la  réponse  est 


io5a 

100 


aia  „ 

ce  que  1 on  peut  aussi 


écrire  de  cette  manière,  fja  , ou  de  celle-ci, 
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'536.  Ainsi  quand  on  ajoute  au  capital  actuel  sa  vingtième 
partie , on  obtient  la  valeur  du  capital  pour  l'année  prochaine. 
Ajoutant  à celui-ci  son  vingtième , on  sait  ce  que  vaut  le  ca- 
pital donné  après  deux  ans , et  ainsi  de  suite.  II  est  donc  fa- 
cile d'apprécier  les  accroissemens  successifs  et  annuels  du  ca- 
pital , et  de  continuer  ce  calcul  aussi  loin  qu'on  voudra. 

537.  Supposons  un  capital  qui  soit  présentement  de  1000 
écus , qu’il  soit  placé  à 5 pour  cent  , et  qu’on  joigne  chaque 
année  l’intérêt  au  capital.  Comme  ce  calcul  ne  tarde  pas  à 
conduire  à des  fractions , nous  nous  servirons  des  fractions  dé- 
cimales, mais  sans  les  pousser  plus  loin  que  jusqu’aux  mil- 
lièmes parties  d’un  écu , vu  que  des  parties  plus  petites  n’en- 
trent pas  ici  en  considération.  ’ 

Le  capital  donné  de  1000  écus  vaudra 

après  1 an io5o  écus 

53,5, 

après  3 ans 11  os, 5 

55,is5, 

1 1 57,635 
67,881 , 

i3i5,5o6 

60,775, 

après  5 ans 1376,281  etc.  , 

538.  On  peut  continuer  de  la  même  manière  pour  autant 
d’années  qu’on  voudra;  mais  lorsque  le  nombre  des  années  est 
fort  grand , le  calcul  devient  long  et  ennuyeux  ; voici  comment 
on  peut  l’abréger  : 

Soit  le  capital  présent  = a , et  puisqu’un  capital  de  so  écus 
vaut  31  écus  au  bout;  de  l’année,  le  capitula  vaudra  H ^ 


après  3 ans 
après  4 Ans 


û5b‘  ' É L É M E N S 

après  un  an.  Le  même  capital  montera  l’année  suivante  â 

a.  Ce  capital  de  deux  ans  vaudra  ( — ) .a 
ao“'  \20/  \20/ 

l’année  d’après;  ce  qui  sera  donc  le  capital  de  trois  ans.  Celui- 
ci  augmentant  de  même , le  capital  donné  vaudra  “ 3“ 

bout  de  quatre  ans.  Il  vaudra^— ^ . c au  bout  de  cinq  ans. 

(n  J V JOO  ^21 

.c;  eten  général  f — j .a 

sera  la  valeur  de  ce  capital  après  n années  ; et  cette  formule 
servira  à déterminer  la  quantité  du  capital  après  un  nombre 
quelconque  d’annees. 

53q.  La  fraction^  qui  est  entrée  dans  ce  calcul,  se  fonde 
sur  ce  que  les  intérêts  ont  été  comptés  à 5 pour  cent , et  que 
” est  autant  que  Que  si  les  intérêts  se  comptaient  à 6 

pour  cent , le  capital  a monterait  à ° 

lob 


un 


. /ioG\® 
an  ; a 1 ) ■ « 

\\ooJ 

de  n années. 


, , « /loSV 

au  bout  de  deux  ans,  et  a l YôôJ 


au  bout 


Mais  si  les  intérêts  ne  sont  que  de  4 pour  cent,  le  capital 

a ne  vaudra  que  • o après  n ansi 

\ioo/  ' 

540.  Or  il  est  aisé  , lorsque  le  capital  a ainsi  que  le  nombre 
des  années,  sont  donnés,  de  résoudre  ces  formules  par  les 
logarithmes.  Car  s’il  est  question  de  celle  que  nous  avons 
trouvée  dans  la  première  supposition,  on  prendra  le  loga- 
rithme de  a , qui  est  = log.  + log.  a;  parceque 

la  formule  en  question  est  le  produit  de  ^ par  a.  Et 

coaimer— ^ est  une  puissance , onauraL.^— ^ L-  ïà- 

Ainsi 
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Ainsi  le  logarithme  du  capital  cherché  est=:n.  L.  H +L-  «■ 
De  plus  le  logarithme  de  la  fraction  = L.  ai L.  ao.  . 

541.  Soit  à présent  le  capital  =1000  écus,  et  qu’on  de- 
mande de  combien  il  sera  au  bout  de  100  ans,  en  comptant 
les  intérêts  à 5 pour  cent? 

Nous  avons  ici  «=  100.  Le  logarithme  du  capital  cherché 
sera  parconséquent=  100  L.  + L.  1000 , et  voici  comment 
on  évalue  ce  nombre  : . 

L.  ai=  i,3aaaig3  . ’ 

soustrayant  L.  30=1, Soioioo  ’ 

L.  fi  =0,0311893 
multipliant  par  100 

loo  L.  1^=3,1189300 
ajoutant  L.  1000  =3, 0000000 

5,1189300  logarithme  du  capital. 

On  voit  par  la  caractéristique  de  ce  logarithme  , que  le  ca- 
pital cherché  sera  un  nombre  de  six  chiflres,  et  on  le  trouve 
= i3i5oi  écus. 

54a.  Un  capital  de  345a  livres  à 6 pour  cent,  de  combien 
sera-t-il  après  64  ans? 

Nous  avons  icia=345a,  et  n = 64-  Donc  le  logarithme 
du  capital  cherché  = 64  L.  fi  + L.  345a,  ce  qu’on  calcule 
de  cette  manière  : 

L.  53=  1,7343759 
soustrayant  L.  5o=  1 ,$989700 
L.  j4=o,oa53o59  ' 
tnultipl.  par.64: 64  L.ji  = 1,619577$ 

L.  345a  =3,5380708 
5,1576484. 

K 
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Et  en  prenant  le  nombre  de  ce  logarttbme,  on  trouve  1« 
capital  cherché  égal  à 143763  livres. 

543.  Quand  le  nombre  des  années  est  fort  grand , comme 
il  s’agit  de  multiplier  ce  nombre  par  le  logarithme  d’une 
fraction , il  pourrait  provenir  une  assez  grande  erreur  de  ce 
ipie  les  Ibgàrithmës  ne  ae  trouvent  calculés  dans  les  tables 
qu’avec  7 décimales.  C’est  pourquoi  il  faudra  emplo3'er 
des  logarithmes  poussés  à un  plus  grand  nombre  de  figures, 
comme  on  l’a  fait  dans  l’exemple  suivant  : 

Un  capital  d’un  écu  restant,  placé  à 5 pour  cent  pendant 
Sooans,  et  les  intérêts  s’y  joignant  annuellement,  on  demande 
à quelle  somme  se  montera  ce  capital  après  les  5oo  années  ? 

On  a ici  a=i  et.  ii=5oq;  parconséquent  le  logarithme^ 
du  capital  cherché  est  égal  à 5oo  L.  1,  ce  qui  pro- 

duit ce  calcul  : 

L.  3121,393919394733919 

soustrayantL.  30  1,301039995663981 

L.  — = 0,031 189399069938 
mult.  par,  5oo  on  a iq,5^64.9^^48^‘%* 

Yoilà  donc,  le  logarithme  du  capital  cherché , lequel  sera 
parconséquent  égal  à.  393a32ooooo  écus. 

544-  Si  on  ne  se  contentait  pas  de  joindre,  anuuejllement 
l’intérêt  au  capital,  et  qu’oiu voulût  encore  l’augmenter  tous 
les  ans  d’une  nouvelle  somme=i,  le  capital  actuel  que  nous 
sommerons  a , s'accroîtrait  chaque  année  suivant  cette  loi  : 
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aprèi  I dn  - ' ' , * 

après  9 a + H^+^»  i .■  r; 

après  3 ans  a + b+llb  + b, 

après4ans(gya+(^yè+  (06  + (^)6+i, 

après  n ans  ri  + b-f-  (g)'  i-f- . ; . i. 

Ce  capital  consiste , comme  on  voit , en  deux  parties , dont 
la  première  = dont  l'autre , prise  à rebours , forme 

la  série  |2  fr  -f-  ('^Yé+ 

Cette  suite  est  évidemment  une  progression  géométrique  , 
dont  le  facteur  constant  est  égal  à Nous  en  cbercliérons 
donc  la  sdmnie  , efi  ttiultipUànt  d’abctnt^  le  ’derntèr  'ijehna 

b par  ie  facteur  ^ ; nous  aurons  6.,.3oustra^ajQt 

ensuite  le  premier  terme  b,  il  resté  ef  divisant 

enfin  par*  le  facteur  moins  i , c’esf-à-diré  par'  ^ , nous  èbuve- 
rOhs  là  somme"  chercbéet=2d  dofiH  lé  tapilàl 

cherché' 

545.  Le  développement  de  cettef  formule  exige  qu’on  cal- 

X9l\  ^ 

cule  séparément  son  premier  terme  f . (a-j-sob);  ce  qui 

se  fait  en  prenant  son  logài^liâle  ^ift  ésf  ri'L-. 
car  le  nombre  qui  répond  à ce  logarithme  dans  les  tables , sera 
la  valeur  de  ce  premier  terme.  Si  l'oti  soüstrait  ensuite  aoé  de 
ce  nombre , on  connaîtra  le  capital  cherché. 
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Question.  Quelqu’un  a un  capital  de  looo  écus,  placé  à cinq 
pour  cent,  il  y ajoute  annuellement  loo  écus  outre  les  inté- 
rêts , on  demande  la  valeur  de  ce  capital  au  bout  de  vingt- 
cinq  ans? 

Nous  avons  ici  a=ioooj  i=ioo;  n = a5;  voici  donc  le 
plan  de  l’opération: 

L.  |i=r  0,021189399. 


Multipliant  par  a5  on  a a5  L.^ =0,6297324750 
L.  (a-{-  soi)  =3,477i3i3i35 

' =4,0068537886. 

Ainsi  la  première  partie , ou  le  nombre  qui  répond  à ce  lo- 
garithme , est  10169,1,  écus,  et  si  on  en  soustrait  ao6=aooo, 
on  trouve  que  le  capital  en  question  vaudra,  après  vingt-cinq 
ans , 8169,1  écus. 

£...  i. 

546. 1 Puis  donc  que  ce  capital  de  1000  écus  va  toujours  en 
augmentant  ,,et^  qu- après  vingt-cinq  ans  il  se  monte  à 8169  7^ 
écus,  on  peut  f*aire  la  question,  en  combien  d’années  il  mon- 
tera jusqu’à  loooopo  écus. 

Soit  n ce  nombre  d’années , ^ et  puisque  a=  1000 , ô=  100, 
le  capital  sera  au  ^ut  de  n ans  : & (3ooo); — aooq,  somme 

qui  doit  faire  1000000  d’écus;  de  là  résulte  dcmc  cette  égalité 
«u  équation:  , , 


2,  - I /2l\» 

OOOO  ( — I — 2000=  1000000. 

' Vao/  ^ 

Ajoutant  des  denx  côtés  aooo , on  a 

30OO  l—V=:  1002000. 

\aoy 
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Divisant  de  part  et  d’autre  par  3cx)o , il  vient 


a&i. 


ç 


y=334. 

,30/ 


Prenant  les  logarithmes,  on  a 

n L.  ^=L.  334; 
et  divisant  par  L.|^,  on  obtient 

L.334 


n = : 


■L 

Or  L.  334=a,5a37465,  et  L.  J-;=o,oaii893;  donc 

a,5a37465 

~ 0,031  i8g3* 

Et  si  l’on  multiplie  enGn  les  deux  termes  de  cette  fraction 
par  10000000,  on  aura 

a5a374S5 

211893  ’■ 

ce  qui  fait  cent  dix-neuf  ans,  un  mois,  sept  jours,  et  c’est  là  le 
temps  après  lequel  le  capital  de  1000  écus  se  sera  accru  jusqu’à 
1000000  d’écus. 

547-  Mais  si  on  supposait  que  quelqu’un,  au  lieu  d’auge 
menter  annuellement  son  capital  d’une  certaine  somme  fixe  , 
le  diminuât , en  employant , chaque  année , une  certaine  somme 
pour  son  entretien , on  aurait  les  gradations  suivantes  pour  les 
valeurs  de  ce  capital  a , année  par  année , en  le  supposant  placé 
à 5 pour  cent,  et  en  entendant  par  b la  somme  qu’on  en  ôte 
annuellement  : 

après  1 an,  — a — b , 
ao  ’ 

après  a ans,  /~'\  a — — b — b, 

\ao/  ao 

•prèsSa.,; 

.pré.  n «,,,  (^)’a 6 »... 
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548.  Ce  capital  consiste  donc  en  deux  parties  ; l’une 


et  l’autre  qui  doit  en  être  soustraite  , forme  , 


en  prenant  les  termes  en  rétrogradant,  la  progre^on  géoml- 
trique  suivante  ; 


b + 


+'•••  + 


f: 


V.20, 


;)■ 


b. 


Nous  avons  déjà  trouvé  ci-dessus  la  somme  de  cette  pro- 
gression  = aà  f — j b — aoi  ; *i  donc  on  soustrait  cette  quan- 

tité  de  g)"a  , on  aura  le  capital  cherché  , après  n ans  , 
~ (a — 2oA)-t-3oh.  ! 


549-  On  aurait  pu  tirer  aussi  cette  formule  immédiatement 
de  la  préc^etite.  Car  de  meme  qu’on  ajoutait,  dani)  la  sup-> 
position  précédente  annuellement  la  somme  b , on  Qte  à pré- 
sent chaque  année  la  même  somme  b.  On  n’a  donc  qu’à  mettre 
dans  la  formule  pfécédente,  partout h à ,1a  place  de  ^b. 
Il  faut  remarquer  principalement  ici  que , si  aoA  est  plus  grand 
que  «,  la  première  partie  devient  négative , et  pafconsénuent 
que  le  capital  Va  tonjoqrs  en  diminpa?lt-  Cela  comprend  aisé- 
ment, car  si  on  pta  plps  du  capital  annueUenjent  qu  U ne  s’y 
joint  d’argenl  en  intérêt^,  il  est  çlair  que  cç  capital  doit  deve- 
nir contiiluellement  plus  petit,  et  qu’à  la  Un  il  doit  meme  se 
réduire  absolument  à rien.  C’est  ce  que  nous  a}lpns  éclaircir 
par  un  exemple.  , ■ — ' — , n . i î 

55o.  Question.  Quelqu'un  a un  capital  de  100000  écus  placé 
à 5 pour  cent;  il  lui  faut  chaqu»  année. £oQO  équ^^p^iir^aiOQ' 
entretien;  cela  fait  plus  que  les  intérêts  de  son  argent,  les- 
quels ne  se  montent  qa’à  Sooa  .éçns  v parçqnatqvant  le,  capital 
ira  toujours  en  diminuant.  On  demande  en  combien  de  temps 
il  s’é\;ancmi)ra  tovij-à-fait.  Supposons  ce  uqmhçe  d’ançéçs.rr't> 
et  puisque  ‘ ' • 

C 
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a — looooo  et  6 = 6000 


i63 


BOUS  savons  qu’ après  n ans,  la  valeur  du  capital  sera 


/aiV  . /'îiiV 

= — flooool  ^ I 4-  laoooo,  ou  iaûoOo  — éoooo  ( — 1 . 

\aoJ  ^ \3o/ 

Ainsi  le  capital  se  réduira  à zéro,  lorsque  aoooo  *®  mon- 
tera à 1 aoooo  écus,  ou  lorsque  aoooo  égalera  i aoooo. 

Divisant  des  deux  côtés  par  aoooo,  on  a 

0'=«- 

Prenant  les  logarithmes , on  a 

bL.  Îs  = L.  6. 


Divisant  par  L.  ^ , il  vient 

L.G  0,778 i5i 3 7781515 

L.44  0,0311893  311893  ' 

Donc  n=56  ans  8 mois  aa  jours,  au  boutdüqüél  teù^s  ii 
ne  restera  plus  rien  du  capital. 

55 1 . Il  sera  bon  de  faire  voir  aussi  comment,  en  partant  des 
mêmes  principes , on  peut  calculer  les  intérêts  pour  des  temps 
plus  courts  que  des  années  entières.  On  se  sert  pour  cela  dé  la 

formule  a trouvée  plus  haut,  qui  exprime  la  valeur  d’un 

capital  placé  à 5 pour  cënt  après  n années  *,  car  si  le  temps  ésf 
de  moins  d'un  an , l’exposant  rt  devient  une  fraction , et  le  cal- 
cul se  fait  par  les  logarithmes , comme  auparavant.  Si  on  de- 
mandait, par  exemple,  la  valeur  du  capital  après  un  jour,  On 
ferait  si  c’est  après  deux  jours,  n = Y|î,  et  aiBài 

de  suite. 

553.  Soit  le  capital  a = 100000  écus,  placé  à 5 pour  cènt,  à 
combien  montera-t-il  en  huit  jours  de  temps? 

4 
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Nous  avons 

0=100000,  et  n =v|î; 

parconséquent  le  capital  cherché  = 
garithme  de  cette  quantité  est 

= L-  lOoooo  = îfi  L.  H + L.  looooo. 

Or  L.  1^  = 0,0211893, 

multipliant  par  , on  a 0,0004844 
ajoutant  L.  100000  = 5,ooooooo 

la  somme  est  = 5,0004644* 

Le  nombre  de  ce  logarithme  est  = 100107.  Ainsi  dans 
les  premiers  huit  jours  les  intérêts  du  capital  font  déjà  107 
écus. 

553.  Dans  cette  matière  se  présentent  aussi  les  questions  d’es- 
timer la  valeur  présente  d’une  somme  d'argent  qui  ne  serait 
payable  que  dans  quelques  années.  On  considérera  que  puis- 
que 20  écus  en  argent  comptant,  montent  à 21  écus  en  douze 
mois,  il  faut  que  réciproquement  21  écus  qu’on  ne  pourrait 
toucher  qu’au  bout  d’un  an,  ne  valent  actuellement  que  20 
écus.  Si  donc  on  exprime  par  a une  somme  dont  le  payement 
écherrait  au  bout  d’un  an  , la  valeur  présente  de  cette  somme 
est  a.  Ainsi,  pour  trouver  combien  un  capital  a,  payable 
seulement  au  bout  d’nn  certain  temps,  vaudrait  une  année 
plutôt,  il  faudra  le  multiplier  par  pour  trouver  sa  valeur 

(20\* 

— 1 a;  et 

en  général  sa  valeur,  n ans  avant  l’échéance,  s’exprimera  par 
■ 

554.  Supposons  qu’un  homme  ait  à tirer  pendant  cinq  années 
consécutives  une  rente  annuelle  de  cent  écus , et  qu’il  veuille 
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la  céder  pour  de  l’argent  comptant , en  supposant  les  inté- 
rêts à 5 pour  cent , si  on  demande  combien  il  doit  recevoir , 
voici  comment  il  faudra  raisonner  : 

^ après  r _ an , \ / g5,23g. 

Pour  lOoV après  a ans,/  \ 90,704. 

écus  qui  J après  3 ans , V il  reçoit  < 86,385. 

échoient  i après  4 \ / 83,372. 

V.  après  5 ans , ' \ 78,355. 

Somme  des  5 termes  4^3,955. 

Ainsi  le  possesseur  de  la  rente  ne  peut  prétendre  en  argent 
comptant  que  43a, gSS  écus,  ou  1398  livres  17  sous  3 y den. 

555.  On  remarquera  que  si  une  telle  rente  devait  durer  un 
nombre  d'années  beaucoup  plus  grand,  le  calcul,  de  la  ma- 
nière que  nous  l’avons  fait,  deviendrait  très-pénible;  voici  les 
moyens  de  le  faciliter  : 

Soit  la  rente  annuelle  = a,  commençant  dès  à présent,  et 
durant  n années,  elle  vaudra  actuellement  : 


a -f- 


œ“+o‘“+©’“+©‘‘-+GT)'“- 


Voilà  une  progression  géométrique,  et  tout  se  réduit  à en 
trouver  la  somme.  On  multipliera  donc  le  dernier  terme  par 

— 1 a ; soustrayant  le  premier 


—J  a— a;divisantenfinparlefacteurmoins 

1 , c’est-à-dire,  par  — , ou , ce  qui  revient  au  même,  multipliant 

/aoN""*"* 

par  — 21 , on  aura  la  somme  cherchée  = — 31  ( — ) a-f-aia, 

—J  a;  et  ce  second  terme  qu’il  s’agit 
de  soustrmre , se  calcule  facilement  par  les  logarithmes.  r 
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SECTION  QUATRIÈME. 

Des  Equations  algébriques  , et  de  la  réso- 
lution de  ces  Equations. 


CHAPITRE  PREMIER. 

De  la  résolution  des  Problèmes  en  général. 

55G.  Le  but  principal  de  l'algèbre  , ainsi  que  de  itontes  les 
parties  des  mathématiques , est  de  déterminer  la  valeur  de 
quantités  qui  auparavant  étaient  inconnues.  On  l’atteint  en 
examinant  avec  attention  les  conditions  prescrites.  C’est  aussi 
pourquoi  on  définit  l’algèbre , la  science  qui  enseigne  à déter- 
miner les  quantités  inconnues  par  le  moyen  de  quantités 
connues. 

557.  Ce  que  nous  venons  de  dire  s’accorde  aussi  avec  tout 
ce  qui  a été  exposé  jusqn’ici.  Partout  on  a vu  la  connaissance 
de  certaines  quantités  faire  arriver  à celle  d’autres  quantités 
qu’on  pouvait  auparavant  regarder  comme  inconnues. 

L’addition  en  offrait  d’abord  un  exemple.  Pour  trouver  la 
somme  de  denx  ou  de  pluâeurs  nombres  donnés  , il  fallait 
chercher  un  nombre  inconnu  qui  fut  égal  à ces  nombres  connus 
pris  ensemble.  - ~ 
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Dans  la  soustraction  on  cherchait  un  nombre  ^i  fût  égal  à 
la  différence  de  deux  nombres  connus. 

Une  multitude  d’autres  exemples  se  sont  présentés  dans  la 
multiplication  et  dans  la  division , dans  l’élévation  des  puissances 
et  dans  l’extraction  des  racines  ; la  question  se  réduisait  tou- 
jours à trouver,  par  le  moyen  de  quantités  connues , une  autre 
quantité  inconnue  jusqu'alors. 

556.  Enfin  dans  la  dernière  section  , nous  avons  aussi  résolu 
différentes  questions  où  il  s’agissait  de  déterminer  un  nombre 
qui  ne  pouvait  être  conclu  de  la  connaissance  d’autres  nombres 
donnés  que  sous  de  certaines  conditions.  , 

Toutes  les  questions  se  réduisent  donc  à trouver,  parle  se- 
cours de  quelques  nombres  donnés  , un  nouveau  nombre  qui 
ait  avec  ceux-là  une  certaine  relation  ; et  cette  relation  se 
détermine  par  de  certaines  conditions  ou  propriétés  qui  doi- 
vent convenir  à la  quantité  cbercbée. 

55g.  Lorsqu’il  se  présente  une  question  à résoudre  , on  in- 
dique par  une  des  dernières  lettres  de  l’alphabet,  le  nombre 
cherché , et  on  examine  ensuite  de  quelle  manière  les  con- 
ditions données  peuvent  former  une  égalité  entre  deux  quan- 
tités ; cette  égalité  qui  est  représentée  par  une  espèce  de 
formule  qu’oa'appaüe  équaüan  , sert  ensuite  à déterminer  la 
valeur  du  nombre  cherché  , et  parconséquent  à résoudre  la 
question.  U arrive  quelquefois  qu’on  cherche  plusieurs  nom- 
bres -y  OU  les  trouve  pareillement  par  des  équations. 

56o.  Expliquona-nous  par  un  exemple , et  su{q>08on8  la 
question  ou  le  problème  qui  suit  : 

Yiagt  petsQBoes,^  hommes  et  fêtâmes,  mangent  dans  une 
auberge  \ l’écot  d’un  homme  est  8 sous , celui  d’uoe  femme 
est  7 sou*^  la  dépense  totale  ae  monte  à 7 liv.  5 sous  ; on 
demande  lé  nombre  des  hommes  et  celui  des  femmes  ? 

On  supposera,  pour  résoudre  cette  question,  que  le  nombre 
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des  hommes  soit  = x , et  regardant  maintenant  ce  nombre 
comme  connu , on  procédera  de  la  même  manière  que  si  on 
voulait  faire  la  preuve  et  voir  si  ce  nombre  satisfait  à la  ques- 
tion. Or  le  nombre  des  hommes  étant  =x , et  les  hommes  et 
les  femmes  faisant  ensemble  vingt  personnes , il  est  facile  de 
déterminer  le  nombre  des  femmes , on  n’a  qu’à  soustraire  de  20 
celui  des  hommes , c’est-à-dire  que  le  nombre  des  femmes 
= 20  — X. 

Mais  un  homme  dépense  8 sous , donc  x hommes  dépensent 
8 X sous. 

Et  puisqu’une  femme  dépense  7 sons  , 20  — x femmes 
auront  dépensé  — yx  sous. 

Ainsi , ajoutant  ensemble  8x  et  i4o — yx,  on  voit  que  toutes 
les  20  personnes  auront  dépensé  i^o-f-x  sous.  Or,  on  sait 
d’avance  combien  elles  ont  dépensé  , savoir  7 liv.  5 sous , ou 
145  sous  ; il  faut  donc  qu’il  y ait  égalité  entre  i4o  + ^ et  14^, 
c’est-à-dire  qu’on  ait  l’équation 

i4o+x  = i45, 
et  de  là  on  tire  facilement 

x=5. 

Donc  l’écot  était  fait  par  5 hommes  et  i5  femmes. 

5Si.  Vingt  personnes , hommes  et  femmes , se  trouvent  dans 
une  auberge  ; les  hommes  dépensent  24  florins  , et  les  femmes 
autant,  et  il  se  trouve  qu’un  homme  a dépensé  1 florin  de 
plus  qu'une  femme  ; on  demande  combien  il  y avait  d’hommes 
et  combien  de  femmes  ? 

Soit  le  'nombre  des  hommes  = x,  celui  des  femmes  sera 
= 20 — X. 

Or  ces  X hommes  ayant  dépensé  24  florins , l’écot  de  chaque 
homme  est  de  — florins. 

X 
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De  plus  les  ao— X femmes  ayant  aussi  dépensé  a4  florins , 

l’écot  de  chaoue  femme  est  — ~ — florins. 

^ ' ao — X 

Mais  on  sait  que  cet  écot  d'une  femme  est  d’un  florin  plus 
petit  que  celui  d’un  homme  -,  si  donc  on  soustrait  i de  l’écot 
d’un  homme , il  faut  qu’on  obtienne  celui  d’une  femme , et 
parconséquent  que 

J _ a4 

X 30  — X 

J 

Voilà  donc  l’équation  de  laquelle  il  s’agit  de  tirer  la  valeur 
de  X ; on  ne  trouve  pas  cette  valeur  avec  la  même  facilité  que 
dans  la  question  précédente  ; mais  on  verra  dans  la  suite  que 

x=8, 

et  cette  valeur  satisfait  en  effet  à l’équation  -,  car  ^ t =Ti 
renferme  l’égidité  3= s. 

‘'563.  On  voit  bien  à quel  point  il  est  essentiel,  dans  tous  les 
problèmes , de  peser  avec  attention  toutes  les  circonstances  de 
la  question , afin  d’en  déduire  une  équation , en  exprimant  par 
des  lettres  les  nombres  cherchés  et  inconnus.  Tout  l’art  con- 
siste ensuite  à résoudre  ces  équations  pour  en  tirer  les  valeurs 
des  nombres  inconnus , et  c’est  de  quoi  nous  nous  occuperons 
dans  cette  section. 

563.  Nous  avons  à remarquer  d'abord  une  diversité  qui  réside 
dans  les  questions  elles -mêmes.  Dans  quelques-unes,  on  ne 
cherche  qu’une  seule  quantité  inconnue , dans  d’autres  on  en 
cherche  deux  ou  plusieurs  ; et  on  doit  observer  dans  ce  dernier 
cas  qu’il  faut,  pour  les  déterminer  toutes , pouvoir  déduire  des 
circonstances  ou  des  conditions  du  problème , autant  d’équa- 
tions qu’il  y a d'inconnues. 

564.  On  a déjà  pu  s’appercevoir  qu’une  équation  consiste 
en  deux  membres  qu’on  sépare  par  le  signe  d’égalité,  =,  pour 
indiquer  que  ces  deux  quantités  sont  égales  l’une  à l’autre.  On 
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est  obligé  souvent  de  faire  subir  bien  des  transformations  k tes 
deux  membres,  afin  d'en  déduire  la  valeur  de  la  quantité  in- 
çonnue  •,  mais  ces  transformations  cependant  doivent  toutes  se 
fonder  sur  ce  que  deux  quantités  égales  restent  égales,  soit 
qu’on  leur  ajoute  ou  qu’on  en  retranche  des  quantités  égales , 
soit  qu’on  les  multiplie  ou  qu’on  les  divise  par  un  même  nombre,* 
soit  qu’on  les  élève  toutes  deux  à la  même  puissance , ou  qu’on 
en  extraie  les  racines  d’un  même  degré , soit  enfin  que  l’on 
prenne  les  logarithmes  de  ces  quantités , comme  nous  l’avons 
déjà  pratiqué  dans  la  section  précédente. 

565.  Les  équations  qu’on  résout*  Hs  plus  facilement,  sont 
celles  où  l’inconnue  ne  passe'  pas  Ik  première  puissance  après 
qu’on  a mis  les  termes  de  Féquatiotl  en  ordre,  et  o»i  les 
appelle  équations  du  premier  degré.  Mais  lorsqu’ayant  réduit 
et  ordonné  une  équation , on  y rencontre  le  quarré  ou  la  se- 
conde puissance  de  l’inconnue  , on  a une  éqùatiad  éu'  iècortd 
degré,  qui  est  déjà  plus  difficile  à résoudre.  Ensuite  viennent 
les  équations  du  troisième  degré , qui  renferment  le  ciibe  de 
l’inconnue,  et  ainsi  de  suite.  Nous  traiterons  d«  toute» dans 
cette  section. 
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CHAPITRE  II.  ' 

t 

De  la  résoUtttQndes  équations  du  premier  degré. 

566.  Xjorsqde  le  nombre  cherché  ou  inconnu  est  indiqué 
par  la  lettre  x , et  que  l’équation  qu’on  a obtenue  est  telle  que 
l’un  de  ses  membres  renferme  simplement  x , et  l’autre  seu- 
lement un  nombre  connu , comme  , par  exemple  x = a5 , 
la  valeur  cherchée  de  x est  toute  trouvée.  C’est  donc  à parvenir 
à une  telle  forme  qu’il  faut  toujours  faire  ses  efforts,  quelque 
compliquée  que  soiti’équation  qu’on  a trouvée  d’abord.  Nous 
donnerons  dans  la  suite  les  règles  qui  rendent  ces  réduction# 
^lus  faciles. 

567.  Commençons  par  les  cas  les  plus  simples,  et  supposons 
d’abord  qu’on  s(Ht  parvemi  à l’équation  ... 

x-|»9=i6, 

on  voit  sur  le  champ  qne  r- 

x=7- 

£t  en  général  si  on  a trouvé 

x-f-a  = ô,  • • • ' 

où  a et  é signifient  des  nombres  quelconques , mais  connus , on 
ji’a  qu’à  soustraire  a de  l’uu  et  de  l’autre  membre  , et  on  ol]|- 
Xient  l’équatioa 

* ( ^ 
XBsb^Oi,  . : ..î, 

qui  indique  la  valeur  dnx* 


V 
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568.  Si  l'éqnation  primitive  a cette  forme , 

X — a-\-b~Cf 

on  peut  commencer  par  ajouter  de  part  et  d'autre  a,  on  aura 
x + 6 = c-f-a  ; 

et  en  soustrayant  ensuite  b des  deux  côtés,  on  trouvera 
x = c-f-a  — b. 

Mais  on  peut  aussi  ajouter  + a — ô de  part  et  d’autre  ; on 
obti  ent  par-là  sur-le-champ 

x—c-f-a  — b. 

Ainsi  de 

, X — aût-f-5A=o  I ( x=20 — 3b 

X — 3a+3^=25-f-  a^ab  > on  déduit  < x=a5-f-/(a 

X — 9 -J-Ga=25-f-aa  I I x=34 — 4® 


56ÿ.  Quand  l’équation  trouvée  est  de  la  forme. 

ax  — b, 

on  divise  seulement  les  deux  membres  par  a,  et  on  a < ' 

b 

x= 

a 

Mais  si  l’équation  est 

K ax-f-i— c = d; 

il  faudra  d’abord  faire  disparaître  les  termes  qui  accompagnent 
ox , en  ajoutant  de  part  et  d’autre  — & -f-c  ; et  après  cela , en 
divisant  par  a la  nouvelle  équation 

ax  = d—  b + c, 

on 
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ajZ 


On  aurait  trouvé  la  même  chose  en  soustrayant  -\-b  — c de 
l'équation  donnée  ; un  aurait  eu  pareillement 


ax—d — i + c,  etx; 
En  conséquence  de  cela , 


d—  b -f-( 


|ax-f-5=i7  \ tax—ia  J 

Si  3x  — 8=7  /ona(3r=i5  ^et<x=5 

(/{x — 5 — 3a=i5-|-9a;  *4-^  = 2o4-ï2a)  (x=5+3a 


670.  Quand  la  première  équation  aura  la  forme 


on  multipliera  des  deux  cotés  par  a , pour  avoir 

X — a b. 


Mais  si  l’on  a 


X 


+ b — c^dy 


il  faudra  d’abord  faire 


X 


l=d-b  + c, 
a 

après  quoi  on  obtiendra 

x = (ti — b-j-c)a  = ad — ab-^-ac. 

Soit  5X — 3 = 4>  on  al  x = y etx=i4- 
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Jx=4— a,  et  x=i2—5a. 


571.  Quand  on  est  parvenu  à une  équation,  telle  que 


ax 


0n 


multiplie  d’abord  par  6,  afin  d’avoir 
ax=bc. 


et  divisant  ensuite  par  a,  on  trouve 

bc 


x=-. 


Que  si 


ax  7 

— c—d, 

b 


on 


commencerait  par  donner  à l’équation  cette  forme 


= d + c , 


après  quoi  on  parviendrait  à 
^ , bd+bc 

nzi  hd  -|-  hc  y et  a Æ ^ 


ix— 4=1^ 


Supposons 
sous  aurons 

- xz=iS  ^ etax  — donc  x=a  v 7 

ix  + i=5. 


Si 
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nous  avons 

ijc=5 — j = I ; donc  3jc=  18,  et  J?  — 8. 

572.  Considérons  à présent  le  cas  qui  peut  arriver  fré- 
quemment, où  deux  ou  plusieurs  termes  contiennent  la  lettre  ,r , 
toit  dans  un  seul  membre  de  l’équation,  soit  dans  tous  les  deux. 

Si  ces  termes  sont  tous  du  même  côté  , c’est-à-dire  dans  un 
^ul  membre,  comme  dans  l’équation  >\!\t  . 

x+lx-j.  5 = 11, 

on  a 

X -f-  j x=G  , et  3x=12  , et  enfin  x = 4- 

Soit 

x-i-{x-f-fx=z44> 

et  qu’on  demande  la  valeur  de  x : si  on  multiplie  d’abord  par  3 , 
on  a 

4x-f-ix=  i32  i 
multipliant  ensuite  par  2 , on  a 

iix  = 264;  doncx  = 24. 

On  aurait  pu  procéder  plus  brièvement , en  commençant  par 
réduire  les  trois  termes  qui  renferment  x , au  seul  ternie  ^ x ; 
et  divisant  ensuite  par  1 1 l’équation 

if'x  = 44, 

on  aurait  eu  \ 

i X = 4 , donc  X — 24. 

Soit 

on  aura , en  réduisant , 

X = 1 , et  X = 2 f . 

Soit  plus  généralement, 

a 
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ax’  — bx-{-  ex  x=d , 


o'est  comme  sî  on  avait 

( c—ft  + c)  x=ti,  d’oùx  = — — f . 

' a — 64-c 

673.  Lorsqu'il  se  trouve  des  termes  renfermant  x dans  l’im 
«t  l’autre  membre  de  l’équation , on  commencera  par  faire  dis- 
paraiTi  e ces  termes  du  côté  où  cela  est  plus  facile , c’est-à-dirp 
où  il  y en  a le  moins.  Si  on  a , par  exemple , l’équation 

3x  -f-2=x-f- 10  ; 

il  faudra  soustraire  d’abord  x des  deux  côtés,  on  aura 
3X  -h  a = 10  ; donc  ax  =S , etx=4- 


x-f~4=20  — x; 


Qu’on  ait 
il  est  clair  que 

ax-f-4=2o-,  donc  ax=  iS,  etx  = 8. 
x-{“8  = 3a — 3x, 

4x  + 8 = 3a  ; puis  4j^  = 24,  et  x = 6- 
i5  — X ~ ao  *— ax, 
i5-f-a;=ao,  etx  = 5. 

1 +x  = 5— îX, 


Soit 
on  aura 


Soit 
on  aura 
Soit 
on  aura 

1 + î X = 5 ; puis  1 X =4  J 3-^  = 8 ; enfin  x = 4 = a -j. 


Si 

1 Ix- 

» 3 * - 

on  ajoutera  -r  x,  ce  qui  donne 
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sôuitiayant  j- , il  reste 

i^ac=;  i 

•t  multipliant  par  la  ^ on  obtient 

X = a. 

Si 

,i_ix  = ^ + |x. 
on  ajoute  j x , ce  qui  donne 
t 

Soustrayant^,  on  a 

I x=  1 1 , d’où  X = i;  = I -f 

S'-'.-r.'- 

en  multipliant  par  6 , et  en  divisant  par  7. 

5y4-  Si  on  est  parvenu  à une  équation  où  le  nombre  incon- 
nu X est  en  dénominateur,  il  faut  faire  disparaître  la  fraction , 
«n  multipliant  toute  l’équation  par  ce  dénominateur. 

Supposons  qu’on  ait  trouvé 


100 


— 8 = ta, 


on  ajoutera  d’abord  8,  et  on  aura 
100 

= ao  ; 
Jo 

multipliant  ensuite  par  x,  on  a 

ioo  = aox; 

et  divisant  par  ao , on  trouve 

x = 5. 
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Soit 

5x4-3 
■T=rr  = 7. 

Si  on  multiplie  par  x — 1 , on  a 

5x  -f-  3 = 7x  — 7. 

Soustrayant  5x , il  reste 

3 = 2X  — 7. 

Ajoutant  7 , il  vient 

2x  •=  10  ; d’où  X = 5. 

5y5.  Quelquefois  aussi  on  rencontre  des  signes  radicaux , 
et  l’équation  ne  laisse  pas  d’appartenir  au  premier  degré.  Par 
exemple  , on  cherche  un  nombre  x au-dessous  de  100,  et  tel 
que  la  racine  quarrée  de  100  — x devienne  égale  à 8 , ou 

)/  (loc  — x)z=8: 

on  prendra  des  deux  côtés  le  quarré,  ce  qui  donne, 

100  — x = 64, 

et  en  ajoutant  x,  on  aura 

J ico  = 64+*; 

d où 

X = 1 00  — 64  = 3S. 

On  pourrait  aussi , puisque 

loo  — x = 64, 

soustraire  1 00  de  l’un  et  de  l’autre  membre  ; on  aurait 

— x= — 36, 

et  en  multipliant  par  — i , 

x = 36. 
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5y6.  Quelquefois  enfin  le  nombre  inconnu  x se  trouve  dans 
l’exposant,  nous  en  avons  vu  des  exemples  plus  haut,  et  il  faut 
alors  avoir  recours  aux  logarithmes. 

Ainsi , quand  on  a 

2*  = 5i2, 

on  prend  des  deux'  côtés  les  logarithmes  ; on  a 
xL.  2 = L.  5i2 ; 

«t  en  divisant  par  L.  2 , on  trouve 

L.  5i2 

X ~ 

L.  2 

Les  tables  donneront  donc 


Soit 


2,7092700 270927 

^ o,3oio3oo  3oio3 

5.3“ — ioo=3o5, 

on  ajoutera  100  *,  cela  fait 

5.3“  = 4^5; 


divisant  par  5 , on  a 


:8i  ; 


"prenant  les  logarithmes 

2xL.  3 = L.  8t 
et  divisant  par  2L.  3,  on  a 


donc 


L.81  L.81 

1 ,9084860 1 9084860 

0,964^425  9642426 
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De  la  solution  de  quelques  questions  relatives 
au  Chapitre  précédent. 


Bjy.  I^REMIÈRE  QUESTION.  Partager  7 en  deux  parties, 
telles  que  la  plus  grande  surpasse  de  3 la  plus  petite. 

Soit  la  plus  grande  partie  = x , la  plus  petite  sera  =7— x ; 
il  faut  donc  que 

x=7 — x*p3=io  — x; 

ajoutant  x,  on  a 

2x=iio; 


et  divisant  par  a , le  résultat  est  x=5. 

Réponse.  La  plus  grande  partie  est  5 , et  la  plus  petite  est  a. 

Seconde  question.  On  propose  de  partager  a en  deux  par- 
ties , de  façon  que  la  plus  grande  surpasse  de  b la  plus  petite. 

Soit  la  plus  grande  partie  — x,  l’autre  sera  a— x;  ainsi 


ajoutant  x,  on  a 
et  divisant  par  a , 


x=a — x-f-i  ; 

a X = a -f-  i ; 

a -f-  6 

' x = . 

a 


I 


yiutre  solution.  Soit  la  plus  grande  partie  = x;  comme  elle 
est  plus  grande  de  b que  la  plus  petite  , il  est  clair  que  celle-ci 
est  de  b plus  petite  que  l’autre , et  = x — A.  Or  ces  deux  par- 
ties , prises  ensemble  , doivent  faire  a ; il  faut  donc  que 
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2X  — b=a , 

«joutant  b,  OR  a 

2Æ=ia+i;  doncj:=^-^^, 


281 


c’est  la  valeur  de  la  plus  grande  partie  , et  celle  de  la  plus  petite 

o-}-è  , a-\-b  ab  a — b 

sera— 0,  ou ,ou . 

2 222 

578.  Troisième  question.  Un  père  qui  a trois  Fils , leur  laisse 
iGoo  écus.  Le  testament  ptorte  que  l’aîné  aura  200  écus  de  plus 
que  le  puiné , et  que  celui-ci  aura  100  écus  de  plus  que  le  cadet. 
On  demande  quelle  sera  la  portion  de  chacun  ? 

Soit  la  portion  du  troisième  fils  = x ; celle  du  second  sera 
= x-f-  100,  et  celle  du  premier  = x -f-  3oo.  Or  on  sait  que 
ces  trois  portions  font  ensemble  iGoo  écus.  On  a donc 

3x-{-4co=  iGco,  3x=  1200,  et  x— 4co. 


Réponse.  La  part  du  cadet  est  400  écus,  celle  du  puîné  est 
5co  écus , et  celle  de  l’aîné  est  700  écus. 

I 

579.  Quatrième  question.  Un  père  laisse  quatre  filset  8G00I.  ; 
suivant  le  testament , la  part  de  l’aîné  doit  être  double  de  celle 
-du  second  , moins  looliv.  ; le  second  doit  recevoir  trois  fois 
autant  que  le  ttoisième , moins  200  liv. , et  le  troisième  doit 
recevoir  quatre  fois  autant  que  le  quatrième  , moins  3oo  liv. 
On  demande  quelles  sont  les  portions  de  ces  quatre  fils  ? Nom- 
mons X la  portion  du  cadet  ; celle  du  troisième  fils  sera  = 4^ 

— 3oo -,  celle  du  second  =iax — 1100,  et  celle  de  l’aîné 

— — 23oo.  La  somme  de  ces  quatre  parts  doit  faire  8G00 1. 
On  a donc  l’équation 

41X— 3700  = 8600,  d’où 4J3c=  laSoo,  et  x=3oo.  ’ 

Réponse.  Il  revient  au  cadet  3oo  liwes , au  troisième  fils 
goo  livres,  au  second  2600  livTU , et  à l’auié  4gcc  livres. 


Digitized  by  Google 


a?!*.  É L É M E !«  s 

58o.  Cinquième  question.  Un  homme  laisse  iiooo  écus  à 
partager  entre  sa  veuve  , deux  fils  et  trois  filles.  Il  veut  que  la, 
mère  reçoive  deux  fois  la  portion  d’un  fils,  et  qu’un  fils  reçoive 
deux  fois  autant  qu’une  fille.  On  demande  combien  il  revient  à 
ces  personnes  séparément  ? 

Supposons  la  portion  d’une  fille  =r,  celle  d’un  fils  est  par- 
conséquent  ■■—Q.x,  et  celle  de  la  veuve  = ; tout  l’héritage 

est  donc  ’>  ainsi 

1 1 X -Il  ooo , et  X = 1 ooo. 

Réponse.  Une  fille  tire  looo  écus. 


ainsi  toutes  les  trois  reçoivent 3ooo  écu»  | 

Un  fils  tire  aooo  écus, 

ainsi  les  deux  fils  reçoivent 4^00 

La  mère  reçoit 4o°o 


somme  1 1 ooo  écus.' 

58i.  Sixième  question.  Un  père  veut  par  son  testament , que 
ses  trois  fils  partagent  son  bien  de  la  manière  suivante  : l’aîné 
reçoit  1000  écus  de  moins  que  la  moitié  de  tout  l’héritage;  le 
second  reçoit  8oo  écus  de  moins  que  le  tiers  de  tout  le  bien  ; 
et  le  troisième  reçoit  Goo  écus  de  moins  que  le  quart  du  bien. 
On  demande  à quelle  somme  se  monte  l’héritage  entier  , et 
quelle  est  la  part  de  chaque  héritier  ? 


Exprimons  l’héritage  par x ; 

la  part  du  premier  fils  est  j x — lOOO 

celle  du  second ï x — 8oo 

celle  du  troisième sf  x — Goo. 


Ainsi  les  trois  fils  ensemble  tirent  -îX  + J x-f-jx  — s4oo, 
«t  cette  somme  doit  être  égalé  à x ; on  a donc  l’équation 

^ X — 2.40Q  = X. 
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Soustrayant  x , il  reste 

il  X — 2^00  = 0.  \ 

Ajoutant  3400 , on  a 

~ x=z^oo: 

Multipliant  enfin  par  13,  il  vient 

. X ~ 38800. 

Réponse.  L’héritage  est  de  38800  écns,  et 


l’aîné  des  fils  reçoit i34oo  écus. 

le  puîné 8800 

le  cadet 6G00 


tous  trois  ensemble ....  s88oo  écus. 

683.  Septième  question.  Un  père  laisse  quatre  fils  qui  par- 
tagent son  bien  de  la  manière  qui  suit  : 

Le  premier  prend  la  moitié  de  l’héritage , moins  3ooo  livres. 
Le  second  prend  le  tiers  , moins  1000  livres. 

Le  troisième  prend  exactement  le  quart  du  bien. 

Le  quatrième  prend  600  livres , et  la  cinquième  partie  du 
bien. 

De  combien  étoit  l’héritage , et  combien  chaque  fils  a-t-il 


reçu  ? 

Soit  l’héritage  total  = x t 

l’aîné  des  fils  aura -J  x — 3ooo 

le  puîné ix — 1000 

le  troisième i x 

le  cadet tx-f-  600. 


Tous  les  quatre  auront  reçu  îx-f-fx-f-^x-f-fx-f-  3400, 
ce  qu’il  faut  égaler  à x,  d’où  résulte  l’équation 
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llx  — 3400  = X ; 
soustrayant  x , on  a , 

'^x  — 3400  = O ; 

ajoutant  3400,  on  a 

Jî  .r  = 34oo; 

, divisant  par  17 , on  a 

^x  = 20o; 

^ multipliant  par  So , on  a 

X = I 3000. 


Réponse.  L’héritage  était  de  1 2000  livres, 
le  premier  fils  en  a pris  3ooo 


le  second 3ooo 

le  troisième. ..... 3ooo 

le  quatrième 3ooo. 


585.  Huitième  question.  Trouver  un  nombre  tel  que  si  oh 
V ajoute  sa  moitié,  la  somme  surpasse  60  d’autant  que  le  nom- 
bre lui-mènie  est  au-dessous  de  65. 

Soit  ce  nombre  = x , il  faut  que 

— Go=65  — X,  oui'X  — Go  = 65 — x; 


ajoutant  x,  on  a 
ajoutant  60  , on  a 
divisant  par  5 , on  a 


i X —60=  65; 

i X = 135  ; 
i X = a5  ; 


multipliant  par  s , on  a 

x = 5o. 


Réponse.  Le  nombre  cherché  est  5o. 
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584-  Neuvième  question.  Partager  32  en  deux  parties  telles 
que  si  je  divise  la  moindre  par  6 , et  la  plus  grande  par  5 , les 
deux  quotiens  pris  ensemble  fassent  6. 


Soit  la  plus  petite  des  deux  parties  cherchées  = x ; la  plus 

cc 

grande  sera  = 32  — x]  la  première , divisée  par  € , donne  g ; 

f 32  — JC 

la  seconde,  divisée  par  5,  donne — c ; or  il  faut  que 


X 

6‘ 


32- 


1 = 6. 


Ainsi  multipliant  par  5 , on  a 


^x+3a — x=3o,  ou — ^x+32=3o. 


ajoutant  j x , il  vient 

3a=3o  + sx; 


soustrayant  3o , il  reste 
mnltipliaat  par  6 , on  a 


Répùrat.  lies  deux  parties  août  k peûte  ss  ib  , k plus 
grande  = ao. 

585.  Dixième  question.  Trouver  un  nombre  tel  que  si  je 
le  multiplie  par  5 , le  produit  soit  autant  au-dessous  de  4q,  que 
le  nombre  lui-même  est  au-dessous  de  ic.  ie  nommerai  -oe 
nombre  x,  il  est  au-dessous  de  la  de  12  — x;  prenant  le  nom- 
bre X cinq  fois,  j’ai  5x,  ce  qui  est  moindre  que  40  de  40  — 
et  cette  quantité  doit  etre  égale  à 12  — x. 

J’ai  donc 

40 — 5x=i2 — Xi 

ajoutant  5x,  j'ai 

4o=i2-f-4x-, 

soustrayant  la,  j’m 
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divisant  par  4 , j’ai 

x = 7, 

nombre  cherché. 

58S.  Onzième  question.  Partager  a5  en  deux  parties  telles 
que  la  plus  grande  contienne  4'}  fol*  1^  plus  petite. 

Soit  cette  dernière  la  plus  grande  8era  = a5  — x.  Celle- 
ci  divbée  par  celle-là  doit  donner  le  quotient  4â  > ou  a donc 

a5 — X 

—^=49- 

Multipliant  par  x,  on  a 


ajoutant  X , 
divisant  par  5o , 


a5  — X = 49a:  ; 
25  = 5ox; 


Réponse.  La  plus  petite  des  deux  parties  cherchées  est  et 
la  plus  grande  est  24  ï J divisant  celle-ci  par  7,  ou  multipliant 
par  2,  on  trouve  49* 


» 587.  Douzième  question.  Partager  48  en  neitf  parties,  de 

façon  que  l’une  soit  toujours  de  ‘ plus  grande. que  la  précé-- 
dente. 


Soit  la  première  et  la  plus  petite  partie  = x , la  seconde  sera 
= X -p  7 , la  troisième  = x i , etc. 

Or  ces  parties  formant  une  progression  arithmétique  dont 
le  premier  terme  = x , le  neu\ième  et  dernier  terme  sera  = x. 
-f- 4-  Ajoutant  ces  deux  termes  ensemble,  on  a 2c-f-4>  mul- 
tipliant cette  quantité  par  le  nombre  des  termes,  ou  par  g , on 
a i8x  36  ; et  divi.sant  ce  produit  par  2 , on  obtient  la  somme 
de  toutes  les  neuf  parties  = gx  18  , et  qui  doit  équivaloir 
à 48.  On  a donc 

gx-j- 18  = 48; 
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.«oustrayant  1 8 , il  re*te 

gx=3o; 

et  divisant  par  g on  a 

x = 3~. 

Réponse.  La  première  partie  est  3 , et  les  neuf  parties  se 
suivent  dans  l’ordre  que  voici  : 

123456789 

37  + 3 l + 4f + 47  + 5 T + 5r  + 6‘+6i  + 7î- 


Toutes  ensemble  font  48. 

588.  Treizième  question.  Trouver  une  progression  arithmé- 
tique dont  le  premier  terme  = 5,  le  dernier  =10,  et  la 
somme  = 60. 

Nous  ne  connoissons  ici  ni  la  différence  ni  le  nombre  des 
termes  , mais  nous  savons  que  le  premier  et  le  dernier  terme 
nous  suffiraient  pour  exprimer  la  somme  de  la  progression  , si 
seulement  le  nombre  des  termes  était  donné.  Nous  supposerons 
donc  ce  nombre  = x , et  la  somme  de  la  progression  s’expri- 
1 3 

mera  par  ; or  nous  savons  d’ailleurs  que  cette  somme  est  60; 
ainsi 

- ^ ^ = 60 ; .jx=  4»  x = 8. 

Maintenant,  puisque  le  nombre  des  termes  est  8,  si  nous  sup- 
posons la  différence  = z,  il  ne  s’agitplus  que  de  chercher  le  hui- 
tième terme  dans  cette  supposition,  et  de  le  faire  =10.  Le 
second  terme  est  5 -f-  z ; le  troisième  est  5 -|-  2z , et  le  hui- 
tième est  5 -f-  7z,  ainsi 

5+7z=io5  7s  = 5 ; z=f. 
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Réponse.  La  différence  de  la  progression  est  et  le  nombre 
des  termes  est  8 , et  parconséquent  la  progression  est 

12345^78 
5 + 5f  + Gi+7f-f-7|  + 8i  + 9|  + io, 


dont  la  somme  = Go. 

589.  Quatorzième  question.  Je  cherche  un  nombre  tel  que 
si  du  double  de  ce  nombre  ie  soustrais  1 , et  que  je  double  le 
reste,  qu’ensuite  je  soustraie  2,  et  que  je  divise  le  reste  par  4, 
le  nombre  résultant  de  ces  opérations  soit  de  i plus  petit  que  le 
nombre  cherché. 

J e supposerai  ce  nombre = x : le  double  est  2 x ; soustrayant  1 , 
il  reste  2X  — 1 ; doublant  ceci , j’ai  4^=  — 2 ; soustrayant  2 , il 
jne  reste  — 4 > divisant  par  4 > d vient  x — 1 ; et  c’«st 
ce  qui  doit  être  d’une  unité  plus  petit  que  x ; ainsi 

X-— i=x — 1. 

Mais  voilà  ce  qu’on  nomme  une  équation  identique  ; elle 
indique  que  x u’estpas  du  tout  déterminé,  et  qu’on  peut  pren- 
dre à sa  place  un  nombre  quelconque  à volonté. 

690.  Quinzième  question.  J’ai  acheté  quelques  aunes  de 
drap  à raison  de  7 écus  pour  5 aunes  ; j’ai  revendu  de  ce  drap 
à raison  de  11  écus  pour  7 aunes,  et  j’ai  gagné  loo  écus  sur  le 
tout  : on  demande  combien  il  y avait  de  drap  ? 

Supposons  qu’il  y en  ait  eu  x aunes  ; il  faudra  voir  d’abord 
combien  l’emplette  a coûté  ; cela  se  trouve  par  la  règle  de  trois 
suivante  : 

Cinq  aunes  coûtent  7 écus  ; que  coûtent  x aunes  ? Réponse , 
y X écus. 

Voilà  ma  dépense.  Voyons  à présent  quelle  est  ma  recette  ; 
il  faudra  faire  la  règle  de  trois  qui  suit  : Sept  aunes  me  valent 
U écus , combien  me  rapportent  x aunes  ? Rép.  ~ x écus. 

Cette 
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Cette  recette  doit  surpasser  de  100  écus  la  dépense  ; on  a 
donc  cette  équation  : 

~ x = ^x-\- ioo\ 
soustrayant  fx,  il  reste 

^x=ioo; 

donc 

6x  = 35oo,  et  x = 583  y. 

Réponse.  Il  y avait  583  f aunes , qui  ont  été  achetées  pour 
816  J écus,  et  revendues  ensuite  pour  91S  7 écus,  moyennant 
quoi  le  profit  a été  de  100  écus. 

591.  Seizième  question.  Quelqu’un  achète  la  pièces  de  drap 
pour  140  écus.  Deux  sont  blanches,  trois  sont  noires  et  sept 
bleues.  Une  pièce  de  drap  noir  coûte  deux  écus  de  plus  qu’une 
pièce  de  drap  blanc , et  une  pièce  de  drap  bleu  coûte  trois  écus 
de  pius  qu’une  noire  ; on  demande  le  prix  de  chaque  sorte  ? 

Supposez  qu’une  pièce  blanche  coûte  x écus , les  deux  de 
cette  sorte  coûteront  ax.  De  plus  une  pièce  noire  coûtant  x 
-f-  a , les  trois  pièces  de  cette  couleur  coûteront  3x  -}-  S.  Enfin 
une  pièce  bleue  coûte  x + 5;  donc  les  sept  bleues  coûtent  jx 
+ 35.  Ainsi  toutes  les  douze  pièces  reviennent  ensemble  à lax 
+ 4i. 

Or  le  prix  réel  et  connu  de  ces  douze  pièces  est  140  écus; 
on  a donc 

lax  + 41  = i4°> 

et  iax  = 99  ; donc  x=8  J; 

Tdrap  blancs 

ainsi  une  pièce  dexdrap  noir  Scoûte 
'drap  bleu  ' 

53a.  Dix~septième  question.  Un  homme  qui  a acheté  de* 

T 
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noix  muscades , dit  que  trois  noix  im  coûtent  autant  au-delà 
d'un  sou  que  quatre  lui  coûtent  au-delà  de  dix  liards  : on  de- 
mande le  prix  de  ces  noix  ? 

On  nommera  x l’argent  que  trois  noix  coûtent  de  plus  qu’un 
sou  ou  quatre  liards , et  on  dira  : trois  noix  coûtent  x-f-4  Kards , 
et  quatre  coûteront , par  la  condition  du  problème , x -f-  lo 
liards.  Or  le  prix  de  trois  noix  donne  celui  de  quatre  noix  en- 
core d’une  autre  manière , savoir  par  la  régla  de  trois  *,  on  fera 

3:x  + 4=4- 


Ainsi 

— x-f-io,  ou4o;+i6=3x-f-3o; 

sloBC 

x-f-i6=3o,  etx=i4. 


Réponse.  Trois  noix  coûtent  i8  liards , et  quatre  coûtent 
6 sous  ; donc  chacune  coûte  6 liards. 

693.  Dix-huitième  question.  Quelqu’un  a deux  gobelets 
d’argient  avec  un  seul  couvercle  pour  les  deux.  Le  premier  go- 
belet pese  la  onces,  et  si  on  y met  le  couvercle  , il  pèse  deux 
fois  plus  que  l’autre  gobelet;  mais  si  on  couvre  l’autre  gobelet, 
celui-ci  pèse  trois  fois  plus  que  le  premier  : il  s’agit  de  trouver 
le  poids  du  second  gobelet  et  celiû  du  couvercle. 

Supposons  le  poids  du  couvercle  = x onces  ; le  premier  go- 
belet étant  couvert,  pèsera  x + onces.  Or  ce  poids  étant  le 
double  de  celui  du  second  gobelet,  il  faut  que  ce  celuit-ci 
pèse  } X -j-  6.  Si  on  le  couvre  , il  pèsera  * x -f-  G , et  ce  poids 
doit  être  le  triple  de  la  , ou  du  poids  du  premier  gobelet.  On 
aura  donc  l’équation 

|x4*6  = 36,  ou|x  = 3o;  doncix=io  etx  = ao. 

Réponse.  Le  couvercle  pèse  ao  onces , et  le  second  gobelet 
pèse  iG  onces. 
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5g4'  Dix-neuvième  question.  Un  Baïuÿiier  a deax  espèce* 
de  monnaie  ; il  faut  a pièces  de  la  première  pour  faire  un  écu  ; 
il  faut  b pièces  de  la  seconde  pour  faire  la  même  somme.  Quel- 
qu’un vient  et  demande  c pièces  pour  un  écu  ; combien  le  Ban- 
quier lui  donnera-t-il  de  pièces  de  chaque  espèce  pour  le  satis- 
faire? 

Supposons  que  le  Banquier  donne  X pièces  de  la  première 
espèce  ; il  est  clair  qu’il  donnera  c — x pièces  de  l’autre  es- 

pèce.  Or  les  x pièces  de  la  première  valent  - écu  par  la  pro- 

30 

portion  a;i=x;-;etlesc  — x pièces  de  la  seconde  espèce' 

c — T* 

valent  — j— écu,  parcequ’on  a bh—c—x'.  —j—.  Il  faut  donc 
qne 

30  f)X 

--I — ou f-c — x=fr,  ôüix-f- ac— ox=at, 

a b a 


ou  bien 


d’où  l’on  tire 


bx — axxxak  — ac; 


X — 


ab — ac 


oux  = 


g(*— c). 

b— a * 


Parconséquent 


c— X 


bc — ab  b(c  — a) 

b — a l)  — a 


Réponse.  Le  Banquier  donnera  ° ^ pièces  de  la  pre-; 

mière  espèce , et  — ^ pièces  de  la  seconde  espèce. 

Remarque.  Ces  deux  nombres  se  trouvent  facilement  par  la 
règle  de  trois , lorsqu’il  s’agit  de  faire  une  application  de  nos 

a 
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résultats.  On  dira,  pour  trouver  le  premier  ; 


b — a'.  b — c = a'. 


ab  — ac 
b — a 


Le  second  nombre  se  détermine  en  faisant  : 


b— aie  — a 


bc — ab 

‘=T=r- 


■>  • 2 


Il  faut  remarquer  aussi  que  a est  plus  petit  que  b , et  que  c 
est  pareillement  plus  petit  que  b , mais  cependant  plus  grand 
que  a , ainsi  que  la  nature  de  la  chose  le  demande. 

5g5.  f^ingtième  question.  Un  Banquier  a deux  sortes  de 
monnaie  : dix  pièces  de  l’une  font  un  écu , et  il  faut  ao  pièces 
de  l’autre  pour  faire  un  écu.  Or  quelqu’un  demande  à changer 
un  écu  contre  dix-sept  pièces  de  monnaie  -,  combien  recevra- 
t-il  donc  de  pièces  de  chaque  sorte  ? 

Nous  avons  ici  a = lo , 6 = ao , et  c =a  17  ; ce  qui  fournit 
les  règles  de  trois  suivantes  : 

1”.  io;3=  io;3  pièces  de  la  première  sorte. 

a®.  10:7  = 30;  14  pièces  de  la  seconde  sorte. 

696.  Fingt-unième  question.  Un  père  laisse  à sa  mort  quel- 
ques enfans , avec  un  bien  qu’ils  partagent  de  la  manière  sui- 
vante : 

Le  premier  reçoit  cent  écus  et  la  dixième  partie  du  reste. 

Le  second  tire  deux  cents  écus , et  la  dixième  partie  de  ce 
qui  reste. 

Le  troisième  prend  trois  cents  écus  et  la  dixième  partie  de 
ce  qui  reste. 

Le  quatrième  prend  quatre  cents  écus  et  la  dixième  partie' 
de  ce  qui  reste  , et  ainsi  de  suite. 

Et  il  se  trouve  à la  £n  que  le  bien  a été  partagé  également 
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.entre  tous  les  enfans.  On  demande  mmntenant  de  combieit 
était  l’héritage , combien  il  y avait  d’enfans , et  combien  chacun, 
a reçu  ? 

Cette  question  est  d’une  nature  tonte  particulière  , et  mérita 
par  là  qu’on  y fasse  attention.  Pour  la  résoudre  plus  facile- 
ment , nous  supposerons  l’héritage  total  = z écus  *,  et  puisque 
tous  les  enfans  tirent  une  même  somme , soit  cette  portion  do 
chacun  = x , moyennant  quoi  le  nombre  des  enfans  s’exprime 

par  Cela  posé , voici  comme  nous  nous  y prendrons  poux. 

résoudre  la  question  proposée. 


Nous  avons  inséré  dans  la  dernière  colonne  les  différences 
qu’on  obtient  en  soustrayant  chaque  portion  de  la  suivante. 
Or  toutes  les  portions  étant  égales , il  faut  que  chacune  de  ces 
différences  soit  =:  o.  Et  comme  il  arrive  heureusement  qu’une 

3 
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même  expression  a lieu  pour  toutes  ces  différences  , il  suffira 

d'en  égaler  une  seule  à zéro  : on  aura  donc  l’équation 

/ 

■ X-f-lOO 

IQO  — = O. 

lO 

Multipliant  par  lo,  on  a 

looo — X— 100  = 0,  ougoo— x = o; 


parconséquent 


x = gooi 


Nous  savons  donc  déjà  que  la  part  de  chaque  enfant  était 
goo  éeus  ; ainsi  en  prenant  à présent  à volonté  une  des  équa- 
tions de  la  troisième  colonne  , par  exemple  la  première , elle 
devient,  en  substituant  à x sa  valeur. 


'g00=10O-J- 


Zr^lOO 


d’où  l’on  tire  z sur  le  champ  ; car  on  a 

Qooo=  iooo-f-6— 100 , ou  gooo  = gooTf-z; 


donc 


z = 8100  ; et  parconséquent  - = g. 


Réponse.  Ainsi  le  nombre  des  enfans  = g ; l’héritage  laissé 
par  le  père  =8100  écus  ; et  )a  portian  de  chaque  enfant 
= goo  écus. 
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CHAPITRE  IV. 


De  la  résolution  de^  deux  ou  de  plusieurs  Equa- 
lions  du  premier  degré. 

697.  Il  arrive  souvent  qu’on  est  obligé  de  faire  entrer  dan» 
le  calcul  deux  ou  plusieurs  de  ces  nombres  inconnus  reprér- 
sentés  par  les  lettres  x , y , z,  etc.  ; et  si  la  question  est  déter-? 
minée  , on  parvient  dans  ce  cas  à autant  d’équations  desquelles 
il  s’agit  ensuite  de  tirer  les  inconnues.  Comme  nous  ne  consi- 
dérons encore  que  les  équations  qui  ne  contiennent  pas  des 
puissances  d’une  inconnue,  plus  élevées  que  la  première , ai  de* 
produits  de  deux  ou  de  plusieurs  inconnues , on  voit  que  cee 
équations  auront  toutes  la  forma  , 

az-{-T)y-{-  cx—d. 

• l » 

5g8.  Commençant  donc  par  deux  équations , nous  chercbe- 
rons  à en  tirer  les  valeurs  de  x et-y,  et  pour  traiter  ce  cas 
d’une  manière  générale , soient  les  deux  écpiatiooa  : 

1».  cu;4.^==c;  a«./x4-gy=A, 

où  O,  6,  c,  etf,g,h  signifient  des  nombres  ccmnus.  lî  s’agit 
donc  ici  de  tirer  de  ces  deux  équations  , .les  valeurs  des  deux 
inconnues  x et  y. 

59g . La  voie  la  pins  natmreUe  pour  y parvaiir,  se  pré  sente  aisé- 
ment à l’esprit;  c’est  de  déterminer  d’après  l’une  et  l’autre  équa- 
tion la  valeur  de  l’une  de»  inconnues,  par  exemple,  de  a;,  et 
de  considérer  ensuite  l’égalité  de  ces  deux  valeurs  ; car  on  aura 
une  équation  dans  laquelle  l'inconnue  y se  trouvera  seule  et 

4 
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pourra  être  déterminée  par  les  règles  que  nous  avons  données 
plus  haut.  Connaissant  donc  alors  y , on  n’aura  plus  qu’à  sub- 
stituer sa  valeur  dans  une  des  équations  qui  donnent  x. 


600.  D’après  cette  règle , nous  tirons  de  la  première  équa- 
tion : 

X — 

et  de  la  seconde  , 


J 

posant  ces  deux  valeurs  égales  l’une  à l’autre,  nous  ayons  cette 
nouvelle  équation  : 

c-by_h-^^ 
multipliant  par  a,  le  produit  est 


:-iy^±ipï. 


f 


multipliant  par  f,  le  produit  est 


fc—fby  = ah  — agy. 


ajoutant  agy  y on  a 


fc—fhy  + a^=ah  ; 
soustrayantyc,  il  reste 

—fby-i-agy  = ab-‘fc; 

ou  bien 

(_ag~bf')y=^ah-~fci 


divisant  enfin  par  ag — bf,  nous  avons 

ah — fc 
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Substituons  donc  cette  valeur  de  ^ dans  une  des  deux  valeurs 
que  nous  avons  trouvées  pour  x,  par  exemple  dans  la  première 


X 


«t  nous  aurons  d’abord 


, abh  — bcf 

-by= 


de-là 


: — hy=.c 


ag—bf  ’ 
abh  -+•  bcf 


ag~bf  ’ 


ou 


c — by 
et  divisant  par  a. 


acg  — bcf — abh  -f-  bcf  acg — abh 

ag-lf  ' 


ag  — bf 


c — by cg — bh 

ag—bf 

601.  Première  question.  Pour  éclaircir  cette  méthode  par 
des  exemples , soit  proposé  de  trouver  deux  nombres  dont 
la  somme  soit  = i5 , et  la  différence  = 7. 

Nommons  xle  nombre  qui  est  le  plus  grand,  et_y  le  plue 
petit.  Nous  aurons 


1®.  x-fj>  = t5,  a®.  X — y-7- 
La  première  équation  donne 

X—  i5  — y; 

la  seconde  donne 

ai:=7+y>  , 

de-là  résulte  la  nouvelle  équation 

i5-y=^7-hy. 


\ 
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Aiusi 

i5  = 74-çy;  a^  = 8,  etj?=4; 
au  moyen  de  quoi  on  trouve 

a:  = 1 1 . 

J 

Réponse.  Le  plus  petit  nombre  est  4,  et  le  plus  grand  est  1 1 . 

6oa.  Seconde  question.  On  peut  aussi  généraliser  la  question 
précédente , en  cherchant  deux  nombres  dont  la  somme  soit 
=:  a,  et  la  différence  = b. 

C 

Soient  le  plus  grand  des  deux  nombres  =cx,  et  le  pins  petit 
—y.  On  aura 

1®.  = X — y = b. 

La  première  équation  donne 


la  seconde  donne 


Donc 


£nfin 


x~a^y, 


x = b-+y. 


a—y  = b^y;  ay:^a^bl 


a — b 


et  parconséqnent 


a b a '4'  é 

x — a — y = a — = . 

as 


Réponse.  Le  plus  grand  nombre , ou  x est  : 


0 + 6 


et  le  pins 


a — b'  . . 

petit,  ou  y est  = , ou,  ce  qui  revient  au  même. 


x=ka  + {b,  «tj=io— 'fr; 
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et  de  là  résuit»  le  théorème  suivant.  Quand  la  somme  de  deux 
nombres  quelconques  est  a , et  que  la  différence  de  ces  deux 
nombres  «t  b , le  plus  grand  des  deux  nombres  est  égal  à la 
moitié  de  la  somme  plus  la  moitié  de  la  différence  ; et  le  plus 
petit  des  deux  nombres  est  égal  à la  somme  moins  la  moitié  de 
la  différence. 

6o3.  On  peut  aussi  résoudre  la  même  question  de  la  manière 
qui  suit  : 

Puisque  les  deux  équations  sont , 

t 

x-\-y  — a,  et  a? — y~b. 

> 

Si  on  les  ajoute  l’une  avec  l’autre , on  a 


=a-f-  i ; donc  T 


a ' 


b 


Ensuite  , soustrayant  les  mêmes  équations  l’une  de  l’autre , 
•n  a 

ay  = a — 6 ; donc  y = — . 


604.  Troisième  question.  Un  mulet  et  un  âne  portent  des 
charges  de  quelques  quintaux.  E’âne  se  plaint  de  la  sienne  et 
dit  au  mulet  : il  ne  me  manque  que  de  porter  encore  un  quintal 
de  ta  charge  , pour  être  pins  chargé  que  toi  du  double.  Le 
mnlet  répond  : oui , niais  si  tu  me  donnais  un  quintal  de  la 
tienne  , je  serais  trois  fois  plus  chargé  que  toi.  On  demande 
combien  de  quintaux  ils  portaient  chacun  ? 

Supposons  la  charge  du  mulet  de  x quintaux",  et  celle  de 
l’âne  de^  qujntaux.  Si  le  mulet  donne  à l’âne  un  quintal , celui- 
ci  aura  y'  1 , et  il  restera  à l’autre  x — 1 ; et  puisque  dans 
ce  cas  l’âne  est  deux  fois  plus  chargé  que  le  mulet , on  a ' 

' .y  '+•  1 — a. 

Mais  si  l’âne  donne  po  quintpI  au  njulet , celui-ci  a x -f-  i , 
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et  l’âne  garde  y — i ; et  la  charge  du  premier  étant  maintenant 
triple  de  celle  du  second , on  a 


a?  + 1 = 3y  — 3. 

Nos  deux  équations  seront  parconséquent 

i“.y  + i=ax— a;  a“.x  + i=3y  — 3. 
La  première  donne 


et  la  seconde  donne 

' x = 3y— 4; 

de  là  résulte  la  nouvelle  équation 


qui  donne 


y-h3 


= ^ — 4, 


de  cette  valeur  on  déduit  x = a f . 

Réponse.  Le  mulet  portait  a f quintaux , et  l’âne  portait  a J- 
quintaux. 

6o5.  Dans  l’hypothèse  de  trois  nombres  inconnus , et  d’au- 
tant d’équations , comme , par  exemple , 


1®.  X +y  — » = 8 ; a®.x-|-»— y = 9 ; 3®.y + z— -x  = io. 


qn  commencera , comme  auparavant , par  tirer  de  chacune  la 
valeur  de  x , et  on  aura  par  la  première 


par  la  deuxième 


x = 8-f-z— y, 

-s. 
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et  par  la  troisième 

x—y-j-z — 10. 

Comparant  maintenant  la  première  de  ces  valeurs  avec  la 
seconde , puis  avec  la  troisième , on  aura  les  équations  sui- 
vantes : 

4®.  S+z—y  = g+y—z;  5*».  8 + z— lo.' 

Or  la  première  donne 

az  — 3^  = 1 , 

et  la  seconde  donne 

jy=i8,  ou_y=g; 

si  donc  on  substitue  cette  valeur  dey  dans 

2z — 3^=1  , onasz — i8  = i , et  3z  = ig  , ainsi  z = gî: 

il  ne  reste  donc  que  x à déterminer , et  on  le  trouve  facilement 
= 8i. 

Il  est  arrivé  ici  par  hasard  que  la  lettre  z s’est  éliminée  dans 
la  dernière  équation , et  qu’on  a trouvé  la  valeur  de  y immé- 
diatement. Si  ce  cas  n’avait  pas  eu  lieu  , ou  aurait  eu  deux 
équations  entre  z et  y , qu’il  aurait  fallu  résoudre  par  la  règle 
précédente. 

6oG.  Qu’on  ait  trouvé  les  trois  équations  suivantes  : 

1®.  — 4**=25;  3®.  5x— 3j^+3z=46 ; 

3®.  5y-i^5z — x=S3. 

Si  on  tire  de  chacune  la  valeur  de  x , on  a 

40.  50,  ^^4S-hay-3z_ 

3 ’ 5 _ 

C?.  xs=3j>-f-5z*— 6a. 
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Comparant  à présent  ces  trois  valeurs  entr’elles,  et  d’abord 
la  troisième  avec  la  première , on  a 

Zy+s.-s.=±=^à±, 

multipliant  par  3, 

9^-f- i5z-^i8S  = 23 — 

ainsi 

2y+i55=2n— 5j'  + 4®,  et  H2  = 2H. 

Comparant  aussi  la  troisième  avec  la  seconde , on  a 

3y+5z_62=^it|;z:!f, 

ou 

4S  + 27 3z  = I ^ -f- 2 5z — 3 1 0 , 

ee  qui  se  réduit  à 

356  =i5y  28s. 

On  tirera  maintenant, de  ces  deux  nouvelles  équatioas  la 
valeur  de 

«n’f'.. 

7*'.  2ii  = i4y+iiz;  donc  i4y=2ii  — iiz. 


'8®.  356  = 1^  + 282;  donc  i^=35€ — 282, 
356 — 282 

^ = —73— 

Ces  deux  valeurs  forment  k nouvelle  équation 

211 — 112  356—282 

14  ■■  Ï3T“.î 
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laquelle  se  change  en  celle-ci , 

3743 — 143^=4984 — 392a; 

qui  se  réduit  à 

3492  = 2241  , d’oùa  = 9. 

Cette  valeur  étant  substituée  dans  une  des  deux  équations 
de  ^ et  a , on  trouve 

^ = 8, 

et  enGn  une  substitution  semblable  dans  une  des  trois  valeurs 
de  X , donnera 

/ 

ar  = 7. 

607.  Si  on  avait  plus  de  trois  inconnues  à déterminer , et 
autant  d’équations  à résoudre  , on  pourrait  s’y  prendre  de  la 
même  manière  ; mais  on  se  trouverait  engagé  le  plus  souvent 
dans  des  calculs  fort  prolixes. 

Il  est  donc  à propos  de  remarquer  que  dans  chaque  cas  par- 
ticulier , on  ne  manque  guère  de  rencontrer  des  moyens  qui  en 
facihtent  beaucoup  la  résolution.  Ces  moyens  sont  d’introduire 
dans  le  calcul , à côté  des  inconnues  principales , une  nouvelle 
inconnue  arbitraire  telle  qu’est , par  exemple  la  somme  de 
toutes  les  autres  ; et  quand  on  est  un  peu  versé  dans  ces  sortes 
de  calculs  , On  juge  assez  facilement  ce  qu’il  est  le  plus  conve- 
nable de  faire.  Nous  allons  rapporter  quelques  exemples  qui 
peuvent  guider  dans  l’application  de  cette  méthode. 

G08.  Quatrième  question.  Trois  personnes  jouent  ensemble  ; 
dans  la  première  partie  le  premier  Joueur  perd  avec  chacun 
des  deux  autres  autant  que  chacun  d’eux  avait  d’argent  sur  lui. 
Dans  la  seconde  partie  , c’est  au  second  Joueur  que  les  deux 
autres  gagnent  autant  chacun  qu’ils  ont  déjà  d’argent.  Dans 
la  troisième  partie  enfin  , le  premier  et  le  second  Joueur  ga- 
gnent au  troisième  autant  d’argent  chacun  qu’ils  en  avaient, 
lit  cessent  alors  de  jouer  ^ et  il  te  trouve  qu’ils  ont  tous  une 
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somme  égale , savoir  vingt-quatre  louis  cliacun.  On  demande - 
avec  combien  d'argent  chacun  s'est  mis  au  jeu  ? 

Supposons  que  l'enjeu  du  premier  joueur  ait  été  de  x louis,' 
celui  du  second,  y , et  celui  du  troisième  , 2.  Et  faisons  outra 
cela  la  somme  de  tous  les  enjeux,  ou  x-f-_y  + a=/-  Or  le 
premier  Joueur  perdant  dans  !a  première  partie  autant  d'argent 
qu'en  ont  les  deux  autres  , il  perd  f — x\  car  lui-même  ayant 
eu  X , les  deux  autres  auront  eu  / — x ; donc  il  lui  restera 
ax  — /;  le  second  aura  zy , et  le  troisième  aura  as. 

Voici  donc  ce  que  chacun  aura  après  la  première  partie  : 
le  premier  ax — /;  le  deuxième  zy  \ le  troisième  as. 

Dans  la  seconde  partie  , le  second  Joueur  qui  a maintenant 
zy , perd  autant  d'argent  qu’en  ont  les  deux  autres  , c’est-à- 
dire  / — zy  -,  il  lui  reste  parconséquent  4j'  — /•  Quant  aux 
autres , ils  auront  le  double  chacun  de  ce  qu’ils  avaient  •,  ainsi 
après  la  seconde  partie  les  trois  Joueurs  ont  le  premier  ^ — a f ; 
le  second  4y  — f;  le  troisième  /^z. 

Dans  la  troisième  partie,  c’est  le  troisième  Joueur,  lequel 
a actuellement  , qui  est  le  perdant  ; il  perd  avec  le  premier 
4x  — a/,  et  avec  le  second  éy — f\  parconséquent  après  cette 
partie  nos  trois  Joueurs  auront  :1e  premier  8x  — second 

Zy — a/;  le  troisième  8s — f. 

Or  chacun  ayant  maintenant  z4  louis , nous  avons  trois 
équations  telles  que  la  première  donne  sur-le-champ  x , la 
seconde  y , et  la  troisième  s ; de  plus  / est  connu  et  = 73  , 
puisque  les  trois  Joueurs  ensemble  ont  7a  louis  à la  En  de  la 
dernière  partie  ; mais  c’est  à quoi  il  n’est  pas  même  nécessaire 
de  faire  attention  d’abord,  comme  on  va  le  voir.  Nous  avons 

1°.  8x  — 4^=34,  ou8x  = a44-4A.  oux=3-f-i/; 

a®.  Zy—zf=z4,  ou  8y'=£4  + s/,  oay=Z  + ^f; 

3?.  8s  — f=zz4,  ou  8s  =:  34  -f-  /,  ou  s = 3 4-  | /• 

Ajoutant 
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Ajoutant  ces  trois  valeurs  , on  a 

^+^  + * = 9 + î/- 

Ainsi,  puisque 

a:+^  + a=/'.  ona/=9  + i/; 

donc 

î/=9.  et/=73. 

Si  on  substitue  à présent  cette  valeur  de  / dans  les  expres- 
sions trouvées  pour  x , y et  z , on  trouvera  qu’avant  que  de 
se  mettre  au  jeu,  le  premier  joueur  avait  Sg  louis  ; le  second  , 
21  louis  ; et  le  troisième  , la  louis. 

On  voit  par  cette  scijution  comment , par  le  secours  de  la 
somme  des  trois  inconnues,  on  surmonte  heureusement  les  ob- 
stacles qui  se  rencontrent  dans  la  méthode  ordinaire. 

6oq.  Quoique  la  question  précédente  paraisse  d’abord  assez 
difficile,  nous  remarquerons  cependant  qu’on  peut  la  ré.<ioudre, 
même  sans  algèbre.  On  n’a  qu’à  chercher  à le  faire  en  rétro- 
gradant. On  considérera  que  puisque  les  joueurs  , en  quittant 
le  jeu , avaient  chacun  a4  louis , et  que  dans  la  troisième  partie  , 
le  premier  et  le  second  ont  doublé  leur  argent , ils  doivent 
avoir  eu  avant  cette  dernière  partie  , le  premier  la  , le  second 
13  , et  le  troisième  48. 

Dans  la  seconde  partie,  ce  sont  le  premier  et  le  troisième  qui 
ont  doublé  leur  argent  donc  avant  cette  partie  ils  avaient , le 
premier  6 , le  second  4a , le  troisième  24. 

Enfin , dans  la  première  partie , le  second  et  le  troisième 
joueurs  ont  gagné  chacun  autant  d’argent  qu’il  en  avait  mis 
au  jeu  ; c’est-à-dire  tpie  chaque  joueur  a doublé  sa  mise  ; 
donc  en  commençant,  les  .trois  joueurs  avaient  devant  eux  , le 
premier  3g  , le  second  ai  ; le  troisième  la. 

C’est  ce  que  nous  avons  aussi  trouvé  par  la  solution  précédente. 

Y 
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610.  Cinquième  question.  Deux  personnes  doivent  39  pis- 
toles  ; elles  ont  de  l’argent  toutes  les  deux  , mais  pas  assez 
chacune  pour  pouvoir  acquitter  seule  cette  dette  commune  ; 
le  premier  débiteur  dit  donc  au  second , si  vous  me  donnez 
les  f de  votre  argent , je  paierai  seul  la  dette  sur-le-champ. 
Le  second  lui  réplique  qu’il  pourrait  aussi  acquitter  seul  la  dette, 
■i  l’autre  lui  donnait  les  de  son  argent.  On  demande  combien 
ils  ont-l’un  et  l’autre  ? 

Supposons  que  le  premier  ait  x pistoles , et  que  le  second 
ait  y pistoles. 

Nous  aurons  d’abord 

® + l>  = ag  ; 

et  en  second  lieu  , 

y-\-\x  = u^. 

La  première  équation  donne 

x = u^  — \y, 

et  la  seconde  donne 


On  tire  de  celle-ci 

^ = 14  5 ; donc  X = 19  7- 

Réponse.  Le  premier  débiteur  a 19  | pistoles , et  le  second 
a i4  i pistoles. 

611,  Sixième  question.  Trois  frères  ont  acheté  une  vigne 
pour  cent  louis.  Le  cadet  dit  qu’il  pourrait  la  payer  seul , si 
le  second  lui  donnait  la  moitié  de  l’argent  qu’il  a • le  second 
sht  que  si  l’aîné  lui  donnait  le  tiers  seulement  de  son  argent  ^ il 
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paierait  la  vigne  seul  ; endu  l’une  ne  demande  que  le  qnait  de 
l’argent  du  cadet,  pour  payer  seul  la  vigne.  Combien  chacun 
avait-il  d’argent  ? Que  le  premier  ait  eu  * louis  ; le  second , 
y louis  -,  le  troisième , a louis  ; on  aura  les  trois  équations  sui- 
vantes : 

i*'.  loo;  loo;  3®.  * 4- ^ loo  ; 

deux  desquelles  seulement  donnent  la  valeur  de  x , savoir  ; 


1®.  x=ioo  — iy  ) 3®.x  = 4oo  — 4*- 


Ainsi  on  a l’équation  : 

100  — ~y=4°^  — 4^>  ou  4^  — ^y=3oo, 

qu’il  faudra  combiner  avec  la  seconde  , aSn  de  déterminer  y 
et  Z.  Or  la  seconde  équation  était 

jr  + i * = roo  i 

on  en  tire  donc 

^ = 100  — jz; 

et  l’équation  trouvée  en  dernier  lieu  étant 
4z  — tJ'=3oo, 

on  a 

y = 8z  — 600. 

Parconséquent  la  dernière  équation  est  : 

loo  — ^ a ï=s  8* — 6qo  ; 

ainsi 

8z  ^ i a = 700 , ou  X » = 700 , et  a = 84. 

Donc 


^^=100  — 28  = 73,  etx  = 64. 

Réponse.  Le  cadet  avait  64  louis,  le  puîné  avait  73  louis,  et 
l’Moé  avait  84  louis. 


fl 
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6ia.  Comme  dans  cet  exemple  chaque  équation  ne  renferme 
que  deux  inconnues , on  peut  parvenir  d’une  façon  plus  com- 
mode à la  solution  cherchée. 

La  première  équation  donne 

y ~ aoo  — ax  ; 

ainsi  y est  déterminé  en  x ; et  si  on  substitue  cette  valeur  dans 
la  seconde  équation , on  a 

200  — ax  ^ s = 100  ; 

donc 

•yz  = ax — 100,  etz  = Gx  — 3oo. 

Ainsi  Z est  aussi  déterminé  en  x *,  et  si  on  introduit  cette 
valeur  dans  la  troisième  équation , on  obtient 

6x  — 3oo  + J = loo , 

où  X se  trouve  seul,  et  qu’on  réduit  i 

aSx  — i6oo  = o, 

d’où  l’on  tire 

x = 64. 

Parconséquent 

^ = 200 — 128=73,  et  Z = 384  — 3oo  = 84- 

6i3.  On  peut  suivre  le  même  procédé,  lorsqu’on  a un  plus 
grand  nombre  d’équations.  Supposons , par  exemple , qu’on  ait 
d’une  manière  générale  ; 

•U,  en  chassant  les  fractions  : 

l’.  au4-3K=on  J a®.  bx-\y=bn  ; 3®.  cy-j-z=cn*,  4®,ifz+u=rfni 
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Tci  la  première  équation  donne  d’abord 

x = an  — au, 

et  cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde , on  a 

abn  — abu-\-y—bn\  ainsi — abn-\-ahu\ 
la  substitution  de  cette  valeur  dans  la  troisième  équation,  donne 
ben  — aben  abeu  -J-  * = en  ; , 

donc 

z = cn  — ben  + aben  — abeu  ; 
substituant  enfin  cette  valeur  dans  la  quatrième  équation , on  a 
edn  — bedn  -|- abedn  — abedu -{-u  = dn. 

Ainsi 

dn  — edn  -f-  bedn  — abedn  = — abedu  -f-  u > 

ou  bien 

(aécd — i)  U zx abedn bedn edn—  dn', 
d’où  l’on  tire 


abedn  — bedn edn  — dn  ( abcd  — bed -f-  r d — d)  ^ 

**  abed — i ^ abcd — i *' 

Parconséquent  on  aura 

abedn — ùedn  -f-  adn — an  Ç^abed  — acd  ad  — a ) 


abed — i 


:n. - 


abcd  — 1 


abedn  — abdn-\-abn  — bn ( abcd — abd  ab  — i) 

^ abcd — 1 ' abcd — i 

abedn  — aben -t- ben — en  (abed  — abc bc — c) 

T.  r—  ' — rn.  i — : 


abcd  — 1 


abcd  — 1 


abedn  — bedn  -f-  edn  — dn  ( abcd  — bed  ed  — d) 

**  abcd — 1 abcd  — i 
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6i4-  Septième  question.  Un  capitaine  a trois  compagnies; 
l’une  est  de  Suisses,  l’autre  est  de  Suabes,  la  troisième  est  de 
Saxons.  11  veut  donner  un  assaut  avec  une  partie  de  ces  trou- 
pes, et  il  promet  une  récompense  de  301  écus  sur  le  pied  sui- 
vant ; 

Que  chaque  soldat  de  la  compagnie  qui  montera  à l’assaut^ 
recevra  1 écu,  et  que  le  reste  de  l’argent  sera  distribué  égale- 
ment aux  deux  autres  compagnies. 

Or  if  se  trouve  que  si  les  Suisses  donnent  l’assaut,  chaque 
Soldat  des  autres  compagnies  reçoit  un  demi-écu  ; que  si  les 
Suabes  vont  à l’assaut , chacun  des  autres  reçoit  3 écu  ; enfin , 
que  si  les  Saxons  donnent  l’assaut , chacun  des  autres  reçoit 

écu.  On  demande  de  combien  d’hommes  était  chaque  com- 
pagnie ? 

Supposons  le  nombre  des  Suisses  z=x,  celui  des  Suabes  z=  y, 
et  celui  des  Saxons  _y  = z.  Et  faisons  de  plus 

x+y  + z=f, 

parcequ’il  est  facile  de  voir  que  c’est  le  moyen  d’abréger  con- 
sidérablement le  calcul.  Si  donc  les  Suisses  donnent  l’assaut , 
leur  nombre  étant  — x,  celui  des  autres  sera /— x;  or  ceux- 
là  reçoivent  1 écu , et  ceux-ci  1 demi-écu  ; ainsi  ©a  aura 

x-f-i/— ix  = 90i. 

On  trouvera  de  la  même  manière  que  si  les  Suabes  donnent 
l’assaut , on  a 

y + jf—ry=9°^- 

Et  enfin  qne , si  ce  sont  les  Saxons  qui  montent  à l’assaut , 
on  aura  t 

z-f  i/— .izz=90i. 

Chacune  de  ce»  trois  équations  suffira  pour  déterminer  une 
des  inconnues  x , y et  z ; 
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car  la  première  donne. . ..x  = i8oa  — f, 
la  seconde  donne . • ■ 2^  = 2703  — / , 
la  troisième  donne. . .3z  36o4  — /• 

Or  si  l’on  prend  maintenant  les  valeurs  de  Gx , 6^  et  6z , 
et  qu'on  écrive  ces  valeurs  l’une  sous  l’autre , on  aura 

Gx  = 10812  — G/, 

^ 8109  — 3/, 

6z  = 7208  — 2/, 

et  ajoutant  G/  = 26129  — “ /> 
ou  17/=  26129;  d’où  f = 1537; 

c’est  le  nombre  total  des  soldats,  au  moyen  duquel  on 
trouve 

X = 1802  — 1537  = 2G5  ; 
ay  — 2703  — 1637  = iiGG,  d’où  y»  = 583; 

3a  = 3Go4  — 1537  — 20G7,  d’où  a = 689. 

Réponse.  La  compagnie  des  SuisSeS  est  de  aGS  hommes  ; 
celles  des  Suabes , de  583  hommes , et  celle  des  Saxons , de 
689  hommes. 
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CHAPITRE  V. 

De  la  résolution  des  équations  pures  du  second 

degré. 

6i5.  On  dit  qu’une  équation  est  du  second  degré,  quand 
elle  renferme  le  quarré  ou  la  seconde  puissance  de  l'incon- 
nue. Une  équation  qui  renfermerait  aussi  la  troisième  puis- 
eauce  de  l’inconnue,  serait  du  troisième  degré,  et  la  réso- 
lution exigerait  des  règles  particulières. 

Gi6.  Il  n’y  a donc  que  trois  espèces  de  termes  dans  une 
équation  du  second  degré.  En  premier  lieu , les  termes  où 
l’inconnue  ne  se  trouve  pas  du  tout,  ou  qui  ne  sont  compo- 
sés que  de  nombres  connus. 

En  second  lieu  , les  termes  dans  lesquels  on  rencontre  seu- 
lement la  première  puissance  de  la  quantité  inconnue. 

En  troisième  lieu , les  termes  qui  contiennent  le  quarré  de 
la  quantité  inconnue. 

Ainsi  X signifiant  une  quantité  inconnue  , les  lettres  a,  b , 
c,  d,  etc.  rejr.'ésentant  des  nombres  connus  , les  termes 
de  la  première  e.spèce  seront  de  la  forme  a,  les  termes  de 
la  seconde  espèce , de  la  forme  bx,  et  les  termes  de  la  troi- 
sième espèce , de  la  forme  cxx. 

617.  On  a déjà  vu  .sufTisamment  que  deux  ou  plusieurs 
termes  d’une  même  e.spéce  peuvent  se  réunir  ensemble  , et 
être  considérés  comme  un  seul  terme. 
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Par  exfOiple , on  peut  considérer  comme  un  seule  terme  la 
formule  — bxx-\-cxx , en  la  représentant  par  (a — b-\-c)xx  , 

puisqu’on  effet  a — b-\-c  est  une  somme  connue. 

Et  quand  même  de  tels  termes  se  trouveraient  des  deux 
côtés  du  signe  =,  on  a vu  qu’on  peut  les  faire  passer  d’un 
même  côté,  et  les  réduire  ensuite  à un  seul  terme.  Soit,  par 
exemple,  l’équation 

» 

^xx — 3x  4 = 5xx  — 8x  + 1 1 ■> 
on  soustrait  d’abord  axx,  et  il  vient 

— 3x  + 4 =3xx — 8x  -f- 1 1 ; 
ajoutant  ensuite  8x,  on  obtient 

5x+  4 = 3xx  + 1 1 ; 
soustrayant  ii,  il  reste 

3xx  =:  5x  — 7- 

6i8.  On  peut  aussi  transporter  tous  les  termes  d’un  même 
côté  du  signe  =,  de  façon  qu’il  ne  reste  que  o dans  l’autre 
membre;  l’essentiel  est  de  faire  attention  que  quand  on  trans- 
porte des  termes  d’un  membre  dans  l’autre,  il  faut  en  chan-* 
ger  les  signes.  ^ 

C’est  ainsi  que  l’équation  ci-dessus  prendrait  cette  forme  , 
3xx  — 5x  -f-  7 = O , 

et  c’est  aussi  pourquoi  on  peut  représenter  généralement  toute 
équation  du  second  degré  par  cette  formule , 

axx  ±:  /;x  rt:  c = O , 

dans  laquelle  le  signe  dz  se  prononce  jthis  ou  moins,  et  in- 
dique que  de  tels  termes  peuvent  être  tantôt  positifs  et  tantôt 
négatifs. 
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619.  Quelle  que  soit  la  forme  primitive  d’une  éqaation  da 
second  degré , on  peut  toujours  la  réduire  à cette  formule 
de  trois  termes  : qu’on  soit  parvenu , par  exemple , à l’é- 
quation 

or  + 5 eoÊ  +./" 

ex  -\-  d gx  -^-h* 

il  faudra , avant  toute  chose  , chasser  les  fractions  : multi- 
pliant pour  cet  effet  d’abord  par  cx-\-d,  on  a 


, , cexx  4-  cfx  -f-  edx  4-  fd 

ax-\-b=i —-—^-2. — - 

gx+A 

ensuite  par  gx  4-  A , on  a 

agxx  4"  bgx  4-  ahx  -^-bh'=z  cexx  4“  cfx  4"  cdx  -{-fd'. 


qui  est  une  équation  du  second  degré , et  qu’on  réduit  aux  trois 
termes  suivans , en  transposant  tout  dans  un  seul  membre , et 
cumulant  en  un  seul  les  termes  qui  renferment  une  même 
puissance  de  x : 

O =r  agxx  4-  AgJî  -j-  bh , 

— cexx  4*  ®Ax  — fd, 

— cfa , 

— edx , 


On  peut  représenter  aussi  cette  équation  de  la  maniéré  sui- 
vante qui  est  même  plus  claire  : 

0=  {^ag—ce)xx-\-{bg-^ah  — (f—ed')x-\-bh  fd. 

620.  €es  équations  du  second  degré , où  toutes  les  trois  es- 
pèces de  termes  se  trouvent,  se  nomment  complètes,  et  leur 
résolution  est  aussi  sujette  à plus  de  difficultés  ; c est  pourquoi 
nous  commencerons  par  considérer  le  cas  où  un  de  ce» 
termes  manque. 
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Or  si  c’était  le  terme  xx  qui  ne  se  trouvât  pas  dans  l’équa- 
tion , elle  ne  serait  que  du  premier  degré,  et  nous  avons  déjà 
traité  ces  équations  ; que  si  c’était  le  terme  qui  ne  contient 
que  des  nombres  connus , qui  manquât , l’équation  aurait 
cette  forme 

axx  ±.ix  — O , 

laquelle  étant  divisible  par  x , se  réduit  à 
ax'^b  = o , 

qui  est  pareillement  du  premier  degré. 

6a I.  Mais  lorsque  c’est  le  terme  du  milieu,  ou  celui  qui 
contient  la  première  puissance  de  x , qui  manque , l’équation 
prend  cette  forme 

«tcx  = qrc  = o,  ou  axx=:±.c’, 

le  signe  de  c pouvant  être  soit  positif,  soit  négatif. 

Nous  appellerons  une  telle  équation , une  équation  pitre  du 
second  degré , par  la  raison  que  sa  résolution  ne  souffre  aucune 
difficulté.  En  effet,  on  n’a  qu’à  diviser  par  a,  on  obtient 


et  prenant  dé  part  et  d’autre  la  racine  quarrée,  on  trouve 


6aa.  Mais  nous  avons  à présent  trois  cas  à considérer  ici  : 


• C 

nous  supposerons  en  premier  lieu  que  - soit  un  quarré  dont 

on  puisse  parconséquent  assigner  réellement  la  racine  ; on  ob- 
tient dans  ce  cas  pour  la  valeur  de  x un  nombre  rationnel , 
lequel  peut  être  ou  entier  ou  rompu.  Par  exemple , l’équation 


OCX  ==  144  > donne  a;  = 12  , 
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et  celle-ci, 

XX  — , donne  x = j. 

Le  second  cas  a lieu , quand  - n’est  pn*  nn  quarré,  étalon 

on  ne  peut  qu’indiquer  la  racine  : on  se  sert  à cet  effet  du 
signe  y'.  Si , par  exemple  , 


XX  =13,,  on  a x = |/^i3, 

dont  la  valeur  peut  se  déterminer  par  approximation , comme 
nous  l’avons  fait  voir  plus  haut. 

Le  troisième  cas  enfin  est  celui  où  - devient  un  nombre  né- 

a 

gatif;  alors  la  valeur  de  x est  tout-à-fait  impossible  et  ima- 
ginaire , et  ce  résultat  prouve  que  la  question  qui  a conduit 
à une  telle  équation , est  impossible  d’elle-niéme. 

623.  Nous  observerons  encore,  avant  d’aller  plus  loin  , 
que  toutes  les  fois  qu’il  est  question  d’extraire  la  racine  quar- 
rée  d’un  nombre , cette  racine  a toujours  deux  valeurs  dont 
l’une  est  positive  et  l’autre  négative.  Nous  avons  déjà  fait 
remarquer  cela  plus  haut.  Qu’on  ait  l’équation 

xr  = 49  ; 

la  valeur  de  x ne  sera  pas  seulement  -f-  7 , mais  aussi  — 7, 
ce  qu’on  indique  par  x = ±:  7.  Ainsi  toutes  ces  questions  ad- 
mettent une  solution  double  ; mais  on  remarquera  cependant 
que,  dans  plusieurs  cas,  dans  ceux,  par  exemple  , où  il  s’agit 
d’un  certain  nombre  d’hommes,  l’on  comprend  bien  que  la 
valeur  négative  ne  saurait  avoir  lieu. 

624.  Dans  le  cas  précédent  même , où  c’est  la  quantit» 
connue  qui  manque,  les'  équations 

axx  = bx , 

ne  laissent  pas  d’admettre  deux  valeurs  de  x,  quoiqu’on  n’en 
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trouTe  qu’une  seule,  si  l’on  divise  par  x.  Car  si  l’on  a,  par 
exemple,  l’équation  xx  — 3x,  ensorte  qu’il  s’agisse  d’assigner 
pour  X une  valeur  telle  que  xx  devienne  égal  à 3x,  on  aura 
d’abord  x = 3 , valeur  qu’on  trouve  en  divisant  l’équation 
parx;  mais  outre  cette  valeur,  il  en  est  encore  une  autre  qui 
satisfait  égdement , c’est  x = o ; car  alors 

xx=  O,  et  Zx—o. 

Toutes  les  équations  du  second  degré  en  géuéral  admettent 
deux  solutions , tandis  que  les  équations  du  premier  n’en  ad- 
mettent qu’une. 

Nous  allons  maintenant  éclaircir  par  quelques  exemples  ce 
que  nous  avons  dit  sur  les  équations  pures  du  second  degré. 

Ga5.  Première  question.  On  cherche  un  nombre  dont  la 
moitié  multipliée  par  le  tiers,  fasse  24? 

Soit  ce  nombre  — x : il  faut  que  7 x multiplié  par  J x , 
donne  24,  on  aura  donc  l’équation 

I XX  =:  24. 

Multipliant  par  6 , on  a 

XX  = i44; 

et  l’extraction  de  la  racine  donne 
X = ± 12. 

On  met  i:  ; car  si  x=  + la,  on  a 

ix=+G,  et  }x  = + 4, 

et  le  produit  de  ces  deux  nombres  est  24  ; et  si  > 

ix  = — 6,  et  jx  = — 4, 
le  produit  est  encore  24. 

€26.  Seconde  question.  On  cherche  un  nombre  tel  , qu’ea 
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y ajoutant  5 , et  en  retranchant  5 , le  produit  de  la  somme  par 
]a  différence  soit  =96. 

Soit  ce  nombre  x : il  faudra  que  x -f-  5,  multiplié  par  x 5 

donne  96  ; d’où  résulte  l’équation 

XX — 25  = 96. 

Ajoutant  a5,  on  a 

o;x=  121  ; 

et  extrayant  la  racine,  il  vient 

x=  11. 

Ainsi  a:  -f-  5 = 16 , et  ar  — 5 = 6;  or  en  effet 
6. 16  = 96. 

627.  Troisième  question.  On  cherche  un  nombre  tel,  cpi’en 
l’ajoutant  à 10,  et  en  le  retranchant  de  10,  la  somme  mul- 
tipliée par  le  reste  ou  par  la  différence , donne  5i. 

Que  X soit  ce  nombre;  il  faut  que  10 + multiplié  par 
10  — X,  fasse  5i , et  qu’ainsi 

100  — xx  = 5i. 

Ajoutant  xx,  et  soustrayant  5i  , on  a 

XX  = 49  , 

dont  la  racine  quarrée  donne 

x=7. 

628.  Quatrième  question.  Trois  joueurs  qui  ont  fait  une 
partie  , se  retirent  ; le  premier  avec  autant  de  fois  7 écus 
que  le  second  a de  fois  trois  écus  ; et  le  second  avec  autant  de 
fois  17  écus  que  le  troisième  a de  fois  5 écus  ; et  si  on  mul- 
tiplie l'argeat  du  premier  par  l'aient  dn  second,  et  L'argent 
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du  second  par  celui  du  troisième , et  enfin  l’argent  du  troi- 
sième par  celui  du  premier , la  somme  de  ces  trois  produits 
est  383o  f . Combien  d’argent  ont-ils  chacun  ? 

Supposons  que  le  premier  joueur  ait  x écus;  et  puisqu’il 
a autant  de  fois  7 écus , que  le  second  a de  fois  3 écus , cela 
signifie  que  son  argent  est  à celui  du  second  , en  raison  de 

7:3. 

On  fera  donc  7 : 3 = x est  à l’argent  du  second  joueur  ; 
qui  est  donc  7 x. 

De  plus,  comme  l’argent  du  second  joueur  est  à celui  du 
troisième  en  raison  de  17  : 5 , on  dira  17  ; 5=^|x  est  à l’ar- 
gent du  troisième  joueur , ou  à 7^  x. 

Multipliant  à présent  x , ou  l’argent  du  premier  joueur , 
par  7 X , argent  du  second,  on  a le  produit  fxx. 

Après  cela , 7 x , argent  du  second , multiplié  par  l’argent 
du  troisième , ou  par  ^ x , donne  ^ xx.  Enfin  l’argent  du 
troisième , ou  , multiplié  par  x , ou  l’argent  du  pre- 
mier, donne  xx.  La  somme  de  ces  trois  produits  est 
7 XX  + ■fh  XX  ; et  réduisant  au  même  dénomina- 
teur , on  la  trouve  = xx , ce  qui  doit  équivaloir  au  nom- 

bre 383of. 

On  a donc 

XX  = 383o  ï. 

Ainsi 

XX  =11492, 

et  iSui  XX  étant  égal  à 9672836  ; si  l’on  divise  de  part  et 
d’autre  par  i5ai  , on  a 

T-1 lîLîîl«  • 

et  prenant  la  racine  carrée  , on  trouve 

•U — • 
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Cette  fraction  est  encore  réductible  à de  moindres  termes , en 
cÿvisant  par  i3  ; ainsi 

^ = = 

et  on  conclut  de  là  que 

~x  = 34,  et  — 10. 


Réponse.  Le  premier  joueur  a 79  j écus,  le  second  en  a 34, 
et  le  troisième  se  retire  avec  10  écus. 

Remarque.  Ce  calcul  peut  se  faire  encore  d’une  manière 
plus  facile  -,  savoir  en  prenant  les  facteurs  des  nombres  qui  s’y 
présentent , et  en  faisant  attention  principalement  aux  carrés 
de  ces  facteurs. 

On  voit  que  5oy  = 3.169,  et  que  iGq  est  le  quarré  de  i3  ; 
ensuite  que  833  = 7.119,  et  que  119  = 7.17.  Or  on  a 


.^49  5* 


et  si  on  multiplie  par  3 , on  a 

?^^a:x=  11492. 


Qu'on  résolve  aussi  ce  nombre  en  ses  facteurs;  on  voit  d’abord 
que  le  premier  est  4,  c’est-à-dire  que  1 149.2  = 4.2873  , que 
2873  est  divisible  par  17,  desorte  que  2873=17.  iGg.  Par- 
conséquent  notre  équation  aura  la  forme  suivante  : 


^xx  = 4.17.i69, 
laquelle  divisée  par  1G9  , se  réduit  à 
j^xx  = 4.i7;' 


multipliant  de  plus  par  17.49,  et  divisant  par  9 , on  a 


XX 


4-aS9-(9 

9 ' 


OÙ 
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où  tous  les  facteurs  sont  des  quarrés  ; d’où  il  suit  qu’on  a , 
sans  autre  calcul,  la  racine' 

. _ 2*i7*7  a38 

^ s 3 > 

compe  ci-devant. 

629.  Cinquième  question.  Quelques  négocians  établissent  un 
facteur  à Archangel.  Chacun  d’eux  met  dans  le  commerce 
qu’ils  ont  en  vue  , dix  fois  autant  d’écus  qu’ils  sont  d’associés. 

Le  produit  du  facteur  est  fixé  à deux  fois  autant  d'écus  qu’il 
y a d’associés  pour  loo  écus.  Et  si  l’on  multiplie  la  partie 
de  son  gain  total  par  2 | , on  trouve  le  nombre  des  associés. 

On  demande  quel  est  ce  nombre  ? 

Soit  ce  nombre  = x ; et  puisque  chaque  associé  a fourni 
lox,  le  capital  entier  est  = loxx.  Or  avec  chaque  centaine  ' 
d’écus  , le  facteur  gagne  2 x , son  profit  sera  donc  | x*  avec  ♦ 
le  capital  loxx.  La-—  partie  de  ce  gain  est  x^  ; multi- 
pliant par  2 J,  ou  par  on  a ^^x^,  ou  -ïjX^,  et  c’est  ce 
qui  doit  être  égal  au  nombre  des  associés  x. 

On  a donc  l’équation 

jŸi  x^  = X,  ou  x’ = 225x  : , 

elle  paraît  d’abord  être  du  troisième  degré  ; mais  comme  on 
pent  diviser  par  x , elle  se  réduit  à l'equation  du  second  degré 

XX  =225,  d’où  x = i5. 

Réponse.  H y a quinze  associés,  et  la  contribution  de  cha-t 
cun  est  de  i5o  écus. 


X 
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CHAPITRE  IV. 

/ 

De  la  résolution  des  équations  mixtes  du  second 

degré. 

63o.  On  dit  d’une  équation  du  second  degré , qu’elle  est  mixla 
ou  complète,  lorsqu’on  y rencontre  trois  espèces  de  termes, 
savoir  celui  qui  contient  le  quarré  de  la  quantité  inconnue  , 
ïomme  uxx  : celui  où  l’inconnue  se  trouve  seulement  élevée 
à la  première  puissance  , comme  bx  •,  enfin  un  terme  tout 
connu.  Et  puisqu’on  peut  réunir  deux  ou  plusieurs  termes  d’une 
même  espèce  en  un  seul , et  qu’on  peut  porter  tous  les  termes 
d’un  même  côté  du  signe  = , la  forme  de  l’équation  mixte 
du  second  degré  sera  celle-ci  : 

axx  ± bx  ± c z=o. 

Nous  montrerons  dans  ce  Chapitre  comment  on  doit  tirer 
la  valeur  de  x de  ces  sortes  d’équations  ; on  verra  qu’il  y a 
deux  routes  pour  y parvenir. 

63i.  Une  équation  de  l’espèce  dont  il  s’agit,  peut  se  réduire, 
par  le  moyen  de  la  division  , à une  forme  telle  que  le  pre- 
mier terme  ne  contienne  purement  que  le  quarré  xx  de  l’in- 
connue a;.  On  laissera  le  second  terme  du  même  côté  où  est  x, 
et  on  portera  le  terme  connu  de  l’autre  côté  du  signe  =r- 
Notre  équation  prendra  de  cette  manière  la  forme 

XX  dz  px  — 

où  P et  q signifient  des  nombres  connus  quelconques  , positif» 
ou  négatifs  ; et  tout  se  réduit  à présent  à déterminer  la  vraie 
valeur  de  x.  Nous  commencerons  par  remarquer  que  si  xx-^-px 
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était  un  quarré  eiTectif , la  résolution  n’aurait  aucune  difficulté, 
pareequ’il  ne  s’agirait  que  de  prendre  des  deux  cotés  la  racine 
quarrée. 

63a.  Mais  il  est  clair  que  xx  -f  px  ne  saurait  être  un  quarré, 
puisque  nous  avons  vu  plus  haut  que  si  une  racine  est  de 
deux  termes,  par  exemple  x-f-n  , son  quarré  contient  toujours 
trois  tennes  , savoir,  outre  le  quarré  de  chaque  partie  , encore 
le  double  du  produit  des  deux  parties;  c’est-à-dire,  que 
le  quarré  de  a;  -f-  n est  xx  + anx  -f-  nn.  Or  nous  avons 
déjà  d’un  côté  xx  -f-  px  , nous  pouvons  donc  regarder  xx 
comme  le  quarré  de  la  première  partie  de  la  racine  , et  il 
faut  en  ce  cas  que  px  représente  le  double  du  produit  de  la 
première  partie  x de  la  racine  par  la  seconde  partie  ; parcon- 
séquent  cette  seconde  partie  doit  etre  i p , et  en  effet  le 
quarré  de  a: -f- -1 /)  se  trouve  être  xx  px  -j-  \pp. 

633.  Or  xx-^-px-f-j  pp  étant  un  quarré  complet  qui  a 
pour  racine  x-j-jp,  si  nous  représentons)  i.otre  équation  par 

XX  -f- px=  (J  , 

nous  n’avons  qu’à  ajouter  de  part  et  d’autre  jpp , ce  qui  nous 
donne 

xx+px-hipp=:q-j-^pp, 

dont  le  premier  membre  est  effectivement  un  cpjarré  , tandis 
que  le  second  ne  renferme  que  des  quantités  connues.  Si 
donc  nous  prenons  des  deux  côtés  la  racine  quarrée  , nous 
trouverons 

X f/(lpp^ç)  ; 

et  soustrayant  ^p , nous  obtenons 

x = — ip-f-v/ip/J-f  <7  ; ' 

et  comme  toute  racine  quarrée  peut  être  prise  soit  affirma- 
tivement , soit  négativement , nous  aurons  pour  x deux  va- 

a 
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leurs  exprimées  de  cette  manière  ; 


x-=  — \p±  \/{pp-\-q. 

634-  Telle  est  la  fonnnle  qui  contient  la  règle  d’après  laquelle 
toutes  les  équations  du  second  degré  peuvent  être  résolues, 
et  il  sera  bon  d’en  imprimer  la  substance  dans  la  mémoire , 
aGn  qu’on  n’ait  pas  besoin  de  répéter  à chaque  fois  toute 
l’opération  que  nous  venons  de  faire.  On  pourra  toujours  or- 
donner l’équation  de  façon  que  le  quarré  de  xx  se  trouve 
seul  d'un  câté , et  qu’ainsi  l’équation  ci-dessus  ait  la  forme 

XX  = — px-\-q, 

où  l’on  voit  alors  sur-le-champ  que 

x=z  — \p±.\/\pp-^q. 

635.  La  règle  générale  que  nous  déduisons  de  là  pour  ré- 
soudre réquatkm 

xx  = — px  + q , 
consiste  donc  en  ceci  : 

Que  la  quantité  inconnue  x est  égale  à la  moitié  du  nombre 
qui  multiplie  x dans  l'autre  membre  de  l’équation,  plus  on 
moins  la  racine  quarrée  du  quarré  du  nombre  que  l’on  vient 
de  dire , ajouté  à la  quantité  connue  qui  forme  le  troisième 
terme  de  l’équation. 

C’est  ainsi  que  si  on  avait  l’équation 

xx=  6x  -f-  7, 

on  dirait  aussitôt  que 

x = 3±v/9-f7  = 3d:4, 
d’où  résultent  ces  deux  valeurs  de  x , 

^ i".  x = 7;  a°.  x = — i. 
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XX  = lox  — 9 

donnerait 

* = 5±V/25  — 9 = 5dt4> 

c’est-à-dire  que  les  deux  valeurs  de  x sont  g et  i. 

636.  On  se  mettra  encore  mieux  au  fait  de  cette  règle  en 
distinguant  les  cas  suivans,  i°.  p nombre  pair;  s°.  p nombre 
impair,  et  3°.  p nombre  rompu. 

Soit  i°-  p un  nombre  pair,  et  l’équation  telle  que 

XX  = apx  -|-  q , 

on  aura 

x=zp±  \/pp-j-q. 

Soit  a",  p un  nombre  impair,  et  l’équation 


xr  = px+  q, 

on  aura 

x=ip±  Vipp  + qi 

et  puisque 

on  pourra  extraire  la  racine  quarrée  de  ce  dénominateur,  et 
écrire 

“"a  a ' 


Enfin  3®.  Soit  p une  fraction  , on  pourra  résoudre  l’équa- 
tion de  la  manière  qui  suit  : que  l’équation  en  question  soit 
celle-ci , 


J.  1 hx  , c 

axx  = bx  + c,  ou  XX— 1--, 

' ' a a 


O 
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on  aura,  par  la  règle  , ' . 

x = — ±\/^  J-  + -. 

2a  K 4«a  a 

Or  ' 

^ I /bh  + 4ac 

2a  ~ 

où  le  dénominateur  est  un  quarré  ; ainsi 
Ü;  \/  bb  lac 

X = — — . 

aa 

GSy.  L’autre  voie  qui  conduit  à la  résolution  des  équations 
du  second  degré,  mixtes,  est  de  les  transformer  en  des  équa- 
tions pures.  Cela  se  fait  en  substituant , par  exemple , dans 
l’équation 

xx  = px  q , 

à la  place  de  l’inconnue  x , une  autre  inconnue  y , telle  que 
^=y  + ‘p-,  s 

au  moyen  de  quoi,  lorsqu’on  a déterminé  y',  on  trouve  aussi- 
tôt la  valeur  de  x. 

Si  nous  faisons  cette  substitution  dey^  -f- 1 p à la  place  de  x , 
nous  avons 

xx=yy-\-py+'jpp,  et  px  — py  + '-pp-, 
parconséquent  notre  équation  se  change  en  celle-ci  ; 

yy+py  + ipp=py-hïpp  + q , 

qui  se  réduit,  en  soustrayant  py , d’abord  à 

yy  + ipp=ipp  + q> 

et  ensuite , en  soustrayant  j pp , à 

yy  = \pp  + q- 
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Celle-ci  est  une  équation  du  second  degré  pure , de  laquelle 
on  déduit  immédiatement 

y^±{/^pp  + q. 

Or  puisque 

x=y  + {p, 

on  a 

x—\p±.  \/ipp  + q, 

ainsi  que  nous  l’avons  trouvé  ci-dessus.  Il  ne  nous  reste  donc 
qu’à  éclaircir  cette  règle  par  quelques  exemples. 

G38.  Première  question.  J’ai  deux  nombres;  l’un  surpasse 
l'autre  de  6 , et  leur  produit  est  g 1 . Quels  sont  ces  nombres  ? 

Si  le  plus  petit  est  x , l’autre  est  x -f-  6 , et  leur  produit 

g i = XX  -f-  Gx. 

Soustrayant  Gx,  il  reste 

XX  = g 1 — Sx , 

et  la  règle  donne 

x = — 3d:  \/g  -f-gi^  — 3d;io; 

ainsi 

X = 7 , et  x=  — i3. 

Réponse.  La  question  admet  deux  solutions  : 

Suivant  l’une,  le  plus  petit  nombre  x est  = 7,  et  le  plus 
grand  x G = i3. 

Suivant  l’autre , le  plus  petit  nombre  x=—  i3  , et  le  plus 
grand  x -f-  G = — 7. 

G3g.  Seconde  question.  Trouver  un  nombre  tel  que  si  de 
son  quarré  on  retranche  g , on  obtienne  un  nombre  qui  soit 
d’autant  d’unités  au-dessus  de  100,  que  le  nombre  cherché  est 
au-dessous  de  a3. 

Soit  le  nombre  cherché  =x;  je  vois  que  xx  — g surpasse 

4 
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loodexÆ  — 109.  Et  puisque  X est  au -dessous  de  a3 — x, 
j’aurai  cette  équation  : 


Donc 

et  par  la  règle 
x = -id 
Ainsi 


XX  — 1 09  =i  33  — X. 
XX  = — X -f-  i32  , 


V/;-  + i33,=-î±V/-r 

x=ll  et  x = — 13. 


1 -H  II 


Réponse.  Lorsqu’on  ne  demande  qu’un  nombre  positif,  ce 
nombre  cherché  est  11,  dont  le  quarré  moins  9 est  1 1 a , et 
parconséquent  de  la  plus  grand  que  100,  de  même  que  n 
est  de  13  plus  petit  que  s3. 

640.  Troisième  question.  Trouver  un  nombre  tel  que  si 
on  multiplie  sa  moitié  par  son  tiers , et  qu’au  produit  on 
ajoute  la  moitié  du  nombre  qu  on  cherche , le  résultat  soit  3o. 

Qu’on  suppose  ce  nombre  = x , sa  moitié  multiphée  par 
son  tiers , fera  îXXî  il  faut  donc  que 


i XX  -j-  - X = 3o. 
Multipliant  par  6,  on  a 


XX  + 3x  = 1 80 , 


ou 

ce  qui  donne 


XX  —a  — 3x  -j-  180. 


rt /j-f  180  = — i + 


Parconséquent  x est  ou  = 1 3 , ou  égal  — 1 5. 

641.  Quatrième  question.  Trouver  deux  nombres  qui  soient 
en  proportion  double , et  tels  que  si  on  ajoute  leur  somme  à 
leur  produit,  on  obtienne  90. 
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Soit  l’un  des  nombres  = x , le  pins  grand  sera  3=  ax  , leur 
produit  sera  = axx,  et  si  on  y ajoute  3x  ou  leur  somme  , la 
nouvelle  somme  doit  faire  30.  Ainsi 

2XX  -j-  3x  = 90  ; axx  = 90  — 3x  ; xx  = — t + 4^  » 
d’où  l’on  tire 


X =- 1 ± v/F+^=- ï ±T- 


Parconséquent 


X = 6 , ou  x = — 7 t. 


64a.  Cinquième  question.  Un  maquignon  qui  a acheté  un 
cheval  pour  certain  nombre  d’écus,  le  revend  pour  119  écus, 
et  il  gagne  autant  pour  cent  écus,  que  le  cheval  lui  a coûté. 
On  demande  ce  qu’il  en  avait  payé  7 

Supposons  que  le  cheval  ait  coûté  x écus  ; comme  le  maqui- 
gnon y gagne  x pour  cent , on  dira  : si  100  donnent  le  profit  x : 

ocjc  oc  JC 

que  donne  x?  Réponse  , Puis  donc  qu’il  a gagné  et 

que  le  cheval  lui  coûte  x écus  d’achat , il  faut  qu’il  l’ait  vendu 

pour  X H ; donc 

100 


Soustrayant  x , on  a 


x + 


XX 

xoo 


ug. 


XX 

ICO 


= — x + 


1 1 


9i 


et  multipliant  par  100,  il  vient 

XX  =—  100X+  1 1900. 

Appliquant  maintenant  la  règle , on  trouve 

x= — 5o±\/a5oo-j-i  1900=:—  Sort  V’"  i44oo=“~5odhiao. 
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Réponse.  Le  cheval  a coûté  70  écus , et  puisque  le  maqui- 
gnon a gagné  70  pour  cent  en  le  revendant  , le  profit  doit 
avoir  été  de  49  écus.  Le  cheval  doit  , parconséquent , avoir 
été  revendu  en  effet  pour  70  -f-  4t  , c’est-à-dire  pour  1 ig  écus- 

643.  Sixième  question.  Quelqu’un  achète  un  certain  nombre 
de  pièces  de  drap  ; il  paie  pour  la  première  a écus  ; pour  la 
seconde  , 4 écus;  pour  la  troisième  , G écus,  et  de  même  tou- 
jours a écus  de  plus  pour  les  suivantes;  et  toutes  les  pièces 
ensemble  lui  coûtent  110  écus.  Combien  y avait-il  de  pièces? 

Soit  le  nombre  cherché  — x\  et 

pour  la  1'",  a'"*',  , 4™',  

il  paie  a,  4>  8 aarécus. 

Il  s’agit  parconséquent  de  sommer  la  progression  arithmé- 
tique a-4-4-l-6-|-8-f-io-|- 2x,  qui  est  de  x termes  , 

afin  d’en  déduire  le  prix  de  toutes  les  pièces  de  drap  prises 
ensemble.  La  règle  que  nous  avons  donnée  plus  haut  pour 
cette  opération  , exige  qu’on  ajoute  le  dernier  terme  et  le 
premier.  La  somme  est  ax  -f-  a ; qu’on  multiplie  cette  somme 
par  le  nombre  des  ternies  x , le  produit  est  axx  -f-ax;  qu’on 
divise  enfin  par  la  différence  a , le  quotient  est  xx  -f-  X , c’est 
la  somme  de  la  progression  ; ainsi  l on  a 

xx-f-x=iio;  donc  XX  = — x-f-iio, 
et 

X— 110  = — ï-f-  V = 1®- 

Réponse.  Le  nombre  des  pièces  de  drap  achetées,  est  10. 

G44-  Septième  question.  Quelqu’un  a acheté  plusieurs  pièces 
de  drap  pour  180  écus.  S’il  avoit  reçu  pour  la  même  somme 
3 pièces  de  plus , il  aurait  eu  la  pièce  a meilleur  marché  de 
3 écus.  Combien  a-t-il  acheté  de  pièces  ? 

Faisons  le  nombre  cherché  = x , chaque  pièce  aura 


> 
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180 

coûté  réellement  — ^ écu3.  Or  si  l’acheteur  avait  eu  a;  -f-  3 

pièces  pour  180  écus,  la  pièce  lui  serait  revenue  à^^^écus; 

et  puisque  ce  prix  est  moindre  de  3 écus  que  le  prix  réel,  il 
faut  que  nous  ayons  l'équation 


180 


180 


x-f-3  X 

Multipliant  par  x , nous  avons 
180X 


3. 


x-f-3 

divisant  par  3,  l’on  a 

Gox 


= 180  — 3x  ; 


= 60  — x; 


x-f-3" 
multipliant  par  x-f-3, 

Gox=  180 -f- 5yx  — XX  ; 

ajoutant  xx, 


XX  -f-  Go  X = 1 80  -f-  5y  X ; 

soustrayant  Gox, 

xx  = — 3x  -f-  180. 

La  règle  donne  parconséquent 

x = — 1 + -f-  180  , ou  X = —|-f  ^ = 13. 

Réponse.  On  a acheté  pour  i8o  écus  la  pièces  de  drap  à 
i5  écus  la  pièce,  et  si  on  eût  obtenu  3 pièces  de  plus,  savoir 
i5  pièces  pour  180  écus,  la  pièce  ne  serait  revenue  qu’à  la 
écus,  c’est-à-dire,  à 3 écus  de  moins. 
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645.  Huitième  question.  Deux  marchands  entrent  en  société 
avec  un  fonds  de  100  écus;  l’un  d'eux  laisse  son  argent  dans  la 
société  pendant  trois  mois,  l’autre  laisse  le  sien  pendant  deux 
mois,  et  chacun  retire  99  écus  de  capital  et  d’inté  êts.  On 
demande  quelle  part  chacun  avait  fournie  au  fonds  ? 

Supposons  que  le  premier  Associé  ait  mis  x écus,  l’antre  aura 
contribué  de  100  — x.  Or  celui-là  retirant  99  écus , son  profit 
est  99  — X , qu’il  aura  acquis  en  trois  mois  avec  le  capital  x ; 
et  puisque  le  second  retire  pareillement  99  écus  , son  profit  est 
X — 3 , qu’il  aura  acquis  en  deux  mois  de  temps  avec  le 
capital  100 — X ; et  il  est  clair  que  le  profit  de  ce  second 
3 

Associé  eût  été , s’il  était  resté  trois  mois  dans  la  so- 

3 

ciété.  Maintenant  comme  les  profits  acquis  dans  le  même 
temps  sont  proportionnels  aux  capitaux  , nous  avons  évi- 
demment 

3;^. 3 

x;  99  — X — 100 — X : — ^ — . 

L’égalité  du  produit  des  extrêmes  et  de  celui  des  moyens  , 
donne  l’équation. 

-3  ggoO  — I99X  + XJ?  ; 

multipliant  par  3 , nous  aurons 

3xx — 3x=  19800 — 398x  + 3^x; 
soustrayant  sxx , 

XX  — 3x=  19800— 3g8x; 

ajoutant  3x , 

XX  19800 — 595x. 
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Donc  par  la  règle 

3q5  . I / i5b'o25  79200  3g5  485  90 . 

or=-— -^+-^——  + —---45. 

Réponse.  Le  premier  a mis  45  écus  , et  l’autre  G5  écus.' 
Le  premier  ayant  gagné  en  trois  mois  54  écus  , aurait  gagné 
en  un  mois  18  écus  ; et  le  second  ayant  gagné  en  deux  mois 
44  6CUS  , aurait  gagné  en  un  mois  as  écus  : or  ces  deux  profits 
s’accordent;  car,  si  avec  45  écus  on  gagne  18  écus  dans  un 
mois  de  temps  , on  gagnera  dans  le  meme  temps  aa  écus  avec 
55  écus. 

646.  Neuvième  question.  Deux  Paysannes  portent  ensemble 
roo  œufs  au  marché  ; l’une  en  porte  plus  que  l’autre , et  cepen- 
dant le  produit  est  le  même  pour  l’une  et  pour  l’autre.  La  pre- 
mière dit  à la  seconde  : Si  )’avais  eu  tes  œufs , j’aurais  retiré 
i5  sous.  L’autre  lui  répond  ; Si  j’avais  eu  les  tiens,  j’aurais 
retiré  6 7 sous.  Combien  d’œufs  chacime  a-t-elle  portés  au 
marché? 

Que  la  première  ait  eu  x œufs , la  seconde  en  aura  eu 
100  — X. 

Puis  donc  que  celle-là  eût  vendu  loo  — x œufs  pour  i5  sous, 
un  fera  la  règle  de  trois  suivante  : 

. i5x 

100 — ar  ; i5  = x : sons. 

loo  — X 


De  même  puisque  la  seconde  eût  vendu  x œufs  pour  6 \ sous, 
on  trouvera  combien  100  — x œufs  lui  eussent  rendu,  en 
disant 


x'.^=z  100  — x; 


2000  — 20X 


Or  les  deux  Paysannes  ont  retiré  autant  d’argent  l’une  que 
l’autre  ; noiu  avons  parconséquent  l’équation  , 
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qui  se  réduit  à celle-ci , 


25xX  = 300000  — 4°0°^  / 


et  enfin  à celle-ci, 

XX  — — iGox  -f-  8000  ; 

d’où  l’on  tire 

X = — 80 -f-  \/  6400  + 8000  = — 80+  130  = 4°* 


Réponse.  La  première  Paysanne  avait  4o  œufs  , la  seconde 
en  avait  Go , et  chacune  a retiré  10  sous. 

647.  Dixième  question.  Deux  Marchands  vendent  chacun 
d’une  certaine  étoffe  ; le  second  en  vend  3 aunes  de  plus  que 
le  premier,  et  ils  tirent  ensemble  35  écus.  Le  premier  dit  au 
second  ; J’aurais  retiré  de  votre  étoffe  34  écus  ; l’autre  répond , 
et  moi  j’aurais  retiré  de  la  vôtre  13  écus  et  demi.  Combien 
d’aunes  avaient-ils  chacun  ? 


Supposons  que  le  premier  ait  eu  x aunes  ; le  second  aura  eu 
X + 3 aunes.  Or  puisque  le  premier  eût  vendu  x + 3 aunes 

pour  34  écus , il  faut  qu’il  ait  retiré  — ^ écus  de  ses  x aunes. 

Et  quant  au  second , puisqu’il  eût  débité  x aunes  pour  1 3 - écus , 

il  faut  qu’il  ait  vendu  ses  x + 3 aunes  pour — ^ ; ainsi 

la  somme  totale  qu’ils  ont  retirée , est 


s4x 
X + 3 


sSx  + yS 

3X 


35 


écus.  Cette  équation  se  réduit  à 


xx  = 3ox — y5,  d’où  x=io±;  v/  loo  — 75  =10  + 5. 

Réponse.  La  question  a deux  solutions  : suivant  la  première, 
. le  premier  Marchaud  avait  i5  aunes,  et  le  second  en  avait  18  ; 
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et  puisque  celui-là  eût  vendu  i8  aunes  pour  24  écus  , il  aura 
vendu  ses  i5  aunes  pour  20  écus  •,  le  second  , qui  eût  vendu 
i5  aunes  pour  12  écus  et  demi  , aura  vendu  ses  18  aunes  i5 
écus  ; donc  en  effet  ils  ont  tiré  35  écus  de  leur  marchandise. 

Suivant  la  seconde  solution  , le  premier  Marchand  avait  5 au- 
nes, et  l’autre  8 aunes  ; ainsi,  puisque  le  premier  eût  débité 
8 aunes  pour  24  écus,  il  aura  retiré  i5  ecûs  de  ses  5 aunes  ; et 
puisque  le  second  eût  vendu  5 aunes  pour  1 2 écus  et  demi , 
ses*  18  aunes  lui  auront  rendu  20  écus.  La  somme  est  encore 
35  écus.  ' 
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CHAPITRE  VII. 

De  Vextraction  des  Racines  des  nombres 
■polygones. 


648.  1S[  O U s avons  fait  voir  plus  haut  comment  on  doit  déter- 
miner les  nombres  polygones  ; or  ce  que  nous  avons  nommé 
alors  un  côté  , s’appelle  aussi  une  racine.  Si  donc  on  indique 
la  racine  par  x , on  trouvera  ce  qui  suit  pour  tous  les  nombres 
polygones  : 


le  III 

gone  , ou  le  triangle , est 

XX  -f-  X 
2 ^ 

le  IV 

gone  , ou  le  quarré , 

XX  , 

le  V 

3.rx  — X 

^UIIC  

2 ' 

le  VI 

gone 

2XX  X, 

5xx  — 3x 

le  VII 

gone 

2 

le  VIII  gone, 

le  IX  gone 

le  X gone, 

le  m gone 


3x.r  — 2X , 

•J  XX  — 5x 
a ’ 

4xx  — 3x , 

(m  — a)  XX  — (w  — 4)-^ 


64.9 . Nous  avons  montré  qu’il  est  facile,  par  le  moyen  de 
ces  formules,  de  trouver , pour  une  racine  donnée  quel- 
conque , 
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conque , un  nombre  polygone  cherché.  Mais  lorsqu’il  s’agit 
de  trouver  réciproquement  le  côté,  ou  la  racine  d’un  poly- 
gone dont  on  connaît  le  nombre  des  côtés , l’opération  est  plus 
difficile  et  demande  toujours  la  résolution  d’une  équation  du 
second  degré.  Cela  fait  que  cet  article  mérite  d’être  traité 
ici  séparément.  Nous  le  ferons  par  ordre,  en  commençant 
par  les  nombres  triangulaires,  et  passant  de  là  à ceux  d’un 
plus  grand  nombre  d’angles. 

650.  Soit  donc  gi  le  nombre  triangulaire  donné,  et  duquel 
on  cherche  le  côté  ou  la  racine. 

Si  nous  faisons  cette  racine  ==  x , il  faut  qu’on  ait 

xjr4-x  .0  . n 

— - — =gi  ; on xx-f-a:=  103 , etxx  = — x-f-i8a, 
et  parconséquent  que 

v/I+T8^=-i+ /^=-î4-¥=  >5. 

Nous  en  concluons  que  la  racine  trigonale  cherchée  est  i3  -, 
car  le  triangle  de  i3  est  gi. 

65 1.  Mais  soit  en  général  ale  nombre  trigonal.  donné , et 
qu’on  en  cherche  la  racine. 

Si  on  la  fait  = .r , on  a 


XX 


: a , ou  XX  + X = sa  ; 


donc 


XX  = — X -j-  sa , 


et  par  la  règle  , 


OU  X = - 


— 1 + v/8«  + i 


Ce  résultat  donne  la  règle  qui  suit  ; pour  trouver  une  racine 
trigonale  , il  faut  multiplier  par  8 le  nombre  trigonal  donne  , 

Y 
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ajouter  i au  pi'ocluit , extraire  la  racine  de  la  somme , sou»- 
traire  i de  cette  racine,  et  diviser  enfin  le  reste  pai'  a. 

G5a.  On  voit  par  là  qüe  tous  les  nombres  trigonaux  jouissent 
de  cette  propriété,  que  si  on  les  multiplie  par  8,  et  qu’on  ajoute 
l’unité  au  produit,  la  somme  est  toujours  un  quarré  ; la  petite 
table  qui  suit  en  donne  quelques  exemples. 


Triangles:  i,  3,  6,  lo,  i5,  si,  28,  3S,  40,  55,  etc. 
8fois+i  : 9,25,49,81,121,  169,225,289,361, 441, etc. 


On  remarquera  que  si  le  nombre  donné  a ne  satisfait  pas  à 
cette  condition  , c’est  signe  que  ce  n’est  pas  un  nombre  trigonal 
réel , ou  qu’on  ne  peut  en  indiquer  une  racine  rationnelle. 

653.  Qu’on  cherche  , suivant  cette  règle,  la  racine  trigonale 
de  210  , on  aura  a — aïo,  et  8a  -{-  1 = 1681  dont  la  racine 
quarrée  est  4i  > d’où  l’on  voit  que  le  nombre  2 10  est  réellement 

triangulaire , et  que  sa  racine  est  — i r=  20.  Mais  si  ou 

donnait  pour  trigonal  le  nombre  4>  et  qu’on  proposât  d’en 

V 33 

assigner  la  racine  , elle  se  trouverait  = — et  parcon- 

séquent  irrationnelle  -,  cependant  on  trouve  réellement  le 


triangle  de  cette  racine 


V33 


-'■5 , de  la  manière  qui  suit  ; 


Puisque 


1/33  — 1 17 — 1/33 

x~ , on  a XX  — — , 

2 2 


et  en  ajoutant  x,  la  somme  est 


XX  -f-  X = ^ = 8 , ' 

et  parconséquent  le  triangle , ou  le  nombre  trigonal 
xx-j-x  < 

— :: — — 4- 
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G54.  Les  nombres  tétragones  étant  les  mêmes  mie  le. 
quarres , ne  peuvent  faire  aucune  difficulté.  Car  supposons  le 
nombre  tetragone  donné  et  sa  racine  cberchéeJo:,  nous 
aurons  ' 

XX  = a , d’où  x-=.\/  a \ 

de  sorte  que  la  racine  quarrée  et  la  racine  tétragone  sont  la 
meme  chose. 

655.  Passons  donc  aux  nombres  pentagones. 

Soit  un  nombre  de  cette  espèce  , et  x sa  racine  ; U fau- 
dra que  ’ 


oxx — X 

a ^ ^ 44  > ou  XX  = i X -1- 

On  tire  de  là 

^ = i-hy'û-h- , oux  = i±y^-.  . . 

s — 7 T "T  — 4- 

Donc  4 est  la  racine  pentagone  du  nombre  aa. 

65S.  Qu’on  propose  maintenant  la  question  : étant  donné  le 
pentagone  a , trouver  sa  racine. 

Soit  cette  racine  = x , on  aura  l’équation 


3xx — X 


a , ou  3xx  — X = 30 , ou  xx  ~ ^ x ^ • 


d où  l’on  déduit 

* = H- l/i + f , X = 

«"’un  “uaT;i“  + > 
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Que  33o  soit,  par  exemple,  le  pentagone  donné,  la  racine 
sera 

1 4-  \/7ââï  _ . » + ^.9  _ , 

6 


X = • 


65j.  Soit  à présent  a un  nombre  hexagone  donné,  et  qu’on 
en  cherche  la  racine. 

Si  on  là  suppose  = a: , on  aura 

axx  — x = a,  ouxx=ïX  + |a; 

d’où  l’on  tire 


^ 8u  ] 


Ainsi  pour  que  a soit  réellement  un  hexagone , il  faut  que 
8a  + r devienne  un  quarré  ; d’où  l’on  voit  que  tous  les  nombres 
hexagones  sont  compris  dans  les  trigonaux  -,  mais  il  n en  est  pas 
de  même  des  racines. 

Soit,  par  exemple , le  nombre  hexagone  laaS  : sa  racine  sera 
x=  1 + 

G58.  Sûpposons  a un  nombre  heptagone  duquel  il  soit  ques- 
tion de  trouver  le  côté  ou  la  racine. 

Soit  cette  racine  = x ; on  aura 


5xx  — 3x  3 _ I I „ 

— a,  ou  xx=  T X -j- 1 a, 

a 

ce  qui  donne 

Tous  les  nombres  heptagones  ont  parconséquent  la  propriété 


-f  1/4°«  + 9. 
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que  si  ou  les  multiplie  par  40  et  qu’on  ajoute  9 au  produit,  la 
somme  est  toujours  un  quarré. 

Soit,  par  exemple,  le  heptagone  2069  •,  on  trouvera  sa  racine 

3 + v/ 823b'q  3-I-287 

x= -=. = 20. 

10  10  •' 


65q.  Qu’on  entende  par  a un  nombre  octogone  duquel  on 
veuille  trouver  la  racine  x. 

On  aura 


3xj:  — 2x  = a;  ouxx=Jx-f-ta^ 


d’où  résulte 


1 + \/3a  + 1 


Tous  les  nombres  octogones  sont  tels  , par  conséquent,  que  si 
on  les  multiplie  par  3 , et  qu’on  ajoute  l’unité  au  produit , la 
somme  est  constamment  un  quarré. 

Soit , par  exemple , 38i  G ou  octogone  ; sa  racine  sera 

X = lilial®  = 1+^  ==36. 

3 3 

6G0.  Soit  enfin  a un  nombre  m gone  donné  dont  il  s’agisse 
de  déterminer  la  racine  ; on  aura  cette  équation 


(m — q)xx  — (m — 4)-^ 


a,  ou  (m—a)xx—(m — 4)^— 


parconsequent 


on  en  tire 


(m — 4)x  , sa 

XX  = i ; 

m — 2 m — a 
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_ , I (m— 4)’*  an 

^ 2(m  — a)"*  K 4("*  — ^ ^ 

_ m— 4 , I / (m  — 4)^  ^8(m-^)a 

®“  a(7n  — a)"^!^  4Cm— a)*  “•■  4(m— a)*’ 

m — 4+V^8(m  — a)a+  /n — 4)* 

ou  a:  = 7 N • 

a (m  — a) 

Cette  formule  renferme  une  règle  générale  pour  trouver  toutes 
les  racines  polygones  possibles  de  nombres  donnés. 

Par  exemple,  soit  donné  le  nombre  XXIV  gone  Soog  ; puisque 
a est  ici  ^Soog  et  m = a4,  on  a m — a = aa  et  m — 4=  ao -, 
donc  la  racine 

2o-4-l/5aq584 +4°o  ao  + yaS 
*= 44 44~-’7- 
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CHAPITRE  yill. 

T)c  l'extraction  des  Racines  qiiarrées  des 
Binômes. 

6Gi . JN  Oüs  considérerons  des  binômes  composés  de  (deux par- 
ties qui  soient  l’une  et  l’autre  affectées  du  signe  de  la  racine 
quarrée  , ou  dont  l’une  au  moins  renferme  ce  signe-  Tels  sont, 
par  exemple,  j/  8 i/3 , 3 — l/5,  etc. 

662.  La  principale  raison  pour  laquelle  ces  binômes  méritent 
attention  , c’est  que’,  dans  la  résolution  des  équations  du  se- 
cond degré,  c’est  toujours  à des  quantités  de  cette  forme  qu’on 
parvient,  lorsque  la  résolution  ne  peut  se  faire.  Par  exemple, 
l'équalion 

a:x=6x  — 4 donne  x = 3 + V/5.  ‘ 

On  sent  bien , parconséquent , que  ces  fonnules  doivent  se 
présenter  fréquemment  dans  les  calculs  algébriques  ; aussi 
avons-nous  eu  soin  plus  haut  de  faire  voir  comment  on  doit  les 
traiter  dans  les  opérations  ordinaires  de  l’Addition , de  la  Sous- 
traction , de  la  Multiplication  et  de  la  Division  ; mais  ce  n’est 
qu’à  présent  que  nous  sommes  en  état  de  montrer  comment  on 
doit  en  extraire  les  racines  quarrées,  c’est-à-dire,  autant  que 
cette  extraction  est  possible  ; car,  quand  elle  ne  l’est  pas  , ou 
se  contente  de  donner  un  nouveau  signe  radical  à la  quantité. 
La  racine  quarrée  de  3 -f-  I/"  2 estv/3  p'  2.  * 

663.  11  faut  observer  d’abord  que  les  quarrés  de  tels  binômes 
sont  aussi  des  binômes  pareils  , dons  lesquels  même  un  des  ter- 
mes est  toujours  rationnel. 

/ 
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Car  qu’on  prenne  le  quarré  de  a-\-  , on  trouvera 

(oa-f-è) b.  Si  donc  il  s’agissoit  réciproquement  de 
prendre  la  racine  de  la  formule  (an  -}-  è)  + aa  ^ b , on  la 
trouverait  —a-^^b,  et  il  est,  sans  contredit,  bien  plus  facile 
^e  s’en  faire  une  idée  de  cette  manière  , que  si  on  avait  sim- 
plement mis  encore  le  signe  |/  devant  cette  formule.  De  même, 
si  on  prend  le  quarré  de  p'a-f-  i/  6 , on  trouve  (a-f-b)  -f-  a j/ab  ; 
donc  réciproquement  la  racine  quarrée  de  (a  + è)-f-a  i/ai 
sera  v^a  -f-  1/  i,  laquelle  sera  pareillement  plus  facile  à saisir , 
que  si  «n  se  contentait  de  mettre  le  signe  \/  devant  la  quantité. 

664-  Il  s’agit  donc  principalement  de  déterminer  un  carac- 
tère qui  puisse  faire  reconnaître  dans  tous  les  cas , si  une  telle 
racine  quarrée  a lieu  ou  non.  Nous  commencerons  , dans  ce 
dessein,  par  une  formule  facile,  en  cherchant  si  on  peut  as- 
signer , dans  le  sens  que  nous  avons  dit , la  racine  quarrée  du 
binôme  5 

Supposons  donc  que  cette  racine  soit  i/x  -f-  l/_y;  le  quarré 
en  est  ( ar -f-_y  ) + 2 l/.ry,  et  il  doit  être  égal  à la  formule 
5-f-2  1/  6.  Parconséquent  la  partie  rationnelle  x doit 
être  égale  à 5 , et  la  partie  irrationnelle  2 J/  xy  doit  être  égale 
à 2 P G.  Cette  dernière  égalité  donne 

]/  ay  = 1/  6,  et  xy  = 6. 

Or  puisque 

X -j-y  = 5,  ona^  = 5 — x, 
et  cette  valeur  substituée  dans  l’équation 

xy=z6, 

produira 

5x  — XX  = 6 , ou  XX  = 5x — 6. 

Donc 

x=i-|-V/f^  = î + 5 = 3- 

' Ainsi  x=3  et_y  = 2 ; d’où  nous  concluons  quelaracine  quarrée 
de  5 -1-  2 j/  6 est  |/  3 1/  2. 
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6G5.  Comme  nous  avons  trouvé  ici  les  deux  équations , 

1®.  X + J'  = 5 •,  2°.  xy  = 6 -, 

» 

nous  allons  indiquer  une  voie  particulière  pour  en  tirer  les  va- 
leurs de  X et  de_y. 

Puisque 

x-\-y  = 5, 

qu’on  prenne  les  quarrés 

XX  + !ixy  -{-yy  ~ 25  ; 

faisant  attention  maintenant  que  xx — 2xy-^yy  est  le  quarré 
de  X — y , qu’on  sousti'aie  de 

XX  -{-  2xy  -hyy  = 25 


l’équation  xy  = 6 prise  quatre  fois,  ou 

4xj>  = 24, 

afin  d’avoir 

XX — 2.r^  ~f~yy  — 1 > 

car  prenant  à présent  les  racines , on  a 

X — y z=  1 ; d’ailleurs  x -}~y  = 5 , 

donc 

x = 3 et  y — 2.  ' 

Donc  la  racine  quarrée  de  5 -f-  2 6 est  1/  3 -j-  ]/  2. 

666.  Considérons  le  binôme  général  a -f-  ]/  6 , et  supposons 
saracine  quarrée  = ]/  x -f-  y'y,  nous  aurons  l’équation 


(x+y)+2l/ay=:a  + [/l>; 

ainsi  , 


x-|-_y  = a,  et  21/ xy  = |/A,  ou  4^  = i î 
soustrayant  ce  quarré  du  quarré  de  l’équation 

X -f-y  = a , ou  de  XX  2xy  -^-yy  — aa  : 
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XX  — zxy  = aci  — b, 
dont  la  racine  quarrée  est 

X —y  ~ aa — b. 
x+y  = a; 


Or 

nous  avons  donc 

^._Q+  \/  aa  — b 


et^; 


a — aa  — b 


et  parconséquent  la  racine  quarrée  cherchée  de  a -{-  V"”  6,  est 

667.  Nous  conviendrons  que  cette  formule  est  plus  conipli-  ^ 
quée  que  si  on  eût  mis  simplement  le  signe  radical  ^ devant  ^ 

le  binôme  donné  a -\-  \/  b , et  qu’on  eût  écrit  y/  a b. 

Mais  considérons  que  ladite  formule  peut  se  simplifier  beau- 
coup , lorsque  les  nombres  a et  b sont  tels  que  aa  — b devient 
un  quarré  , puisqu’ alors  le  signe  j/  qui  est  sous’  le  signe 
y/  se  trouve  éliminé.  Nous  voyons  en  même  temps  qu’on  ne 
peut  extraire  commodément  la  racine  quarrée  du  binôme 
c + J/  û , que  lorsque  aa  — b — ce,  car , dans  ce  cas , cette 

racine  est  ^ ^ si  aa  — b 

n’est  pas  un  quarré  parfait,  on  ne  peut  indiquer  plus  convena- 
blement la  racine  quarrée  de  a -J-  |/  6 , qu’en  mettant  le  signe 
radical  \/  devant  cette  quantité. 

GG8.  La  condition  requise  pour  qu’on  puisse  expri- 
mer d’une  façon  plus  commode  la  racine  quarrée  d’un  bi- 
nôme c -f-  y/  i , c’est  que  aa  — b soit  un  quarré  ; et  si  on 
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indique  ce  quarré  par  cc , on  aura  pour  la  racine  quarrée  en 

question  -■  Il  faut  remarquer  de 

plus  que  la  racine  quarrée  de  a — J/ 6 sera. 


^ — ; car  en  prenant  le  quarré  de 


cette  formule , on  trouve  a 


-n|/ 


aa — cc 


or  puisque 


cc  — aa  — 6 , et  parconséquent  aa  — cc=b , le  même  quarré 

g //>  a i ' b , , 

se  trouve  = a — -,~o- « — y o. 

K 4 2 


669.  Lors  donc  qu’il  s’agit  d’extraire  la  racine  quarrée  d’un 
binôme  tel  que  a + \/  b ; la  règle  est  de  soustraire  du  quarré 
aa  de  la  partie  rationnelle,  le  quarré  b de  la  partie  irrationnelle , 
de  prendre  la  racine  quarrée  du  reste  , et  nommant  cette  ra- 
cine c,  d’écrire  pour  la  racine  cherchée 


670.  Qu’on  cherche  la  racine  quarrée  de  3 + J/3  , on  a 
a = 3eti=3;  donc  aa  — b = cc  — i , d’où  c = i ; 
ainsi  la  racine  cherchée  = j/  i -f-  j/ 

Qu’il  s’agisse  de  trouver  la  racine  quarrée  du  binôme 
1 1 -f-  6 j/  2 , on  aura 

0=11,  etj/ù  = 6v'2; 

parconséquent 

i = 3G.3=72,  etoo — ù = 49  > c = 7 ; 

et  il  résulte  de  là  que  la  racine  quarrée  de  1 1 -f*  ^ 1^2 

1/  9 + K 2 , ou5+  y Z. 


l 
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Qu’on  cherche  la  racine  quarrée  de  1 1 -j-  a J/  3o  ; ici 

a=ii  et^i=aj/3o; 

parconséquent 

i = = 120,  et  aa — 1 1=  i , c = i ; 

donc  la  racine  cherchée  = j/  G — 5. 

671.  Cette  règle  a lieu  également,  lors  même  que  le  binôme 
renferme  des  quantités  imaginaires  ou  impossibles. 

. Soit  proposé  , par  exemple , le  binôme  1 -j~4  ]/  — 3 : on 
aura 

0 = 1 et  J/  è = 4l/  — 3, 

c’est-à-dire , 

i = — 4^  et  aa  — è =49  > donc  c — j, 

et  parconséquent  la  racine  quarrée  qu’on  cherche 

= i/4  + l/  — 3 = a-fl/  — 3. 

Autre  exemple.  Soit  donné  — i -f-  7 l/ — 3 ; nous  ayons 
a = — I;  \/b  = \ l/  — 3,  etè  = J . — 3 = — i. 

Donc 

aa  — i = 7-f-|  = 1,  etc=i  ; 

•t  le  résultat  cherché  est 

Un  autre  exemple  remarquable  est  celui  où  il  s’agit  de 
trouver  la  racine  quarrée  de  2 1/  — 1 . Comme  il  n’y  a point 
ici  la  partie  rationnelle , on  aura 

o = o;  ori/&=2j/— 1 eti  = — 4> 
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aa  — 6 = 4 etc  = 2; 

parconséquent  la  racine  quarrée  qu’on  cherche  est  ^ i -f- 1/ — i 
= 1 + ]/  1 , et  en  effet  le  quarré  de  cette  quantité  est 
1+2J/ — 1 — 1=2  1/ — 1. 

672.  Supposons  encore  qu’il  se  présente  une  équation  telle 
que 

XX  ■=  a ±L  ]/  b , 

et  que  aa  — b = cc\  on  en  conclura  la  valeur 


fl  + c 
2 


ce  qui  peut  être  utile  en  bien  des  cas. 
Soit , par  exemple  , 


xx=  17  -f-  12  p^2  : 

on  aura 

x = 3 -f-  p''8=3-f-2  1/2. 

G73.  Ce  cas  a beu  principalement  dans  la  résolution  'de 
quelques  équations  du  quatrième  degré,  par  exemple,  de 


x^  =:  20XX  -|-  d. 

Car  si  l’on  suppose 

XX  =^,  onax^=^^, 
«e  qui  réduit  l’équation  donnée  à 


d’où  l’on  tire 

= 2 oy  -f  c?  : 

On  a donc 

_y=a±:  [/aa-l-d. 

xx=a±  {/aa+d. 
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et  parconséquent  encore  une  extraction  de  racine  à faire.  Or, 
puisqu’ici 

]/  i = y/  aa-\-d, 

on  aura 

bz=aa-\-d , d’où  aa  — b = — d. 


Si  donc  — d est  un  quarré  comme  cc  , c’est-à-dire  que 
J = — cc,  on  pourra  assigner  la  racine  demandée. 

Supposons  qu’effectivement 

, d=  — cc , 

ou  bien  que  l’équation  du  quatrième  degré  proposée  soit 

= Q.OXX  — cc , 

nous  trouverons  donc  * 


+ c 


G74.  N ous  rendrons  plus  sensible  par  quelques  exemples , 
ce  que  nous  venons  de  dire. 

1°.  On  cherche  deux  nombres  dont  le  produit  soit  io5  , et 
dont  les  quarrés  fassent  ensemble  274.  • 

Indiquons  ces  deux  nombres  par  x et  ^ , nous  aurons  les 
deux  équations , 

1®.  x^=io5,  2®.  XX 274. 


La  première  donne 


et  cette  valeur  de^  étant  substituée  dans  la  seconde  équation. 


Digitized  by  Google 


donne 


Donc 


D’  A L G È B R E.  35l 

xx+~  =^74- 


nr*  -f-  io5’  = 2j4^'x,  ou  ~ vj4xx  — io5*. 

Si  nous  comparons  maintenant  cette  équation  avec  celle  de 
l’article  précédent , nous  avons  ' 

aa  = 374 , et  — cc  — — 1 o5*  ; 


parconséquent 

c=io5,  et  a =137. 
Nous  trouverons  donc 

i37  + io5 
a 


= n ± 4- 


11  suit  de  là  que  x est  ou  = 1 5 , ou  = 7.  Dans  le  premier 
cas  _y  = 7 , dans  le  second  cas  = i5.  Donc  les  deux  nom- 
bres cherchés  sont  i5  et  7. 

675.  Il  sera  bon  cependant  de  remarquer  que  ce  calcul  peut 
se  faire  beaucoup  plus  facilement  d’une  autre  manière.  Car 
puisque  xx  -|-  — 2x_y  +_y_y  sont  des  quarrés , 

et  que  nous  connaissons  les  valeurs  de  xx  -f-  yy  et  de  xy  , 
nous  n’avons  qu’à  prendre  le  double  de  cette  dernière  quan- 
tité , l’ajouter  à la  première  et  l’en  soustraire,  comme  on  va 
voir  : 


Si  on  ajoute 
on  a 


+yy  ~ v4- 

Qxy  = a I O , 

XX  + axy  +yy  ~ 484 , 


d’où 


X -j-y  = aa. 


t 


Digitized  by  Google 


35a  É L É M E N s 

Soustrayant  à présent  ^xy , il  reste  r ■ . 

XX  — Sixy  + = 64  , 

d’où  x_-y'  = 8. 

Ainsi 

2x  = 3o  et  2^=  i4, 

et  parconséquent 

x=  i5  ety'  = 7- 

La  question  générale  qui  suit , se  résout  par  la  même  mé- 
thode. 

a°.  On  cherche  deux  nombres  dont  le  produit  soit  = m , 
et  la  somme  des  quarres  = n- 

Si  ces  nombres  sont  l’un=x,  l’autre  =j,  on  a les  deux 
équations  suivantes  ; 

i'‘.xy  = m-,  2.°.  xx+yy=n. 

Or  2xy  = 2771  étant  ajouté  à xx  -^yy  = n,  on  a 

XX  + 2Xy  -f- J7y  = 71  + 2771  , 
et  parconséquent 

x-^y=  V/«  + 2771. 

Mais  soustrayant  2xy,  il  reste 


d’où  l’on  tire 
on  aura  donc 
et 


XX  — 2xy  + > 

X — y=  n — 2771  ; 

X = I v/n  + 2771-l-i  y/ n — 2m  \ 


y—^  y/  n-i-  2771  — 5? \/ n — 2771. 


G;6. 
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G7G.  3°.  On  cherche  deux  nombres  tels  que  leur  produit 
= 35 , et  la  différence  de  leurs  quarrés  = 24. 

Soient leplus  grand  des  deux nombres=xetle plus petit=^', 
on  aura  les  deux  équations , 

xy—55,  et  xjc  — yy  = 24 ; 

et  les  mêmes  circonstances  n’ayant  pas  lieu  ici , on  procédera 
par  la  voie  ordinaire.  La  première  équation  donne 


35 

et,  en  substituant  cette  valeur  dej'  dans  la  seconde,  on  a 

1225 


XX  ■ 


XX 


:a4. 


Multipliant  par  xx , on  a 

— 1225  = 24xx,  etx+  = 24xx-f-  1225. 


Or  le  second  membre  de  cette  équation  étant  affecté  du  signe  -f-, 
on  ne  pourra  pas  faire  usage  de  la  formule  donnée  ci-dessus, 
parceque  cc  étant  =3  — 1225,  c deviendrait  imaginaire. 
Qu’on  fasse  donc 

XX  = Z , 

on  aura 

1 ZZ  Z=  245  + 1225  , ' 

d’où  l’on  tire  ' 


z = i2zt:V^i44  + *225,  ou  z=ia±;37; 

parconséquent  , 

a;x=  12  ±;  37, 

c’est-à-dire 

XX  = 49  , XX  = — 25. 

Si  on  adopte  la  première  valeur,  on  a 
•*'  = 7 . yr=  5. 
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Si  on  adopte  la  seconde  valeur , on  a 


. r 35  I y'  1225  , 

x=i/-a5,  ^ = = ^ = V/_4g. 

677.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  la  question  suivante. 

4°.  On  cherche  deux  nombres  tels  qu’il  y ait  égalité  entre 
leur  somme  , leur  produit  et  la  différence  de  leurs  quarrés. 

Soient  x le  plus  grand  des  deux  nombres  , et  le  plus  petit  ; 
il  faudra  que  les  trois  formules  qui  suivent , soient  égales  entre 
elles  ; i“.  la  somme  ^ +y>  2°.  le  produit  jcy  ; 3®.  la  différenjca 
des  quarrés  xx  —yy’  Si  l’on  compare  la  première  avec  la  se- 
conde, on  a 

x+y  = xy, 

ce  qui  donnera  une  valeur  de  x ; car  on  aura 

1 

y = ay  — x = x(y—i),  etx=-^^ 
Parconséquent 

•'  y — 1 y — 1 

c’est-à-dire  que  la  somme  est  en  effet  égale  au  produit , et 
c’est  à quoi  doit  être  égale  aussi  la  différence  des  quarrés.  Or 
on  a 

yy  — 

JJ  yy  — ay  + l yy—^y^l> 

faisant  donc  ceci  égal  à la  quantité  trouvée  — ^ , on  obtient 

yy  y + gy^ 

y^X  ^-2y-J-l> 
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divisant  par  yy , il  vient 

^ _ -yy-h^y . 

y — ^ yy-^y-h^’ 

multipliant  par  (j'—  i )*,  on  a 

y — i = —yy+ay; 

parconséquent 
Cela  donne 


355* 


y 

on  aura  donc 


= 1±:  1 = i + V/i 

1 + 1/5 


X = 


y 5 — i' 


Pour  chasser  la  quantité  sourde  du  dénominateur  , on  mul- 
tipliera les  deux  termes  pa»  i/  5 + i , et  oh  obtiendra 

6 + ai/5  3+V/5 

X ' ' ■ i i ■ ■ ■ ■ , 

4 * 

Réponse.  Le  plus  grand  des  nombres  cherchés,  on 

3+1/5 


et  le  plus  petit , 

Ainsi  leur  somme 

leur  produit 
et  puisque 


1 + ^/5 

y — — L.*: — . 

•/  Q 


x+_y  = 2 + j/  5 ; 
xy  = a+y  5-, 


7 + 3^/5  3 + 1/5 

— f—>yy~  —T~’ 
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on  a aussi  la  différence  des  quarrés 


XX  — yy  = a -f- 5. 

678.  Comme  cette  solution  est  assez  longue,  il  sera  bon  de 
faire  remarquer  qu’on  peut  l’abréger.  Qu’on  commence  par 
faire  la  somme  x -\-y  égale  à la  différence  des  quarrés  xx — yy , 
on  aura 

X -f-y  — XX  — yy  ; 
et  divisant  par  x , à cause  de 

= .y)> 

on  trouve 

1 = X — y , d’où  X z=y  -f-  1 • 

Parconséquent 

X -{-y  = 2^  -}-  1 , XX  — yy  ==  2^ 

de  plus  le  produit  ou  ^ devant  être  égal  à la  même 
quantité,  on  a 

yy+y=^y+^>  o'^yy=y  + ^, 

ce  qui  donne , comme  ci-dessus , 

1 + 1/5 

G79.  5°.  La  question  précédente  nous  conduit  à considérer 
encore  celle-ci.  Trouver  deux  nombres  tels  qu’il  y ait  égalité 
entre  leur  somme,  leur  produit  et  la  somme  de  leurs  quarrés. 

Nommons  x et  _y  les  nombres  cherchés  ; il  faut  qpi’il  y ait 
égalité  entre  1°.  x +_y,  a*,  xy,  et  3°.  xx  +y_y. 

Comparant  la  première  et  la  seconde  formule  , nous  avons 

x-i-y  = xy, 
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xy  =x+jy  = -^; 


Or  la  même  quantité  équivaut  à xx  -\~yy  , ainsi  nous  ayom 

.yy  ■ y.._  yy  . 

t 2V-+-1^*^”'  V — l 


y- 

Multipliant  par  yy  — aj'  + i , le  produit  est 

y — ay  + m =y  —yy>  à.' où  y^  = 5f — 3jy , 

et  en  divisant  paryy , nous  avons 

yy=^y—^’‘ 

ce  qui  donne 


5 + V/-3. 
a ' 


parconséquent 

1 -4- i/"— 3 J,  , 3-f-i/^— 3 

y — 1 =; , d ou  X =i  — = ; 

et  en  multipliant  les  deux  termes  par  i — j/— . 3 , le  résultat 
est 

G — ai/  — 3 3 — i/ — 3 

__  _ _ . 

Réponse.  Donc  les  deux  nombres  cherchés  sont , 

3 — 1/— 3 34.,/_3 

X = L y — . 

a ■'  3 

La  somme  est  x -f-y'  = 3 > et  le  produit  xy^  = 3 ; 
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3 — 3 V/— 3 
3 


3-f-3i/— 3 

> yy  = ^ 


la  somme  des  quarrés 

XX  -{-yy  ~ 3. 

68o.  On  peut  abréger  considérablement  ce  calcul  par  un 
artifice  particulier  qui  est  applicable  aussi  dans  d’autres  cas. 
Il  consiste  à exprimer  les  nombres  cherchés  par  la  somme  et 
par  la  dilTérence  de  deux  lettres,  au  lieu  de  les  indiquer  par 
des  lettres  simples. 

Qu’on  suppose  , dans  notre  dernière  question , l’un  des  nom- 
bres cherchés  p -{-  q , et  l’autre  — p — q , leur  somme  sera 
ap,  leur  produit  sera  pp — qq,  et  la  somme  de  leurs  quarrés  sera 
=zapp-{-  Q.qq.  Ces  trois  quantités  doivent  être  égales  entr’ elles  : 
égalant  d’abord  la  première  à la  seconde , on  a 


spz=pp  — qq  , d’où  résulte  qq=zpp  — zp. 

Substituant  cette  valeur  de  qq  dans  la  troisième  quantité , et 
comparant  le  résultat  4pp  — 4p  ^vec  la  première,  on  trouve 

zp  = 4pp—4p , d’où  p = {. 


Parconséquent 


, . l/— 3 

9?=— T.  = — J 


de  sorte  que  le.s  nombres  que  nous  cherchons  sont 

3-1-!/— 3 3_i/_3 

/’+7  = â ’ etp— 7= . 


comme  nous,  les  avons  trouvés  ci-dessus. 
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CHAPITRE  IX. 

De  la  nature  des  Equations  du  second  degré. 

68 1 .  O N a vu  suffisamment  par  ce  qui  précède,  que  lês  équa- 
tions du  second  degré  sont  résolubles  de  deux  manières , et 
cette  propriété  mérite  à tous  égards  d’être  examinée,  parceque 
la  nature  des  équations  d'uri  degré  supériexir  né  peut  que  rece- 
voir par  là  beaucoup  de  jour.  En  examinant  donc  avec  plirs 
d’attention  pourquoi  toute  équation  du  8econ<î  degré  admet 
une  double  solution  ; nous  découvrirons  indubitablement  une 
propriété  essentielle  de  ces  équations. 

682.  'Il  est  vrai  que  nous  avons  déjà  vu  que  cette  double 
solution  provient  de  ce  que  la  racine  quarrée  d’un  nombre 
quelconque  peut  être  prise  soit  positivement,  soit  négative- 
ment ; cependant , comme  ce  principe  ne  s’appliquerait  pas 
aisément  à des  équations  d’un  degré  plus  élevé , il  sera  bon  de 
développer  clairement  la  même  propriété  encore  d’une  autre 
manière.  Nous  prendrons  pour  exemple  l'équation  du  second 
degré  , 

XX  — 1 2x  — 35 , 

et  nous  donnerons  une  nouvelle  raison,  pour  laquelle  cette  équa*- 
tion  est  résoluble  de  deux  façons  , en  admettant  pour  x les 
deux  valeurs  5 et  7 qui  lui  satisfont  également. 

683.  Il  est  plus  convenable  pour  notre  but,  de  commencer 
par  transposer  les  termes  de  l'équation , de  manière  qu’un  des 
membres  devienne  o ; celte  équation  prend  parconséquent  la 
forme 

XX  — 1 2X  + 35  = O , 

4 
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et  il  s’agit  à présent  de  trouver  un  nombre  tel  que  si  on  le 
substitue  pour  a:,  la  formule  xt — iax  + 35  se  réduise  elFec-< 
tivement  à zéro  ; il  sera  question  après  cela  de  montrer  pour- 
quoi cela  peut  arriver  de  deux  manières. 

684.  Or  la  chose  se  réduit  à faire  voir  avec  clarté , qu’une 
quantité  de  la  forme  xx — i2x-}-35,  peut  être  envisagée  comme 
le  produit  de  deux  facteurs;  en  effet  la  formule  en  ques- 
tion est  composée  des  deux  facteurs  (x  — 5)  . (x  — 7). 
Or  puisque  c;ette  quantité  doit  se  réduire  à o , il  faut  aussi  que 
le  produit 

(x  — 5)  . (x  — 7)  =0; 

mais  un  produit , quel  qu’en  soit  le  nombre  de  facteurs  , de- 
vient = O , pourvu  qu’un  de  ses  facteurs  se  réduise  à o ; c’est 
un  principe  fondamental  auquel  il  faut  faire  attention , sur- 
tout quand  il  s’agit  d’équations  d’un  degré  élevé. 

685.  On  comprend  donc  aisément , que  le  produit 

(x  — 5).  (x — 7)  peut  devenir^o  de  deux  façons  : i*'.  quand 
le  premier  facteur 

X — 5=0; 

2°.  quand  le  second  facteur 


X — 7=0. 


Dans  le  premier  cas 


x = 5 , 


dans  l’autre  cas 

x=7. 

On  voit  donc  très- clairement  pourquoi  une  telle  équation 

XX  — 1 3X  -f-  35  = O , 

admet  deux  solutions  ; c’est-à-dire  pourquoi  on  peut  assigner 
pour  X deux  valeurs  qui  satisfont  également  à l’équation.  Cette 
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raison  fondamentale  consiste  en  ce  que  la  formule  xx — i aa;-f-35 
peut  être  représentée  par  le  produit  de  deux  facteurs. 

68G.  Les  même.s  circonstances  se  retrouvent  dans  toutes  les 
équations  du  second  degré.  Car  après  avoir  porté  tous  les 
termes  d’un  même  côté  , on  parvient  nécessairement  à une 
équation  de  la  forme 

XX  — ox  -f-  6 = O , 

et  cette  formule  peut  être  aussi  regardée  comme  le  produit 
de  deux  facteurs  que  nous  représenterons  par  (x — p')  (x — q ), 
indépendamment  des  valeurs  de  p et  de  q.  Or  ce  produit 
devant  être  = o par  la  nature  de  notre,  équation , il  est 
clair  que  cela  peut  arriver  de  deux  manières  : en  premier  lieu , 
lorsque 

x-p-, 

et  en  second  lieu , lorsque 

x = q ; 

et  telles  sont  les  deux  valeurs  de  x qui  satisfont  à l'équation. 

687.  Voyons  maintenant  de  quelle  nature  doivent  être  ces 
deux  facteurs , pour  que  la  multiplication  de  l’un  par  l’autre 
reproduise  exactement  notre  formule  xx  — ax  + b.  Nous  trou- 
vons, en  les  multipliant  l’un  par  l’autre,  xx — (p-f-q)a^-j-pq; 
or  cette  quantité  doit  être  la  même  que  xx — ax  6 , il  faut 
donc  évidemment  que 

p + q = a,  etpq  — b. 

r 

Ainsi  nous  apprenons  cette  propriété  bien  remarquable,  que 
dans  toute  équation  de  la  forme 

XX  — ox  -|-  6 = O , 

les  deux  valeurs  de  x sont  telles  que  leur  somme  est  égale  à a , 
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et  leur  prodnit  égal  à b ; d’où  il  suit  que  , dès  qu’on  connaît 
l'une  des  valeurs , on  trouve  aussi  l’autre  facilement. 

688.  Nous  venons  de  considérer  le  cas  où  les  deux  valeurs 
de  X sont  positives , ce  qui  exige  que  le  second  terme  de  l’équa- 
tion ait  le  signe  — , et  que  le  troisième  terme  ait  le  signe  -f-. 
Considérons  donc  aussi  les  cas  dans  lesquels  soit  l’une  ou  les 
deux  valeurs  de  x deviennent  négatives.  Le  premier  de  ces 
cas  a lieu,  lorsque  les  deux  facteurs  de  l’équation  donnent  un 
produit  de  cette  forme  (x  — p)  (x-j-q);  car  alors  les  deux 
valeurs  de  x sont 


X =z  P et  X = — q\ 
l’équation  elle-même  devient 

xx-\-{q  — p')x—pq  — o-, 

le  second  terme  a le  signe  , quand  q est  plus  grand  que  p , 
et  le  signe  — , quand  q est  plus  petit  que  p ; enfin  le  troisième 
terme  est  toujours  négatif. 

Le  second  cas  où  les  deux  valeurs  de  x sont  négatives , est 
donné  par  ces  deux  facteurs  (x  -j-  p)  (x  -j-  q)  ; car  on  a 

x = — p etx  = — q; 

l'équation  elle-même  devient 

.rr  -t-  (p  -f  q ) X -j-  pq  = O , 

où  le  second  comme  le  troisième  terme  sont  affectés  du  signe  -f-. 

68g.  Les  signes  des  second  et  troisième  termes,  nous  font 
connaître  parconséquent  ceux  des  racines  d’une  équation 
quelconque  du  second  degré.  Soit  l’équation 

XX. . . . ax é = O ; 

si  le  second  et  le  troisième  terme  ont  le  signe  -f-  , les  deux  va- 
leurs de  X sont  négatives  ; si  le  second  terme  a le  signe  — , et 
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que  le  troisième  terme  ait  le  signe  ^ , les  deux  valeurs  sont 
positives  ; enfin  , si  le  troisième  terme  est  précédé  du  signe  — , 
une  des  valeurs  en  question  est  positive.  Mais  dans  tous  les 
cas  , le  second  terme  contient  la  somme  des  deux  valeurs, 
et  le  troisième  terme  contient  leur  produit. 

690.  On  trouvera  très-facile , après  ce  qui  a été  dit , de 
former  des  équations  du  second  degré , qui  aient  deux  ra- 
cines données.  On  demande , par  exemple , une  équation 
telle  que  l’une  des  valeurs  de  x soit  7,  et  que  l’autre  soit  — 3. 
Qu’on  forme  d’abord  les  équations  simples 

x = J , X = — 3 ; 

d’où  l’on  déduit  celles-ci , 

X — 7=0,  x-f-3=o; 

on  aura  de  cette  manière  les  facteurs  de  l’équation  cherchée  , 
laquelle  devient  parconséquent 


XX  — 4^  — 21  =0. 

Aussi  en  appliquant  ici  la  règle  donnée  plus  haut,  trouve-t-on 
les  deux  valeurs  de  x supposées-;  car  si 


en  a 

c’est-à-dire 


xxz=4^  -f-  21  , 
x = 2±v/25  = 2rh5, 
x = 7,  oux=— 3 . 


691.  Il  peut  arriver  aussi  que  les  valeurs  de  x deviennent 
égales  : qu’on  cherche , par  exemple  , une  équation  où  ces 

deux  valeurs  soient  = 5-,  les  deux  fecteurs  seront 

{x  — 5)  (x — 5),  et  l’équation  cherchée  sera 


XX  — 1 ox  a5  = O. 
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Dans  cette  équation  x paraît  n’avoir  qu’une  valeur  ; mais  c’est 
que  X se  trouve  doublement  = 5 , comme  la  solution  ordinaire 
le  fait  voir  pareillement  ; car  ou  a 

XX  — I ox  — a5  ; donc  x = 5+  \/o  ~ b dzo , 

c’est-à-dire  que  x est  deux  fois  = 5. 

692.  Un  cas  remarquable  surtout,  et  qui  arrive  quelque- 
fois , c’est  celui  où  les  deux  valeurs  de  x deviennent  imaginaires 
ou  impossibles  ; car  il  est  tout-à-fait  impossible  alors  d’as- 
signer pour  x une  valeur  telle  quelle  satisfasse  à l’équation. 
<^u’on  se  propose , par  exemple , de  partager  le  nombre  1 o 
en  deux  parties  telles  que  leur  produit  soit  3o;  si  on  nomme  x 
une  de  ces  parties  , l’autre  sera  = to  — x , et  leur  produit 
sera 

lor — xx=3o;  doncxx  = iox — 3o,  etx  = 5±:i/  — 5; 

I 

nombre  imaginaire  qui  apprend  que  la  question  est  impos- 
sible. 

Gq3.  Il  est  donc  très  important  de  trouver  un  signe  auquel 
on  puisse  reconnaître  sur-le-champ  si  une  équation  du  second, 
degré  est  impossible , ou  si  elle  ne  l’est  pas. 

Reprenons  l’équation  générale 

XX  — ox  + 6 = O , 

nous  aurons 

xx  = ox  — b,  etx=^ia±  \/iaa  — b. 

On  voit  par  là  que  si  b est  plus  grand  que  j ou , ou  si  4^  est  plus 
grand  que  aa,  les  deux  valeurs  de  x deviennent  toujours  ima- 
ginaires , puisqu’il  s’agirait  d’extraire  la  racine  quarrée  d’une 
quantité  négative  ; et  au  contraire  , que  si  b est  plus  petit 
que  ^ aa,  ou  même  plus  petit  que  o , c’est-à-dire  que  ce  soit 
un  nombre  négatif,  les  deux  valeurs  seront  possibles  ou  réelles. 
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Au  reste , qu  elles  soient  réelles  ou  qu’elles  soient  imaginaires , 
il  n’en  est  pas  moins  vrai  qu’on  pourra  toujoup  les  exprimer, 
et  qu’elles  ont  aussi  toujours  la  propriété  que  leur  somme  est 
= a , et  leur  produit  = b.  Dans  l’équation 

XX  — 6x  -J-  lo  = O ; 

par  exemple,  la  somme  des  deux  valeurs  de  x doit  être  = 6,‘ 
et  le  produit  de  ces  deux  valeurs  doit  être  = lo  ; or  on  trouve , 

x = 3+v/ — i>  et2°.  x = 3 — ^ — 1, 

quantités  dont  la  somme  = S , et  le  produit  = i o. 

6g4-  Le  caractère  que  nous  venons  de  trouver  peut  s’expri- 
mer d’une  manière  encore  plus  générale , et  de  façon  à pouvoir 
même  être  appliqué  aux  équations  de  cette  forme , 

fxx  ± gx  + A = O ; 

car  cette  équation  donne 


d’où  l’on  conclut  que  les  deux  valeurs  sont  imaginaires,  et  par- 
conséquent  l’équation  impossible , quand  4fh  est  plus  grand 
SS  ’ c’est-à-dire , lorsque  dans  l’équation 

fxx±.gx-i-h=o, 

le  quadruple  du  produit  du  premier  et  du  dernier  terme  sur- 
passe le  quarré  du  second  terme  ; car  ce  produit  du  premier 
et  du  dernier  terme , pris  quatre  fois  , est  4fhxx , et  le  quarré 
du  terme  moyen  est  ggxx-,  or  si  4fhxx  est  plus  grand  que 
ggxxi  4fh  est  aussi  plus  grand  que  gg , et,  dans  ce  cas , l’équa- 
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tion  est  évidemment  impossible.  Dans  tous  les  autres  cas, 
l’équation  est  possible , et  on  peut  assigner  deux  valeurs  réelles 
pour  X ; il  est  vrai  que  souvent  elles  deviennent  iirationneiles  ; 
mais  nous  avons  vu  plus  haut  qu’alors  on  peut  les  obtenir  avec 
toute  l’approximation  que  requiert  l’état  de  la  question  ; au 
lieu  qu’aucune  approximation  ne  saurait  avoir  lieu  pour  les 
expressions  imaginaires  telles  que  y'  — 5 ; car  icx3  est  aussi 
éloigné  d’être  la  valeur  de  cette  racine,  que  l’est  i ou  un  autre 
nombre  quelconque. 

6g5.  Nous  avons  encore  à [faire  remarquer  qu’une  formule 
quelconque  du  second  degré  , xx  zt  ox  dn  i , est  toujours 
nécessairement  résolue  en  deux  facteurs  , tels  que  ( x ±:  />  ) 
( x±  q ).  Car  si  l’on  prenait  trois  facteurs  pareils  à ceux-là , 
on  parviendrait  à un  polynôme  du  troisième  degré , et  en  ne 
prenant  qu’un  seul  facteur  pareil , on  ne  passerait  pas  le  pre- 
mier degré. 

C’est  donc  un  point  qui  est  au-dessus  de  toute  contestation , 
que  toute  équation  du  second  degré  renferme  nécessairement 
deux  valeurs  de  x , et  qu’elle  ne  peut  en  admettre  ni  plus  ni 
moins. 

GgG.  Nous  avons  déjà  vu  que  connaissant  les  deux  facteurs, 
on  connaît  en  meme  temps  les  deux  valeurs  de  x,  puisque 
chaque  facteur  égalé  à zéro , donne  une  de  ces  valeurs. 
L’inverse  a lieu  pareillement , c’est-à-dire  que  dès  qu’on  a 
trouvé  une  valeur  de  x,  on  connaît  aussi  un  des  facteurs  de 
l’équation  ; car  si  x = p indique  une  des  valeurs  de  x dans  une 
équation  quelconque  du  second  degré  , x — p est  un  des  fac- 
teurs de  cette  équation;  c’est-à-dire  que  tous  les  termes  ayant 
été  portés  du  même  côté  , l’équation  est  divisible  par  x — p , 
et  de  plus  le  quotient  exprime  l’autre  facteur. 

Gqy.  Soit  donnée , pour  mieux  éclaircir  ce  que  noü.s  venoni 
de  dire,  l’équation  > 

XX  -f-  — 3>  s;  O, 
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pour  laquelle  a;  = 3 , puisque 

3.3-|-4-5 — 2i  = o', 

nous  savons  que  x — 3 est  un  des  facteurs  de  cette  équa- 
tion, ou  que  æx-}-4u-~2i  est  divisible  par  x — 3,  et  en 
effet  la  division  suivante  le  fait  voir. 

xx-f-4x  — ai  fx— 3 
XX  — 3x  i X -{-  7 

7x  — ai 
7x  — ai 

O. 

Ainsi  l’autre  facteur  est  x-f- y,  et  notre  équation  équivaut 
à 

(x  — 3)  (x  + 7)  = o; 

d’où  résultent  immédiatement  les  deux  valeurs  de  x , le  pre- 
mier facteur  donnant 

x = 3, 

et  l’autre  facteur  donnant 

x = — 7. 
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CHAPITRE  X. 

Des  Équations  pures  du  troisième  degré, 

698.  O N dit  d’une  équation  du  troisième  degré , qu’elle  est 
pure,  lorsque  le  cube  de  la  quantité  inconnue  est  égal  à une 
quantité  connue  , sans  que  ni  le  quarré  de  l’inconnue  ni  l’in- 
connue à la  première  puissance  se  trouvent  dans  l’équation,  par 
exemple , 

ar  = 120, 

eu  plus  généralement 

3^  — a,  = 

sont  des  équations  de  ce  genre. 

699.  On  apperçoit  aisément  le  moyen  de  tirer  la  valeur  de  j; 
d’une  telle  équation  , car  on  n’a  besoin  que  d’extraire  la  ra- 
cine cubique  de  part  et  d’autre.  L équation 


3?:=.  125 

% 

donne 

x — b. 

l’équation 

a? — a 

donne 

3 

« 

11 

H 

•t  l’équation 

""  —b 

donne 
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S 

\ a l/a 

*=i^s=— 

Vb 

H suffit  donc  qu’on  ait  appris  à extraire  la  racine  cubique  d’un 
nombre  proposé , pour  qu’on  soit  en  état  de  résoudre  de  sem- 
blables équations. 

700.  On  n’obtient  de  cette  manière  qu’une  seule  valeur  pour 
X \ cependant  toute  équation  du  second  degré  ayant  deux  ra- 
cines, on  est  fondé  à soupçonner  qu’une  équation  du  troisième 
degré  a pareillement  plus  d’une  racine  : la  chose  mérite  d’etra 
approfondie,  et  si  l’on  découvre  qu’une  telle  équation  doit  ' 
avoir  plusieurs  valeurs  pour  a;,  il  s’agira  de  déterminer  ces 
valeurs. 

701.  Considérons,  par  exemple,  l’équation. 

aJ=8, 

dans  la  vue  d’en  conclure  tous  les  nombres  dont  le  cube  est  8. 
Comme 

x = a ' 

est  sans  contredit  un  tel  nombre,  il  faût,  d’après  le  chapitra 
précédent , que  la  formule 

— 8 = 0,' 

soit  nécessairement  divisible  par  x — 2.  Faisons  donc  cette  di- 
vision : 

X — 2 


.-8{- 


+ 3X+4 

3?  — 2XX 


2XX  — 8 
2XX  — 


4x— 8 

4^ — 8 


o. 


A a 
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H suit  de  là  que  notre 


L É M E N S 
équation 


Æ* — 8^0 


peut  se  représenter  par  ces  facteurs-ci  : 

(a;  — a)  (3fpc-|-a*'f-4)“0* 

70a.  Or  la  question  est  de  savoir  quel  nombre  ou  doit  substi- 
tuer à U place  de  x,  pçur  que 

3P*Sc:8,  pu  aS*-«83S0î 

^ il  est  çlair  qtt’<m  satisfait  à cette  conditiou,  eu  supposant = a 
IjB  produit  que  nous  venons  de  trouver;  mais  anâTe  awi- 
•enlement  quand  le  premier  facteur 

X — ac=o,  d'où  ®ssa, 

TnttU  aussi  quand  le  second  facteur 

• «x-f-aa:-f-4=®* 

t Qu'on  fbsse  donc 

îSip+W  + 4^9i 

on  aura 

X®  s=— ax — 4 , et  de  là  *3s=  — I ± y/ — • 3. 

705.  Outre  le  cas  donc  où 

* = a, 

qui  satisfait  à l’équation 


nous  avons  encore  pour  x deux  autres  valeurs  dont  les  cube, 
sont  pareillement  8 , et  qui  sont  : 

*=- 1 -h  V<- 3, 
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On  n’en  doutera  plus,  si  on  prend  effectivement  les  cubes 
de  chacune  de  ces  racines , comme  nous  allons  le  faire  : 


-1  + 1/-3 

— 1 — V''  — 3 

— 1 + ]/  — 3 

— 1 — 1/  — 3 

1 — j/  — 3 

1 -f  P'  — 3 

— V/  — 3 — 3 

-f  P-^  — 3 — 3 

— 3 — — 3 quarré 

— a-f-ay-  — 3 

— 1+  l/— 3 

— 1 — 1/  — 3 

a-f-a;/  — 3 

a — 21/— 3 

— a]/  — 3-j-S 

-f-ap/'— 3-f-6 

8 cube.  ^ 8.  cube. 


Il  est  vrai  que  ces  deux  valeurs  sont  imaginaires  ou  impos- 
sibles; mais  elles  méritent  cependant  qu’o  • en  tienne  compte. 

704.  Ce  que  nous  venons  de  voir  a lieu  en  général  pour  toute 
équation  cubique , telle  que 

x^=a; 

en  trouvera  toujours , outre  la  valeur 
xz=z^  a, 

encore  deux  autres  valeurs.  Qu’on  suppose,  pour  abréger, 
a = c,  d ou  o=  <r , 
notre  équation  prendra  cette  forme , 
x’  — c^  = o , 

qni  sera  divisible  par  x — c,  comme  la  division  effective  le  fait 
voir  : 

fl 
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— cxx 


XX  4-  f * 


cxx — c* 
cxx  — ccx 


ccx  — c* 
ccx — c* 


Parconséquent  l’équalion  en  question  peut  être  représentée 
par  le  produit 

(x  — c)  (xx  + ca;4-cc)  = o, 
qui  est  en  elFet=  o,  non-seulement  lorsque 
X — c = o,  oux  = c, 

mais  aussi  quand 

XX  ex  + ce  = O. 

Or  cette  formule  contient  deux  autres  Valeurs  de  x ; car  elle 
donne 


ou 


c _i_  I yT  ce 

X — — CX — «c,  et x = — — cc, 

— c±[/ — 3cc  — c±ci^ — 5 ^ 


a 

3 


705.  Or  comme  |c  avait  été  mis  à la  place  de  x/a,  nous  en 
inférons  que  toute  équation  du  troisième  degré , de  la  forme 

x^  = a, 

fournit  pour  x trois  valeurs  exprimées  de  la  manière  suivante  : 
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On  voit  par  là  que  chaque  racine  cubique  a trois  différentes 
valeurs  , mais  qu’une  seule  est.  réelle  ou  possible,  les  deux 
autres  étant  imaginaires.  Cela  est  d’autant  plus  à remarquer, 
que  toute  racine  quarrée  a deux  valeurs,  et  que  nous  verrons 
plus  bas  qu’une  racine  quatrième  a quatre  valeurs  différentes , 
qu’une  racine  cinquième  a cinq  valeurs,  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  vrai  que  dans  les  calculs  ordinaires,  on  n’emploie  que 
la  première  de  ces  trois  valeurs , parceque  les  deux  autres  sont 
imaginaires  ; c’est  ce  que  nous  confirmerons  par  quelques 
exemples. 

706.  Première  question.  Trouver  un  nombre  tel  que  son 
quarré  multiplié  par  son  quart  produise  43a. 

Que  X soit  ce  nombre , il  faut  que  le  produit  de  xx  multi- 
plié par  7 X soit  égal  au  nombre  4^a , c’est-à-dire  que 

i o;3=43a,  d’où  ar’=  1738. 

Qu’on  extraie  la  racine  cubique , on  aura 

X = 13. 

Réponse.  Le  nombre  cherché  est  la;  car  son  quarré  i44, 
multiplié  par  son  quart  ou  par  3 , donne  4^3. 

707.  Seconde  question.  Je  cherche  un  nombre  tel  qu’en 
divisant  sa  quatrième  puissance  par  sa  moitié,  et  ajoutant  147 
au  produit,  il  me  vienne  100. 

Je  nommerai  ce  nombre  x-,  sa  quatrième  puissance  sera  x^ 
divisant  par  la  moitié  | x , j’ai  3x^,  et  il  faut  qu’en^ajoutant  i4-î , 
la  somme  soit  100;  j’ai  donc 

i4ï  =:  loo'; 

3 


1,  — * 

1®.  X = y a,  3®.  X — . |/a, 

3-.x=— 
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soustrayant  1451  il  reste 


divisant  par  a,  j’ai 


3x^=i^; 


et  prenant  la  racine  cubique,  j obtiens  enGn 


708.  Troisième  question.  Quelques  capitaines  se  trouvent  en 
campagne;  chacun  commande  à trois  fois  autant  de  cavaliers, 
et  à vingt  fois  autant  de  fantassins  qu’ils  sont  de  capitaines.  Un 
cavalier  reçoit  chaque  mois  pour  sa  paye  autant  de  florins  qu’il 
y a de  capitaines,  et  chaque  fantassin  reçoit  la  moitié  de  cette 
paye;  la  dépense  totale  par  mois  est  de  i3ooo  florins;  on  de- 
mande combien  il  y a de  capitaines  ? 

Soit  X le  nombre  cherché , chaque  capitaine  aura  sous  lui  3x 
cavaliers  et  aox  fantassins.  Ainsi  le  nombre  total  des  cavaliers 
est  3xx,  et  celui  des  fantassins  est  aoxx.  Or  chaque  cavalier 
recevant  par  mois  x florins,  et  chaque  fantassin  recevant  -j  x 
flor. , la  paye  des  cavaliers,  à chaque  mois,  se  monte  à 3x^,  et 
celle  des  fantassins  est  lox’;  ils  reçoivent  donc  tous  ensemble 
i3x^  flor.,  et  cette  somme  doit  équivaloir  à i3ooo  florins;  on 
a donc 


i3x’  = i3ooo,  ou  x^=iooo,  et  x—  10, 


nombre  cherché  des  capitaines. 

709.  Quatrième  question.  Quelques  négocians  entrent  en  so- 
ciété, et  chacun  met  cent  fois  autant  qu’il  y a d’associés;  ils 
envoient  un  facteur  à Venise  pour  faire  valoir  ce  capital;  ce 
facteur  gagne  pour  cent  sequins  deux  fois  autant  de  sequins 
qu’il  y a d’intéressés,  et  il  revient  avec  aGSa  sequins  de  profit; 
on  demande  le  nombre  des  associés  ? 

Si  ce  nombre  est  supposé  =x,  chacun  des  négocians  asso- 
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eiés  aura  fourni  loox  sequins,  et  le  capital  entier  aura  été  de 
loojir  sequins;  or  le  profit  étant  de  3x  pour  ioO|  le  capital 
rapporte  ainsi  il  faut  faire 


cela  donne 


Bx^=a66a,  ou  x^3=i33t  i 
x=  Ï1  , 


et  c’est  le  nombre  des  associés. 

710.  Cinquième  question.  Une  paysanne  échange  des  fro- 
mages contre  des  poules , à raison  de  deux  fromages  pour  trois 
poules  ; ces  poules  pondent  chacune  ^ autant  d' Oeufs  qu’il  y a 
de  poules  ; la  paysanne  vend  au  marché  neuf  œufs  poür  autant 
de  sous  que  chaque  poule  a pondu  d’œufs,  et  elle  tire  7a  sous; 
on  demande  combien  de  fromages  elle  a échangés? 

Soit  ce  nombre  des  fromages  =x,  celui  des  poules  qüe  la 
paysanne  aura  reçues  en  échange  sera  -3^\x , et  chaque  poule 
pondant  ?x  œufs,  le  nombre  des  œufs  sera  =jxx-  Or  neuf 
œufs  se  vendent  pour  f x Sous;  ainsi  l’aident  que  \xx  œüf* 
produisent,  est  f®®*  9®® 

^x»  = 7a. 

Par  conséquent 

x*=  a4-7a=î:8. 3.8. 8.87,  **  «as* ta; 

c’est-à-dire  que  la  paysanne  a échangé  dou±e  fromages  contre 
âix-huit  poules. 


s 


4 
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CHAPITRE  XI. 

De  la  résolution  des  Equations  complètes  du 
troisième  degré. 


7ji.Une  équation  du  troisième  degré  est  dite  complète, 
lorsqu’elle  renferme  outre  le  cube  de  l’inconnue  cette  quan- 
tité inconnue  elle  - même  ; de  sorte  que  la  formule  générale 
pour  toutes  ces  équations , en  portant  tous  les  termes  d’un 
même  côté,  est 

cx^  ih  6x*  ± ex  ±:  «f  = O. 

C’est  à faire  voir  comment  on  doit  tirer  de  telles  équations  les 
valeurs  de  x , qu’on  nomme  aussi  les  racines  de  l’équation , 
que  nous  destinons  ce  chapitre.  Nous  supposerons  qu’on  n’a 
aucun  doute  qu’une  telle  équation  n’ait  trois  racines,  après 
que  nous  aVons  fait  voir  dans  le  chapitre  précédent,  que  cela 
est  vrai  à l’égard  des  équations  pures  du  même  degré. 

712.  Nous  considérerons  d’abord  l’équation 

X-'’ — Gxx  -f*  ï 13:  — 6 =:  O. 

De  même  qu’une  équation  du  second  degré  peut  être  re- 
gardée comme  étant  le  produit  de  deux  facteurs  , on  peut 
représenter  une  équation  du  troisième  degré  par  le  produit  de 
trois  facteurs  qui  sont,  dans  notre  cas, 

(x  — i)  (x  — 2)  (a;  — 3)  = o; 
puisqu’en  les  multipliant  effectivement  on  parvient  à l’équa- 
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tion  donnée  ; car  (x  — 1)  . (x  — 2)  donne  xx  — 3x  + 2 , et 
multipliant  ceci  par  x — 3 , on  trouve  x^  — Gxx  -f-  1 1 x — 6 , 
qui  est  en  effet  le  premier  membre  de  la  proposée.  Comme 
le  produit  (x — 1)  (x — 2)  (x — 5)  se  réduit  à zéro  , lorsqu’un 
seul  facteur  est  =0,  on  a donc'a  distinguer  en  premier  lieu 

X — i~o,  oux=i; 

en  second  lien, 

X— >2  = 0,  oux  = 2; 
et  en  troisième  lieu, 

X — 3 = 0,  ou  x = 3. 

On  voit  sur-le-champ  aussi  que  si  on  substituait  à la  place 
de  X un  nombre  quelconque  autre  qu’un  des  trois  ci-dessus, 
aucun  des  trois  facteurs  ne  deviendrait  = o , et  que  parconsé- 
quentle  produit  proposé  ne  deviendrait  paso;  ce  qui  prouve 
que  notre  équation  ne  peut  admettre  que  ces  trois  racines. 

713.  Si  l’on  pouvait,  dans  tout  autre  cas,  assigner  de  même 
les  trois  facteurs  d’une  telle  équation , on  aurait  immédiate- 
ment ses  trois  racines.  Considérons  donc  d’une  manière  plus 
générale  ces  trois  facteurs,  x — p,  x — q , x — r;  si  nous 
cherchons  leur  produit , le  premier  multiplié  par  le  second 
donne  xx — ( p -f-  q ) x -f-pq  , et  ce  produit  multiplié  par  x — r 
fait  x-3 —(  P -t- q + r ) XX + ( pq  4- pr  + qr  ) X — pqr. 

Or  cette  formule  est  nulle,  1°.  par 


X P — Q 

, ou  x = p; 

2°. 

■ 

H 

1 

-Q 

11 

0 

, ou  X = q ; 

3» 

par 

X — r=  0, 

ou  de  X = r. 

7i4-  Représentons  maintenant  la  formule  trouvée  par  l’équa- 
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don 

— axx  ■+•  i-®  c =s  O ; 

il  est  clair  que  pour  que  ms  trois  racines  soient 
i“.  x — p,  2®.  x — q,  3°.  x—r, 
il  faut  qu’on  ait  les  trois  relations 

a=p  + 9 +r, 
b — pq-\-pr-^qr, 
c = pqr. 

Ainsi  nous  apprenons  par  là  que  le  second  terme  contient  la 
somme  des  trois  racines,  que  le  troisième  terme  contient  la 
somme  des  produits  des  racines  multipliées  deux  à deux,  enfin 
que  le  quatrième  terme  est  formé  du  produit  des  trois  ra- 
cines. 

Cette  dernière  propriété  nous  présente  aussitôt  une  \érité 
importante,  qui  est  qu’une  équation  du  troisième  degré  ne  peut 
certainement  avoir  d’autres  racines  rationnelles  que  des  divi- 
seurs du  dernier  terme  ; car  puisque  ce  terme  est  le  produit  des 
trois  racines,  il  faut  qu’il  soit  divisible  par  chacune  d’elles. 
On  voit  donc  sur-le-champ , lorsqu’on  vent  chercher  une  racina 
parle  tâtonnement,  de  quels  nombres  on  doit  faire  l’essai. 

Si  nous  considérons,  pour  nous  expliquer  mieux,  l’équation 

a:^=n;-|-G,  ou  oj’  — x — 6=0, 

comme  cette  équation  ne  peut  avoir  d’autres  racines  ration- 
nelles que  des  nombres  qui  sont  facteurs  du  dernier  terme  6 , 
nous  n’avons  besoin  d’essayer  que  les  nombres  1 , 2,3,6,  et 
voici  le  détail  de  ces  essais  : 


Digilized  by  Google 


d’algèbre. 


37.9 


-6. 

O. 

18. 

204. 

Nous  voyons  par  là  que  a:  = a est  une  des  racines  de  l’équa- 
tion proposée , et  d’après  cela , il  nous  est  facile  de  trouver  les 
deux  autres;  car  x = a étant  une  des  racines,  x — a est  un 
facteur  de  l’équation  : on  n’a  donc  qu’à  chercher  l’autre  fac- 
teur par  la  division , ainsi  que  nous  allons  le  faire. 

{xxX^x+3 

— axx 

2XX — X — 6 
axo7  — 4^ 

3x—  6 
Sx  — 6 

O. 

Puis  donc  que  notre  formule  se  représente  par  le  produit 
(x  — 2)  (xx+ax-f-3)  , elle  deviendra  =0,  non-seulement 
quand 

X— a = 0, 

mais  aussi  quand 

XX  -|-  ax  3 = O.  I 

Or  ce  dernier  facteur  donne 

XX  = — ax  — 3 , 

et  parconséquent 

xzsi— idiy'—’ù.  ^ 
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Ce  sont  donc  ici  les  deux  autres  racines  de  notre  équation , les- 
quelles sont,  comme  on  le  ypit,  impossibles  ou  imaginaires. 

71 5.  La  méthode  que  nous  venons  d’indiquer,  n’est  appli- 
cable immédiatement  que  lorsque  le  premier  terme  x*  est  mul- 
tiplié par  1 , et  que  les  autres  termes  de  l’équation  ont  pour 
coefiiciens  des  nombres  entiers.  Quand  cette  condition  n’a  pas 
lieu,  il  faut  commencer  par  une  préparation  qui  consiste  à 
transformer  l’équation  en  une  autre  qui  ait  la  condition  re- 
quise , après  quoi  on  fait  l’essai  que  nous  avons  dit  prescrit. 

Soit  donnée,  par  exemple,  l’équation 

•—  3xx  + X — 5 = 0; 


comme  elle  renferme  des  fractions  qui  ont  4 pour  dénomina- 
teur, qu’on  fasse 


on  aura 


X 


8 4^8  4 


O,  . 


et  en  multipliant  par  8 , on  obtiendra  l’équation 

y — 6=0, 

dont  les  racines  sont,  comme  nous  l’avons  vu  plus  bant,' 
y = i,y  = n,y  = 5; 
d’où  il  suit  que  celles  de  la  proposée  sont 


71 Ç.  Qu’on  ait  à résoudre  une  équation,  dont  le  premier 
terme  ait  pour  coefficient  un  nombre  entier  autre  que  1 , et 
dont  le  dernier  terme  soit  1 ; par  exemple , 

6x^  — I ixx  S-c  — 1 = O ; 
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ci  on  divise  par  6 , on  aura 

a:*  — -V-arx  + x — j = o; 

on  pourrait  purger  cette  équation  des  fractions,  par  la  règle 
que  nous  venons  de  donner,  en  supposant  car  on  aurait 

ai6  2ib‘  ~b'  fa 

et  en  multipliant  par  ai6 , il  viendrait 

y*  — 1 lyy  + 3S_y  — 36  = o. 

1 

Mais  comme  il  serait  trop  long  de  faire  l’essai  de  tous  les  di- 
viseurs du  nombre  36 , remarquons  que  puisque  le  dernier 
terme  de  l’équation  primitive  est  i , il  vaut  mieux  supposer  dans 
cette  équation 


x = -î 


car  on  aura  la  suivante 


6 11,6 
—^+--1=0. 

qui  multipliée  par  donne 

6 — iiz-J-6z* — 
et  en  transposant  tous  les  termes, 

Z®  — 6zz  -f-  HZ  — 6 = 0. 
Les  racines  sont  ici 

z=  I , a = a,  z = 3; 
d’où  il  suit  que,  dans  notre  équation, 

a?=  1,  x = i,  aç== 
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717.  On  aura  observé  dans  les  articles  précédens,  que  pour 
que  les  racines  soient  toutes  des  nombres  positifs , il  faut  que 
les  signes  p/tu  et  moins  se  suivent  alternativement',  moyennant 
quoi  l’équadon  prend  cette  forme , 

— axx  -\-bx  — c = O , 

dans  laquelle  les  signes  changent  autant  de  fois  qu’il  y a de  ra- 
cines positives.  Si  toutes  les  trois  racines  eussent  été  négatives , 
et  qu’on  eût  multiplié  entr’eux  les  trois  facteurs  x p , x-\-q , 
x*j-r,  tous  les  termes  auraient  eu  le  signe  plus,  et  la  forme 
de  l’équation  aurait  été 

3?  -f-  axx  bx  -f-  c = O, 

où  on  voit  les  mêmes  signes  se  suivre  trois  fois. 

On  a donc  conclu  qu’autant  de  fois  les  signes  changent,  au- 
tant l'équation  a de  racines  positives , et  qii’autant  de  fois  les 
memes  signes  se  succèdent , autant  l’équation  a de  racines  né- 
gatives; et  cette  remarque  est  très-importante,  parcequ’on  sait 
par  là  si  c’est  en  plus  ou  en  moins  qu’on  doit  prendre  les  divi- 
seurs du  dernier  terme , quand  on  veut  faire  l’essai  dont  nous 
avons  parlé. 

718.  Considérons,  afin  d’éclaircir  par  un  exemple  ce  que 
nous  venons  de  dire , l’équation 

x^  XX  — 34a: 56  = O, 

dans  laquelle  les  signes  changent  deux  fois , et  où  le  même  signe 
ne  revient  qu’une  fois.  Nous  concluons  que  l’équation  a deux 
racines  positives  et  une  racine  négative  ; et  comme  ces  racines 
doivent  etre  des  diviseurs  du  dernier  terme  56 , il  faut  qu’elles 
soient  comprises  dans  les  nombres  :±^i,  2,  4,  7,  8,  i4> 
28,  56. 

Si  nous  faisons  maintenant  x = 2 , nous  avons 
8-f-4  — 68-f5S=:o; 
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d’où  nous  concluons  que  x~  a est  une  racine  positive , et 
qu’ainsi  x — 2 est  un  diviseur  de  notre  équation , au  moyen  de 
quoi  nous  trouvons  facilement  les  deux  autres  racmes  ; car 
divisant  effectivement  par  x — 2,  on  a 

a?-\-xx  — 34x-f-5G  ^ 5 

^ (XX -t- 3*- — 28 

a?  — nxx 

■ \ 

3xx  — 34x  4*  55 

Sxx  — 6x 

— 28x  + 55 

— 28x  -f-  56 

O. 

Qu'on  pose 

flcx+3x  — a8=:c>, 

on  trouvera  les  deux  autres  racines  qui  seront 

xz=—4  =t  ± V , 

c’est-à-dire, 

x = 4 etx  = — 7; 

•t  tenant  compte  de  la  racine  trouvée  ci-dessus,  x=:fl,  on 
voit  clairement  qu’en  effet  l’équation  a deux  racines  positives 
et  une  négative.  Nous  donnerons  encore  quelques  autres  exem- 
ples pour  rendre  la  chose  plus  évidente. 

719.  Première  question.  On  a deux  nombres,  leur  différence 
est  12 , leur  produit  multiplié  par  leur  somme  fait  i455o.  Quels 
sont  ces  nombres? 

Soit  X le  plus  petit  des  deux  nombres,  le  plus  grand  .sera 
x-{-  12,  leur  produit  =xx-f-i2x,  multiplié  par  la  somme 
ax-f*  12,  donne 

ax*  + 36xx  -|-  i44^  = 14560  ; 


, / 
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et  divisant  par  a , on  a 

^-h  i8xx  4-  72X  = 7380. 

Or  le  dernier  terme  7380  est  trop  grand  pour  qu’on  puissé 
entreprendre  l’essai  de  tous  ses  diviseurs , et  nous  remarquons 
qu’il  est  divisible  par  8 ; c’est  pourquoi  on  fera  a:  = a_y , parce- 
qu’après  la  substitution , la  nouvelle  éqpation , 

Sy  + y2jy  4-  1 44y  = 7380 , 
étant  divisée  par  8 ^ se  réduira  à celle-ci , 

pour  laquelle  on  n’a  besoin  d’essayer  que  les  diviseurs  1 , a , 5 , 
7,  lo,  i3,  etc.  du  nombre  910.  Or  il  est  évident  que  les  pre- 
miers, i , 3,5,  sont  trop  petits;  en  commençant  donc  par  la 
supposition  de  _y  = 7 , on  trouve  aussitôt  que  c’est  là  ime  des 
racines  ; car  la  substitution  donne 

343 -)- 44*  “f"  tsS  =910. 

Il  suit  que  x — i/f.,  et  on  trouvera  les  deux  autres  racines  en 
divisant  4"  aXy  4*  * — 9 * o par  y — 7 , opération  qu’oa 

voit  ici  : 

y+9»-  + .8j._3.o 

f—iyy 

iGyy4- 18^—910 

i8yy—ii2y 

i3c^ — 910 
i3o_y — 910 


Supposant 
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on  aura 


yy  -f  -h  i3o  = O, 


yy~  — i3o,  d’où^= — 8±:[/ 66  ; 

preuve  que  les  deux  autres  racines  sont  impossibles. 

Réponse.  Les  deux  nombres  cherchés  sont  i4  et  aG  • leuB 
produit  364  multiplié  par  leur  somme  4o,  donne  i456o/ 

730.  Seco^  question.  Trouver  deux  nombres  dontladilFé- 
rencesoit  »8,  et  qui  soient  tels  que  si  on  multiplie  ensemble 
leur  somme  et  la  différence  de  leurs  cubes , on  obtienne  le  nom- 
bre 375184. 

eratd^-  T f ® nombres,  ar  + ,8  sera  le  plus 

- et  le  cube  du  secLd 

+ 54r.r + 972X  + 583a  ; la  différence  des  cubes  „ 5~4xjc 

somme  aa;-f-i8  ou  a (x^-g),  donne  le  produit  ^ 

108  (•^+27xx  + 270x4-573)  =275 184. 

Divisant  par  1 08,  on  a 

^ + 27xx-^.27ox-|.57a=:a548, 
x^  4-  37XX  -f  370X  = 1 5j6. 

Le.  di,i„„„  de  .576  ,0M  . , e,  4,  8,  etc.  le,  p„„ier,  , . 

* = '<■  “ >™“»e  qu"’te 

nombre  satisfait  a 1 équation.  * 

D reste  donc  à la  diviser  par  x_4,  afin  dé  ti-ouver  lés  dèux 
+ 3g4;“t  donÎ  + 

x^  = — 3ix  — 3q4, 

on  trouvera 

Bb 
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Réponse.  Les  nombres  cherchés  sont  4 

7a  1.  Troisième  question.  Je  cherche  deux  nombres  dont  la 
dilFérence  =720 , et  tels  que  si  je  multiplie  le  plus  petit  par  la 
racine  quarrée  du  plus  grand , ü me  vienne  noySS. 

Si  le  plus  petit  est  x , le  plus  grand  sera  x -f  720 , et  il  faut 
que  

X X -h 730  = 30736  = 8.8.4- 8i. 

i^uarrant  les  deux  membres , j ^ 

xx(x-f-72o)=x^  + 73oxx=8*  8!  4!8i*. 

Je  fais 

x-=oy; 

cette  supposition  me  donne 

-f- 720 . 8*_y*  = 8?  8*4*  61*, 

et  divisant  par  8®,  j’ai 

^-f-go_j[y  = 8.4*  81*. 

Je  suppose  de  plus 

y = az, 

et  j'ai 

8**  -^-4.goa*=8.4*  8i*, 

ou,  en  diwant  par  8, 

a*  + 45z»=4- 8t*- 

Je  fais  encore 


» = 8“s 


pour  avoir 
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9’  u3  4-45.9«  uit  = 4'  9<, 

parceque  divisant  à présent  par  g* , l’équation  se  réduit  â 

'ü^  + 5nu=:4‘  9. 
ou 

^ Ku  (w+5)  = 16.9:=  144. 

On  n’a  pas  de  peine  à voir  ici  que 

« = 4; 

car  dans  ce  cas  . j i 

au  = 16  et  it  = 5 + 9. 

Puis  donc  que  U = 4,  on  a 

2 = 35,  ^=72  et 37=57$; 

c’est  le  plus  petit  des  deux  nombres  cherchés  ; ainsi  le  plus 
grand  est  129S,  et  en  effet  la  racine  quarrée  de  celui-ci,  ou 
36,  multipliée  par  l’autre  nombre  676,  donne  20736. 

722.  Remarque.  Cette  question  admettait  une  solution  plus 
simple  ; car  puisque  la  racine  quarrée  du  plus  grand  nombre 
multipliée  par  le  plus  petit  nombre , doit  donner  un  produit 
égal  à un  nombre  donné , il  faut  que  le  plus  grand  des  deux 
nombres  soit  un  quarré.  Si  donc , d’après  cette  considération , 
nous  le  supposons  = xx , l’autre  nombre  sera  xx  — 720.  Celui-ci 
qtant  multiplié  par  la  racine  quarrée  du  plus  grand,  ou  par  x, 
nous  avons 

a? — 7cox=20736  = 64.27.  la. 

Faisons 
nous  aurons 

64)^ — 720.47=64.27.12, 

ou  bien 

y— 45j'=27.,12. 

a 
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Supposant  de  pins 

y=Zz, 

nous  trouTons 

372*  — i35z=a7.  ifl, 
ou  en  divisant  par  37, 

2’  — 5z=i3,  onz* — Si— 13  = 0. 

Les  diviseurs  de  13  sont  1,  a,  3,  4i  les  deux  premieit 

sont  trop  petits  ; mais  la  supposition  de 

z = 3 

doime  précisément 

37  — 15 13  = 0. 

Par  conséquent 

*=3,  ^^=9  et  ar=36, 

d’où  nous  concluons  que  le  plus  grand  des  deux  nombres  cher- 
chés,  ou 

xx=i396, 

et  que  le  plus  petit  ou 

XX— 730=576, 

comme  ci-dessus. 

733.  Quatrième  question.  On  a deux  nombres  dont  la  dif-' 
férence  est  la;  le  produit  de  cette  différence  par  la  somme 
des  cubes  est  ioai44>  quels  sont  ces  deux  nombres? 

Nommant  xle  plus  petit  de  ces  deux  nombres,  le  plus  grand 
est  x-l-ia;  le  cube  du  premier  est  x®,  et  le  cube  du  second 
est  x^  -f-  36xx-f*  4^3x  -f- 1736  ; le  produit  de  la  somme  de  ces 
cubes  par  la  différence  13 , est 

1 a ( ax* -f-36xx + 43ax+ 1 728  ) = 1 oai44  » 

divisant  successivement  par  la  et  par  a,  on  a 
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+ i8xx-f-2i6x+  8G4=4a5G, 
od 

+ i8xx-f-fli6x=339a=8.8.53. 

Qu’on  suppose 


x=a;--, 

qu’on  substitue  et  qu’on  divise  par  8 , on  aura 

y+.W  + %=8-53=4a4. 

Les  diviseurs  du  dernier  membre  sont  1 , a,  4,  ^ , 53,  etc. , 
1 et  a sont  trop  petits;  mais  si  l’on  faitj'=4>  trouve 


64  1 44  “}”  3 1 G — 434* 

Desorte  que 

^ = 4 et  x=8; 

d’où  l’on  conclut  que  les  deux  nombres  cherchés  sont  8 et  30. 

734.  Cinquième  question.  Quelques  personnes  forment  une 
société  et  établissent  un  fonds , chacune  d’elles  met  dix  fois 
autant  d’écus  qu'elles  sont  de  personnes;  elles  gagnent  sur 
chaque  centaine  d’écus  G écus  au-delà  du  nombre  d’écus  égal 
à leur  nombre  ; le  proGt  total  est  de  39a  écus.  On  demande 
combien  ils  sont  d’ Associés? 

Soit  X le  nombre  cherché;  chaque  Associé  aura  fourni  lor 
écus , et  tous  ensemble  loxx  écus , et  puisqu’ils  gagnent  x -f*  S 

pour  cent,  ils  auront  gagné  avec  le  capital  entier  — ^1- . ce 

qu’il  faut  égaler  à 393. 

On  a donc 

X*  + Gxx  = 3930 , 


10 


et  en  faisant 
et  divisant  par  8 , 


X = 3^ 

y' +3^7=490. 
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Les  diviseurs  du  second  membre  sont  i , a,  5,  7 10,  etc.  : les 
trois  premiers  sont  trop  petits;  mais  en  supposant^  =7,  on  a 

343  + 147=4.90; 

desorte  que 

y=7  et  X— 14- 

Réponse.  II  y avait  quatorze  Associés , et  chacun  d’eux  a mis 
i4o  écus  dans  la  masse  commune.  ' 

yaS.  Sixième  question.  Quelques  Négocians  ont  en  commun 
un  capital  de  Sa^o  écus;  chacun  y ajoute  quarante  fois  autant 
, d’écus  qu'ils  sont  d’ Associés  ; ils  gagnent  avec  la  somme  totale 
autant  de  fois  pour  cent , qu’ils  sont  d’ Associés  ; en  partageant 
le  profit,  il  se  trouve  qu’après  que  chacun  a pris  dix  fois  autant 
d’écus  qu’ils  sont  d’ Associés , il  reste  234  écus.  On  demande 
quel  était  donc  le  nombre  de  ces  Associés  ? 

Si  ce  nombre  est  x,  chacun  aura  ajouté  4ox  écus  au  capi- 
tal 8340  écus;  parconséquent  tous  ensemble  auront  ajouté 
40XX,  ce  qui  a rendu  le  capital  =4oxx  + 834o;  ils  gagnent 
avec  cette  somme  x écus  pour  cent  ; ainsi  le  gain  total  est 


^ 4.  = i a;3  . M , 

100  ^ 100  *“  ^ ^ ^ ^ 


C’estde  cette  somme  que  chacun  prélève  lox,  et  parconséquent 
tous  ensemble  loxx,  en  laissant  un  reste  de  234  écus;  il  faut 
donc  que  le  profit  ait  été  1 oxx  + 224 , et  qu’on^t  l’équation 

3x^  ,41®^  1 / 

= ^OXX  + 224. 

D D 

Multipliant  par  5 et  divisant  par  2 , on  a 


ou 


+ 2oSx  = 25xx  + 5Go  , 
aP — z5xx  + 2o6x  — 56o  ==  O. 


Digilized  by  Google 


D*A  L G è B R E;  391 

Les  diviseurs  du  dernier  terme  sonti,2, 4>5, 7, 8, 10,  i4>  iGetc., 
et  il  faut  les  prendre  positifs , parceque  dans  la  seconde  forme 
de  l’équation , les  signes  varient  trois  fois , ce  qui  donne  à con- 
naître avec  certitude  que  toutes  les  trois  racines  sont  positives. 

Or  si  l’on  essaye  d’abord 

a:=i  et  o;=a,  ♦ 

il  est  évident  que  le  premier  membre  deviendrait  plus  petit  que 
le  second.  Nous  ferons  donc  l’essai  des  autres  diviseurs. 

Quand 

x=4,  on  a + 

ce  qui  ne  satisfait  point. 

Quand 

x=5,  on  a ia5  + to3o=6a5-j-56o,' 

ee  qui  ne  satisfait  pas  non  plus. 

Quand 

X = 7 , on  a 343 -f- 1 44»  = * 3a5 -f- 56o, 

ce  qui  satisfait  à l’équadon;  desorte  que  x—’j  en  est  uns 
racine.  Cherchons  donc  à présent  les  deux  autres , en  divisant 
par  X — 7 la  seconde  forme  de  notre  équation. 

— a5xx-f-ao6x— 56o  f ^ — 7 

3?—  jxx  Ixx — i8x+8o 

— i8xx-}-aoGx 

— i8xx-f^ia6x 

80X  — 56o 
80X  — 56o 

O. 

4 
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Egalant  le  quotient  à zéro , nous  avons 

a'x— i8x-f-8o;=o  ou  xx=i8x-- 8o, 

ce  qui  donne 

x=9d;i, 

desorte  que  les  deux  autres  racines  sont 


' x=8  et  x=io. 

Réponse.  Trois  réponses  ont  lieu  pour  la  jquestion  proposée  : 
suivant  la  première,  le  nombre  des  IVégocians  est  7,  suivant  la 
seconde  il  est  8,  et  suivant  la  troisième  il  est  lo;  le  tableau 
suivant  présente  la  preuve  de  toutes. 


Nombre  des  Négocians. 

a 

8 

fl! 

Chacun  fournit  j^ox 

00 

0 

5ao 

40b 

Tous  ensemble  ajoutent  

1980 

aSGo 

4000 

L’ancien  capital  était 

00 

0 

00 

8240 

Le  capital  entier  est  48.rx-f- 8240. . 

0 

0 

0 

0 

00 

0 

0 

12240 

Ils  gagnent  avec  ce  capital  autant 

pour  cent  qu’ils  sont  d’ Associés. . 

714 

8G4 

1224 

Chacun  en  ôte  lox 

"0 

80 

100 

Ainsi  tous  ensemble  prennent  loxx 

490 

640 

1000 

Donc  il  reste 

224 

224 

224| 

* 
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CHAPITRE  XII. 

De  la  Règle  de  cardan  ou  de  scipion  ferreo. 


72S.  Ijorsqü’on  a chassé  les  fractions  d’une  équation  du 
troisième  degré,  suivant  la  manière  enseignée,  et  qu'aucun  des 
diviseurs  du  dernier  terme  ne  se  jTouve  être  une  racine  de  l’é- 
quation, c’est  une  preuve  certaine , non-seulement  que  l’équa- 
tion n’a  pas  de  racines  en  nombres  entiers , mais  qu’une  ra- 
cine fractionnaire  même  ne  peut  avoir  lieu  ; c’est  ce  que  nous 
allons  prouver. 

Soit  l’équation 

3? — axx-t-bx  — c=o, 

où  a,  b,  c signifient  des  nombres  entiers;  si  on  voulak  sup- 
poser, par  exemple, 

a,  — , , 

on  aurait 

-i — c. 


or  le  premier  terme  a seul  ici  8 pour  dénominateur,  tous  les 
autres  sont  ou  des  nombres  entiers,  ou  divisés  seulement  par 
4 ou  par  2 , et  ne  peuvent  parconséquent  faire  o avec  le  pre- 
mier terme  : la  même  chose  a lieu  pour  toute  autre  fraction. 

727.  Comme  dans  ces  cas,  les  racines  de  l’équation  ne  sont 
mi  des  nombres  entiers,  ni  des  fractions,  elles  sont  irration- 
nelles, ou  même,  ce  qui  arrive  souvent,  imaginaires.  Or  la 
manière  de  les  exprimer  alors  et  de  déterminer  les  signes  radi- 
caux qui  les  alfectent , fait  un  point  très-important , et  qu  i 
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mérite  d’être  expliqué  ici  avec  soin.  On  attribue  cette  méthode 
qu’on  nomme  la  règle  de  Cardan,  à Cardan,  ou  plutôt  à 
Scipion  Ferreo,  qui  ont  vécu  il  y a quelques  siècles. 

728.  Il  faut,  pour  entrer  dans  l’esprit  de  cette  règle,  consi- 
dérer d’abord  avec  attention  la  nature  d’im  cube , dont  la  racine 
est  un  binôme. 

Soit  a-j-b  cette  racine,  le  cube  en  est  <^-^Zaab-\~Zabb-\-lfl, 
et  nous  voyons  qu’il  est  composé  des  cubes  des  deux  termes  du 
binôme,  et,  outre  cela,  de  deux  termes  moyens  Zaab-^Zabb, 
qui  ont  le  facteur  commun  Zab , lequel  multiplie  l’antre  fac- 
teur n-f-i;  c’est-à-dire  que  ces  deux  termes  contiennent  le 
triple  produit  des  deux  termes  du  binôme , multiplié  par  la 
somme  de  ces  termes. 

729.  Qu’on  suppose  maintenant 

x=a-l-6, 

et  qu’on  prenne  de  part  et  d’autre  le  cube,  on  a 

(a-f-i). 

Or  puisque 

on  aura  l’équation  du  troisième  degré , 

P -{-Zabx , 
ou 

z=Zabx P P , 

dont  nous  savons  qu’une  des  racines  est 
x—a  + b. 

Toutes  les  fois  donc  qu’il  se  présente  une  telle  équation,  nous 
pouvons  en  assigner  une  racine. 

Soient,  par  exemple , a=a  et  3=3 : on  aura  l’équation 

æ3=i8x-)-35. 


« 
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d’algèbre. 
que  nous  savons  avec  certitude  avoir 

x=5 

pour  racine. 

ySo.  Que  de  plus  on  suppose  à présent 
on  aura 

a=Vp , b:=y'q, 

parconséquent  ^ 

ab  = ^pq% 

lors  donc  que  l’on  rencontre  une  équation  du  troisième  degré  de 
la  forme 

) 

3 3 

on  sait  qu’une  des  racines  est  j/p 

Or  on  peut  toujours  déterminer  p et  q , de  manière  que 
3^ pq  et  P -|-q  soient  des  quantités  égales  à un  nombre  donné  ; 
ainsi  on  est  toujours  en  état  de  résoudre  une  équation  du  troi- 
sième degré  de  l’espèce  dont  nous  parlons. 

ySi.  Soit  proposée  en  général  l’équation 

il  s’agira  ici  de  comparer/" avec  pq , et  p avec  p-\-q,  c’est- 

à-dire  qu’il  faudra  déterminer  p et  q de  manière  que  Z^pq 
devienne  égal  à/,  et  que  p~^q  devienne  égal  kg\  car  nous 
savons  alors  qu’une  des  racines  de  notre  équation  sera  . . . 

73a.  Nous  avons  donc  à résoudre  ces  deux  équations 

Z'^pq—f,  p + q=g. 
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La  première  donne 


d’oùp^=£  = ^/>,  4pq^^P. 


La  seconde  équation  étant  quarrée , donne 

pp+!^pq+qq=gg-, 

si  l’on  en  soustrait 

4pq—^r> 

on  a 

PP  —m+qq=gg—^P, 
et  prenant  la  racine  quarrée  de  part  et  d’autre , on  a 

p-q—Vgg—ijP- 

Or  puisque 

p+q-=g, 

on  a 

^P=g+V'gg-^  P , aq=g  V'gg—Ppi 
parconséquent 

— g+V'gg  — éP  _ _8"“ 

P—  - , q_  _ . 

733.  Toutes  les  fois  donc  qu’on  a une  équation  du  troisième 
degré  de  la  forme 

^=P+g, 

qnels  que  soient  les  nombres/  et  g,  on  a toujours  pour  une  de* 
racines 


X = y/ g + Vgg—hP  y^/g—Vgg—^P-. 

c’est-à-dire  une  quantité  irrationnelle , qui  renferme  non-seu- 


Digilized  by  Google 


D’A  L G è B R E.  3,97 

lement  le  signe  radical  quarré , mais  ausâ  le  signe  de  la  racine 
cubique  ; et  c’est  cette  formule  qu'on  nomme  proprement  la 
règle  de  Cardan. 

y34-  Appliquons  cette  formule  à quelques  exemples,  pour  ea 
mieux  faire  comprendre  l’usage. 

Soit 

x3=6x  + 9 , 

on  aura 

. . f=^,g=9l 

ainsi 

= P=aiG,  ^/3  = 3a, 

puis 

gg—  riP  = 49>  \^gg—^r=7- 

Donc  ime  des  racines  de  l’équation  donnée  est 


= ]/8  +1^1  =3 + 1 = 3. 
735.  Soit  proposée  cette  autre  équation 
x®  = 3x  + a, 

on  aura 

/=3,  g=fl, 

parconséquent 

gg=4 . /*— a?  et  ^iP—4l 

ce  qui  nous  donne 

Vgg—iiP^o-, 

d’où  il  résulte  qu’une  des  racines  est 
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73s.  Il  arrive  souvent  cependant  que , quoiqu’une  telle  équa- 
tion ait  une  racine  rationnelle , on  ne  peut  trouver  cette  racine  ‘ 
par  la  règle  dont  nous  nous  occupons. 

I Soit  donnée  l’équation 

x^~6x  + 4°. 


où  x = 4 est  une  des  racines.  Nous  avons  ici 


de  plus 
ainsi 


/=S,  g=4o, 

gg=i6oo,  ^/3=32; 


«t  = 1568  = 1/4. 4.4g. 2 = a8ya; 

parconséquent  une  des  racines 


-1^ 


40-1-28!,  ' a 


+ 


38  l/a 


on 

3 ________  1 

x=  \/ao-f- 14  1/2  \/ao  — 14 1 3; 

et  cette  quantité  est  réellement  =4 , quoiqu’à  la  première  ins- 
pection on  ne  s’en  doute  pas.  En  effet  le  cube  de  2-1/2  étant 
20 -|- 14  1/ 2 , on  a réciproquement  la  racine  cubique  de 
30  14 2 égale  à 2 -f-  2 ; de  même 

3 

K 20—  14 2=2 — j/2; 

donc  notre  racine 

X = 3 -f- v/3 -f- 2 — 1/3  =4- 

737.  On  pourrait  objecter  à cette  règle,  qu’elle  nes’étend  pas 
à toutes  les  équations  du  troisième  degré  , pareeque  le  quarré 
de  X ne  s’y  rencontre  point , c’est-à-dire  que  le  second  terme 
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manque  dans  l’équation.  Mais  nous  remarquerons  que  tonte 
équation  complète  peut  se  transformer  en  une  autre  qni  manque 
du  second  terme,  et  à laquelle  on  peut  parconséquent  appli- 
quer la  règle. 

Soit,  pour  le  prouver,  l’équation  complète 
x^— -Cxx-f-na:  — G=o. 


Si  l’on  prend  ici  le  tiers  du  coefficient  6 du  second  terme,  e^ 
qu’on  fasse 


en  aura 


X — 3=_y; 


xx=gy+4y-t-4,  x^=y^-i~6^+ iay+8; 


parconséquent 


^ X*  + Gjy  + la^ -}-  8 

J — 6xx=  — 6yy  — n4y  — a4 
j-f-iix  = -l-iij'  + aa 


d’où  résulte  cette  transformation  du  premier  nombre , 

X* — 6xx-f-iijc — G y- 

On  a donc  l’équation 

f—y—o, 

dont  la  résolution  «st  manifeste  , puisqu'on  voit  sur  le  champ 
qu’elle  est  le  produit  des  facteurs 

^ (j>' - 1 ) Cy -1- O (.y — O = O- 

Si  l’on  fait  maintenant  chacun  de  ces  facteurs  = o , on  a 


c’est  à dire  les  trois  racines  trouvées  déjà  plus  haut. 

738.  Soit  donnée  à présent  l’équation  générale  du  troisième 


V 
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degré 
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-j- avx -f- èx -j- c =.  O , 


de  laquelle  il  s’agisse  d’éliminer  le  second  terme. 

On  ajoutera , pour  cet  effet , à x le  tiers  du  coefllcient  du  se- 
cond terme , en  conservant  le  même  signe , et  on  écrira  pour 
cette  somme  une  nouvelle  lettre,  par  exemple,  y,  desorte 
qu’on  aura 

x + J a==y , d’où  x~y  — ja , 


conséquemment  : 

x=y—^a,  xx=yy~iay+^aa,  x'=f-(yy+^y—r-^o?-. 


donc 

a?  — ayy-{-\aay  — a’ 

axx=.  5 

bx=  -f-  by — ~ ab 

c ~ -j-  c 

de  là  résulte  cette  transformée  en  y 

y — Claa—b)y-^^a^—fab-t-cz=o, 

équation  dans  laquelle  le  second  terme  manque. 

y3ç).  Nous  sommes  en  état,  moyennant  cette  transformation, 
de  trouver  les  racines  de  toutes  les  équations  du  troisième  degré  ; 
^ l’exemple  qui  suit  en  fournira  une  preuve. 

L’équation  proposée  est 

X*  — 6xx-f-i3x — 13  = 0. 


Il  s’agit  d’abord  de  chasser  le  second  terme  ; on  fera  pour 
cet  effet 


X — z=y , 

et  on  aura 


j,=_y+3,  xx=yy+4y+4,  x3=y-f-6^-{-i3^+8-, 

donc 
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donc 


ou 


=y^-}-6yy -f- lay 8 

— 6xx  = — 6yy  — 24y  — a4 

12  = — 12 

y+  y — a = O, 
y^  = —y  + 2. 

Si  on  compare  cette  équation  avec  la  formula 
x^=/x  + g, 

/=— i,g  = 2; 

gg=4,  = — 

gg-éf=4  + ^,  = W. 


on  a 
donc 
de  plus 
et 


parconséquent 


~VC^y</{ 


_â_j> 

a ^ 


ou 


3 , 3 S 

= + + 9±ü^i 

3 3 S 

g — a 1/21 ^y^27-{-6i/ai  ^ 27 — 61/21 


3V/a7+6i/ai-f-7  V ^7"—^  |/a*  5 


Ce 
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et  il  reste  à substituer  cette  valeur  dans 

a:=^  + 2. 

7/0  Nous  sommes  parvenus  dans  la  solution  de  cet  exemple, 
à une  quantité  doublement  irrationneHe  ; mais  il  ne  faut  pa. 
en  conclure  sur-le-champ  que  la  racine  est  irrationnelle  parce- 
qu’il  pourrait  arriver  par  un  heifreux  hasard , que  les  binômes 
37  ±6  V/  ai  fussent  des  cubes  effectifs  -,  et  c’est  aussi  ce  qui 

a lieu  ici  ; car  le  cube  de étant 

==  27 -f  61/21, 

„ > 3 4-  t/  ai 

il  suit  que  la  racine  cubique  de  27  -|r  6 1/  21  est  - , 

et  que  la  racine  cubique  de  27  —6  1/ ai  est  - . Cela 

fait  donc  que  la  valeur  trouvée  pour  y,  devient 


, /3H-  1/21\  /g— 1/21 


.)  = i+-*  = i. 


Or  puisque  V = 1 , nous  avons  x = 3 pour  une  des  racines  de 
l’équation  proposée , et  les  deux  autres  sa  trouveront  en  divisant 
l’équation  par  x — 3. 

*3  _ 6xx  -H  i3x  - 1 2 ^ 3xT4 

x3_3xX 

— 3xx-f-  i3x  — la. 

— 3xx-|-  gx 

4x—  la- 

4jC 13. 

O : 

et  égalant  à o le  quotient  xx  — 3x  -+■  4 . l’on  « 
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XX  = 3x  — 4 » 


4oi 


et 


x = i±V^^,-^  = l±y'-i=z 


, _ 5 ± 1/  — 7 

3 


Ce  sont  les  deux  racines  en  question , mais  elles  sont  imagi- 
naires. 


74i.  C’est  par  hasard,  comme  nous  l’avons  remarqué,  qu’on 
a pu , dans  l’exemple  précédent,  extraire  la  racine  cubique  des 
binômes  trouvés, et  ce  cas  n’a  lieu  que  lorsque  l’équation  â une 
racine  rationnelle,  et  alors  on  emploie  avec  plus  de  facilité, 
pour  trouver  cette  racine , les  règles  du  Chapitre  précédent. 
Mais  quand  l’equation  ne  comporte  pas  une  telle  racine,  ou 
quand  elle  est  irrationnelle , il  n’est  pas  possible  d’exprimer 
cette  racine  par  une  formule  plus  simple  que  la  précédente , 
desorte  qu’elle  ne  peut  être  réduite.  Par  exemple  j d4ns 
l’équation 

X*  = Gx  + 4, 

on  a 

/■=  G,  s=4-, 

desorte  que 


X = 


3 » ■.*«  3 J 

V^a-f-aj/ — i + V^a  — a — i. 


formule  qui  ne  peut  se  siinpllfièr. 
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CHAPITRE  XIII. 

De  la  résolution  des  Equations  du  quatrième 

degré. 

haute  puissance  de  la  quantité  x,' 
monte  au  quatrième  degré  , on  a des  équations  du  quatrième 
degré , et  la  formule  générale  en  est 

+ 03?  + bxx  + ex  + «f  = o. 

Nous  considérerons,  en  premier  lieu,  les  équations  du  qua- 
trième degré , pures , dont  la  formule  est  simplement  < 


et  dont  on  trouve  aussitôt  la  racine  en  prenant  de  part  et  d’autre 
la  racine  bi-quarrée  , puisqu’on  obtient 

x = ]/f 

743.  Comme  a?  est  le  quarré  de  xx,  on  facilite  beaucoup 
le  calcul,  en  commençant  par  extraire  la  racine  quarrée  ; car 
alors  on  a 

XX  = ]//, 

et  prenant  ensuite  de  nouveau  la  racinée  quarrée^  on  a 
xxzi/y'f; 

desorte  que  1/ /"n’est  autre  chose  que  la  racine  quarrée  de  la 
racine  quarrée  de  f. 


! 
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Si  on  avait , par  exemple , l’équation 

ar^=a4oi  ; 

•n  aurait  d’abord  xx  = 4d>  pui»  a;  = 7. 

744-  Il  est  vrai  que  voilà  seulement  une  racine , et  cependant 
puisqu’on  trouve  toujours  trois  racines  cubiques , il  n’est  pas 
donteux  que  quatre  racines  ne  doivent  avoir  lieu  ici  ; mais  re- 
marquons que  la  méthode  indiquée  ne  laisse  pas  de  donner  en 
elTet  tes  quatre  racines.  Car  , dans  l’exemple  ci-dessus,  on  a 
non-seulement  xx  — 49  > aussi  xx  = — 49  > or  la  pre- 

mière valeur  donne  les  deux  racines 

ar  = 7,  x=— 7, 
et  la  seconde  valeur  donne 


x=  t/  — 49  = 7 l/— 1, 
et 

x = — J/  — 4q=  — 7 |/—i. 

Telles  sont  les  quatre  racines  quatrièmes  de  9401.  H en  serait 
de  même  à l’égard  d’autres  nombres. 

745.  Après  ces  équations  pures , viennent  dans  l’ordre  celles 
où  le  second  et  le  quatrième  terme  manquent , et  qui  ont  la 
forme 

x^  + fxx  g-  = O. 

t 

Elles  sont  résolubles  à la  manière  des  équations  du  second 
degré  ; car  si  l’on  fait 


s 
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d'où  l’on  tire  * 

‘ y=-\f^Vkff-ë= ; 

or  XX  =.y  ; ainsi 

~f±vy^ 


*=±y/: 


où  les  signes  doubles  ± indiquent  toutes  les  quatre  racines. 


7^G.  Mais  si  l’équation  contient  tous  les  termes  possibles , 
on  peut  toujours  la  regarder  comme  le  produit  de  quatre 
facteurs.  En  effet , si  l’on  multiplie  entr’eux  ces  quatre  fac- 
teurs , (x  — P ) (x  — q')  ix — r)  (x  — f),on  trouve  le  pro- 
duit x‘  — (p+‘7+''+/)  + ipq+pr+pf+qr+qf+rf)  xx 

^ ipqr+pqf  + P^f qrf)  x pqrf , et  cette  formule  ne 
peut  devenir  égale  à o,  que  lorsqu’un  de  ces  quatre  facteurs 
est  = O.  Or  cela  peut  arriver  de  quatre  manières  : i°.  par 
x=p;  a®,  par  x=q;  3°.  parx=r  •,  4°-  parx=  f\  et  ce  sont 
là  parconséquent  les  quatre  racines  de  l’équation. 


747.  Si  nous  considérons  cette  formple  avec  quelque  atten- 
tion, nous  remarquons,  dans  le  second  terme,  la  somme  des 
quatre  racines , multipliée  par  — x^  -,  dans  le  troisième  terme , 
la  somme  de  tous  les  produits  possibles  de  deux  racines,  mul- 
tipliée par  jçx  -,  dans  le  quatrième  terme  , la  somme  des  pro- 
duits des  racines  multipliées  trois  à trois,  multipliéç  par  — x; 
eniin  dans  le  cinquième  terme , le  produit  des  quatre  racines. 

748.  Comme  le  dernier  terme  contient  le  produit  de  toutes 
I les  racines  , il  est  clair  qu’une  telle  équation  du  quatrième 

d«gré  ne  peut  avoir  une  racine  rationnelle  qui  ne  soit  en  même 
temps  un  diviseur  du  dernier  terme.  Ce  principe  fournit  donc 
un  moyen  facile  de  découvrir  toutes  les  racines  rationnelles  , 
lorsqu’il  y en  a ; puisqu’on  n’a  qu’à  substituer  successivernent 
à X tous  les  tjiyisenx?,  du,  dm;nmjç  terme  , ju^’4  çç  qu’on  en 
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troute  im  qn!  satisfasse  à l’éqnation  ; car  ayant  obtenu  une 
telle  racine,  par  exemple,  x=p,  on  divisera  l’équation  par 

X P , après  avoir  porté  tons  les  termes  du  même  côté , et 

Supposant  ie  quotient  = o , on  obtiendra  une  équation  du 
troisième  degré,  qu'on  pourra  résoudre  par  les  règles  don- 
nées ci-dessus. 

74g.  Or  il  est  absolument  nécessaire  pour  cela  que  tous 
les  termes  soient  des  nombres  entiers  , et  que  le  premier 
n’ait  que  l’unité  pour  coefficient  ; toutes  les  fois  donc  que 
quelques  termes  renferment  des  fractions  , il  faudra  com- 
mencer par  éliminer  ces  fractions,  et  c’est  ce  qu’on  peut  tou- 
jours faire  en  substituant , au  lieu  de  x,  la  quantité  y,  divisée 
par  un  nombre  qui  soit  le  produit  des  facteurs  premiers , pris 
chac»m  une  fois  , des  dénominateurs  de  ces  fractions. 

Par  exemple  , si  l’on  a l’équation 

— ix»-f  ; XX-f-îX-f-^=0. 


comme  on  y rencontre  des  fractions  qui  ont  pour  dénomina- 
teurs a , 3 et  des  puissances  de  ces  nombres , on  supposera 

et  on  aura 
b 


6+  6^ 


équation , qui  multipliée  par  devient 

, / — »Gfly-f-73  = o. 

Si  l’on  voulait  chercher  maintenant  si  cette  équation  a des 
racines  rationnelles , il  faudrait  écrire  à la  place  de_y  successi- 
vement les  diviseurs  de  7a , afin  de  voir  dans  quels  cas  la  for- 
mule se  réduirait  réellement  à o. 

760.  Mais  comme  les  racines  peuvent  être  aussi  bien  posi- 
tives que  négatives,  il  faudrait  avec  chaque  diviseur  faire  deux 

4 
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essais  , l’un  en  stipposant  ce  diviseur  positif , l’autre  en  le  re- 
gardant comme  négatif  ; cependant  une  nouvelle  remarque  en 
dispense  souvent.  Toutes  les  fois  que  les  signes  + et  — se  sui- 
vent régulièrement,  l’équation  a autant  de  racines  positives 
qu’il  y a de  cbangemens  dans  les  signes  et  autant  de  racines 
négatives  qu’il  y a de  répétitions  du  même  signe.  Or  notre 
exemple  contient  quatre  changemens  de  signes  et  aucune  suc- 
cession -,  ainsi  toutes  les  racines  sont  positives  , et  on  n’a  pas 
besoin  de  prendre  aucun  des  diviseurs  du  dernier  terme  en 
moins. 

•yoi.  Soit  donnée  l’équation 

+ 2X^  — JXX  — 8x  -f-  12  = O. 

Nous. voyons  ici  deux  changemens  de  signes,  mais  aussi 
deux  successions  ; d’où  nous  concluons  avec  certitude  , que 
cette  équation  contient  deux  racines  positives  et  autant  de  ra- 
cines négatives , qui  doivent  toutes  être  des  diviseurs  du  nom- 
bre 12.  Or  ces  diviseurs  sont  1,2,3,  4,6,  12;  qu’on  essaye 
donc  d’abord  x = + 1 , on  parviendra  réellement  à o ; donc 
une  des  racines  est  x = 1 . 

Si  l’on  fait  ensuite  x = — 1 , on  trouve 

-f-i  — 2 — 7-f-8-f-i2  = 2i  — 9=12; 

ainsi  x — — 1 n’est  pas  une  des  racines.  Qu’on  fasse  après 
cela  X = 2 , on  trouve  de  nouveau  la  formule  = o , et  par- 
conséquent,  pour  une  des  racines,  x = 2 ; mais  x = — 2 au 
contraire  ne  se  trouve  pas  être  une  racine.  Lorsqu’on  fait  ea- 
«uite  X = 3 , on  a 

81  +54  — 63  — 24+12—60, 

c’est-à-dire  que  cette  supposition  ne  satisfait  pas  ; au  lieu  que 
X = — 3 , donnant 

8t  — 54  — 63  + 24  + 13  o. 
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est  évidemment  une  des  racines  qu’on  cherche.  Enfin  , quand 
on  aura  essayé  x = — 4 1 verra  pareillement  l’équation  se 
réduire  à zéro  ; desorte  donc  que  toutes  les  quatre  racines 
sont  rationnelles , et  ont  les  valeurs  suivantes  : 

x—i,x  — z,  x = — 3,  X—  — 4» 

et  conformément  à la  règle  donnée  ci-dessus , deux  do  ces 
racines  sont  positives , et  les  deux  autres  sont  négatives. 

ySa.  Mais  aucune  racine  ne  pouvant  être  déterminée  par 
Cette  voie , lorsqu’elles  sont  toutes  irrationnelles , il  a fallu  songer 
à des  expédiens  pour  exprimer  les  racines  dans  ces  cas.  On 
a découvert  deux  routes  différentes  pour  parvenir  à la  con- 
naissance de  semblables  racines  , quelle  que  soit  la  nature  de 
l’équation  du  quatrième  degré. 

Il  sera  bon , avant  que  d’expliquer  ces  méthodes  générales 
que  nous  donnions  les  solutions  de  quelques  cas  particuliers  , 
lesquelles  peuvent  souvent  s’appliquer  très-utilement. 

753.  Lorsque  l’équation  est  telle  que  les  coefiiciens  des 
termes  se  suivent  de  la  même  manière , tant  dans  l’ordre  direct 
des  termes , que  dans  l’ordre  rétrograde  , comme  il  arrive  dans 
l’équation  suivante  : 

x^  -\-mx^  nxx  -f-  mx  i = o. 

ou  dans  cette  autre  équation  qui  est  plus  générale  : 

x«-f-  max^  + naaxx  -f-  ma^  X -f-a^=o. 

en  peut  toujours  en  regarder  le  premier  membre  comme  le  pro- 
duit de  deux  facteurs  qui  sont  des  formules  du  second  degré, 
et  qu’on  résout  facilement.  En  effet , qu’on  représente  cette 
dernière  équation  par  le  produit 

(xx  + pcix  -i-aa)  ( xx  -f  qax  aa')  — o , 

, où  il  s’agisse  de  détermiaer  p et  q de  manière  qu’on  obtieuae 
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la  proposée  : on  trouvera,  en  effectuant  la  multiplication 

a^+(P  + <7)«^+(P9  + 2)aaxx-f-(p  + <7)a’x  + a<  = o; 

et  pour  que  cette  équation  soit  la  même  que  la  précédente  ; il 
faut  1°.  que 

p + q = m, 

a®,  que 

pq  -\-a  = n , d’où  pq  z=  n — a.  ' 
Maintenant,  quarrant  la  première  de  ces  égalités , on  a 
PP  -f-  apq  -j-qq  ■St:  mm  ; 

si  on  soustrait  de  ceci  la  seconde  prise  quatre  fois , ou 

— 8 , 

il  reste 

PP  — apq  qq  = mm  — 

et  prenant  la  racine  quarrée  , on  trouve 

P — q = \/  mm  — 4'*  + 8- 
Or 

p-f  q = m, 

on  aura  donc  par  l'addition , 

/ y — -s-  m+\/mm — 4«  + 8 

apszm-j-  y mm  — 4n  + 8 , ou  p = — — ; 

et  par  la  soustraction  , 

../ ; — r-K  — \/ mm  — -f- 8 

aq  SS  m — y mm  — 4”  + 8,  on  qr=  -■■■  ^ — — , 

Ayant  ainsi  trouvé  p et  q , on  n’a  plus  qu’à  supposer  chaque 
Acteur  = O ; afin  de  déterminer  les  valeurs  de  x : le  premim: 
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donne 

XX  -f-  pax  --f"  CM*  =c  O , d’où  xx  = — pax  — aa , 
d’où  l’on  tirç 

le  second  facteur  donne 

x = — ^±.ia  V'qg~^4v 

et  ce  sont  là  quatre  racines  de  l’équation  proposée. 

754-  Pour  rendre  la  chose  plus  claire , soit  donnée  l’équation 

x^ — 4^  — — 4^  + 1 CO- 

NÇUS avons  ici 

a=i.m=::  — 4>"  — ~“3î  ' 

parconséquent 

mm  — 4"  -4*  8 = 3G  , 

et  la  racine  quarrée  de  cette  quantité  = 6 ; donc 

— 4 ~l~  ^ ■ — 4 — 8 P 

de  là  résultent  les  quatre  racines 

x = -i±i  l/-3  = . 
x=  i±i\/ai 


— i±i/ — 3 
a ’ 
5 dr  ^ 31 


c’est-à-dire 


X 


— i-HV^  — 3 5+1/31  . 


x=  ■ 


— 1 — 1/  — 3 5— i/ai 

X = , X = . 

a a 
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Les  deux  preuiières  de  ces  racines  sont  imaginaires  ou  impos- 
sibles ; mais  les  deux  dernières  sont  possibles  ; puisqu’on  peut 
indiquer  {/  si  aussi  exactement  qu’on  le  souhaite,  en  expri- 
mant cette  racine  par  des  fractions  décimales.  En  effet , s r étant 
autant  que  si,oooooooo,  on  n’a  qu’à  tirer  la  racine  quarrée 
par  les  règles  données , et  on  trouvera  que  ^si  =4)^825  ; la 
troisième  racine  approche  d’assez  près  x =4.7912,  et  la  qua- 
trième, X = 0,3087  ; et  il  eût  été  facile  de  les  déterminer 
avec  encore  plus  de  précision. 

Remarquons  que  la  quatrième  racine  étant  à très-peu  près 
ou  ÿ,  cette  valeur  satisfera  déjà  assez  exactement  à l’équa- 
tion ; en  effet , si  l’on  fait  x = | , on  trouve 


4 

iji  15 


f + 1 = ^5  ; 


on  aurait  dû  trouver  o -,  mais  la  différence  , comme  on  vçit, 
n’est  pas  grande. 

y55.  Le  second  cas  où  une  résolution  semblable  a lieu , est 
le  même  que  le  premier  quant  aux  coeHlciens , mais  il  en  diffère 
dans  les  signes  ; car  nous  supposerons  que  le  second  et  le  qua- 
trième termes  aient  des  signes  différens  ; une  telle  équation 
est  donc,  par  exemple  , 

x^  -f-  max^  -f-  naaxx  — mo^  x -f-  = o , 

qui  peut  être  représentée  par  le  produit , 

(xx  pax  — aa ) ( xx  -f-  qax  — cc  )=ro. 

En  effet  la  multiplication  de  ces  facteurs  donne 

(p  + q) oa^-f-Cpq  — 2) aoxx  — (p -|-q)a*X-}-ûd, 

quantité  qui  est  égale  à la  formule  proposée , si  on  suppose  en 
premier  lieu 

p-f-q  = m, 

et  en  second  lieu 

pq  — a — n , d’où  pqzzzn.'^-  a 
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parceque  de  cette  façon  les  quatrièmes  tenues  deviennent 
égaux  d’eux-mêmes.  Qu’on  quarre  ^ comme  ci-dessus,  la 
première  équation , on  aura 

PP  + zpq  + qq  = Tnm  ; 

qu’on  soustraye  de  celle-ci  la  seconde  prise  quatre  fois , on 

4^q=4rt  + 8, 
il  restera  > 

PP  — spq  4-  qq  = mm  — 4'»  — 8 ; 
la  racine  quarrée  est 

p—q-=z  mm — 4" — 8, 
et  de  là  on  obtient 

m+l/mm — 4”  — 8 m — \/ mm — 4'*  — 8 


Ayant  donc  trouvé  p et  q , on  connaîtra  par  le  premier  facteur 
les  deux  racines 

x=z—\pa±'-a  V^pp  + 4, 
et  par  le  second  facteur  les  deux  racines 

X = — i qa  ± 1 a v/qq+lT 


c’est-à-dire  qu’on  aura  les  quatre  racines  de  l’équation  pro- 
posée. 

y56.  Soit  donnée  l’équation 

3.ax*-f-3.8+  i6  =:  o , 


nous  avons 
ainsi 


a — a,  771  = — 3,  n = o; 
l/  mm  — 4”  — 8 = 1 J 
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et  parconséqocnf 


Donc  les  deux  premières  racines  sont 

X = 1 5, 

et  les  deux  dernières  sont 

X ^ 2 di  t/  8 ; 

donc  les  quatre  racines  cherchées  seront  : 

x=i  — V' 5 , X=2-f-^8,  x = 2 — \/i. 

et  les  quatre  facteurs  de  notre  équation  ^ 

(x  — 1 — \/  5)  (x — 1+|/  5)  (x  — 3 — ys)  i^-^a+yS), 

dont  la  multiplication  effective  produit  réellement  la  propo- 
sée ; car  les  deux  premiers  étant  multipliés  entf’eilx  , don- 
nent XX  - 2x  — 4 > deux  autres  donnent  -tJi;  — /fr  — 4 î' 

or  ces  deux  produits  multipliés  pareillement  l’un  par  l’autre  , 
font  X*  — 6x^  -f-  24x  + i6  , ce  qui  est  précisément  l’équation 
donnée. 
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CHAPITRE  XIV. 

De  la  Règle  de  Bombelzi  , pour  réduire  la 
résolution  des  Équations  du  quatrième  degré  à 
celle  des  Équations  du  troisième  degré. 

757.  N DUS  avons  fait  voir  plus  haut,  comment  on  résout, 
par  la  règle  de  Cardan , les  équations  du  troisième  degré  ; 
ainsi  tout  consiste  principalement , pour  les  équations  du  qua- 
trième, à en  réduire  la  résolution  à Celle  des  équations  du  troi-  , 
sième.  En  effet  il  n’est  pas  possible  de  résoudre  généralement 
les  équations  du  quatrième  degré  sans  le  secours  de  celles 
du  troisième  , puisqu’ayaot  déterminé'  une-. des  racines , les 
autres  dépendent  d’une  équation  du  troisième  degré.  Et  on 
peut  conclure  de  là  qu’aussi  les  équations  dé  dîmeHMOUf 
plus  hautes , présupposent  la  résolution  de  toutes  les  équar'  ■ 
tions  des  degrés  inferieurs. 

\ 

768.  Or  il  y a déjà  quelques  siècles  qu’un  Italien  , nommÿ' 
Bombelli , a donné  une  règle  pour  cela  ; c’est  celle  que  nour- 
nous  proposons  d’expliquer  dans  ce  Chapitre. 

Soit  donnée  l’équation  généralie  dU- quatrième  dfegré,. 

x*-j-  + ixx  -f-  cX  + d=o , 

où  les  lettres-a,  i,  c,  signifient  tous  les  nombres  imagina- 
bles. Qu’on  suppose  maintenant  que  cette  équation  soit  la 
même  que>  celle-ci., 

( XX ^ aa  H<- P ) * — ( q X -f- r )*  = O ; 
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où  il  s’agisse  de  déterminer  les  lettres  p,  <j  et  r , de  manière 
qu'on  obtienne  l’équation  proposée.  Si  on  ordonne  la  nouvelle 
équation  suivant  les  puissances  de  x,  on  aura 

X*  + ax®  -f-  “ aaxx  + opx  -f-  pp  = o 
-f-  apxx  — aqrx — rr 
— qqxx. 

Or  les  deux  premiers  termes  sont  ici  déjà  les  mêmes  que  dans 
l’équation  donnée  ; le  troisième  terme  exige  qu’on  fasse 

^ca  + 2p  — q<7  = ô, 

ce  qui  donne 

qq—\  aa-\-2p—b-, 
le  quatrième  terme  indique  qu’on  doit  faire 

ap  — aqr  = c , ou  aqr  = ap—c  ; 
enEn  on  a pour  le  dernier  terme 

PP — rr=d,  ou  rr=pp  — d. 

Voilà  donc  trois  équations  qui  doivent  donner  les  valeurs  de 
p,  q et  r. 

ySq.  La  manière  la  plus  facile  de  le*  résoudre  est  la 
Buivante  ; qu’on  prenne  la  première  équation  quatre  fois , on 
aura 

4qq=aa  + Sp  — 4b; 

s 

cette  équation  multipliée  par  la  dernière  , 
rr=i=pp  — d, 

donne 

\ 

^qqrr  — 8p^  -f"  (,oa ')  pp  — 8dp  ■ — d (on  — 4^). 

Si  de  plus  on  quarre  la  seconde  écjuation , on  aura 
4qqrr  ==  aapp  -r  s^ocp  -J-  cc. 

Ainsi 
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Ainsi  nous  avons  pour  /^qqrr  deux  valeurs  qu’on  peut  égaler 
entr’elles,  ce  qui  fournit  l’équation 

{aa  — 4^) PP  — Sdp — dÇaa — 4^)=aapp — aùcp-j-cc  ^ 

ou , en  portant  tous  les  termes  d’un  même  côté , 

8p*  — 4^pp  + (aac — 8d)  p-^aad  -f  ^d  — cc  = o, 

équation  du  troisième  degré  , qui  donnera  toujours  la  valeur 
de  P par  les  règles  exposées  plus  haut. 

7G0.  Ayant  donc  déterminé  les  trois  valeurs  de  ppar  les  don- 
nées a,  b,  c,  d,  ce  qui  ne  demande  que  d’avoir  trouvé  une 
seule  de  ces  valeurs , on  aura  aussi  les  valeurs  des  deux  autres 
lettres  q et  r ; car  la  première  équation  donnera 

q = \/f-aa-\-ap  — b^ 

•t  la  seconde  donne 

ap  — c 

r=— . 

aq 

Or  ces  trois  valeurs  étant  déterminées  pour  chaque  cas  donné , 
voici  comment  on  pourra  trouver  enfin  les  quatre  racines  de 
l’équation  proposée  : 

Cette  équation  ayant  été  réduite  à la  forme 

(xx-f-i  ox  -f-p)*- — (qx  -f-r)*  = O, 

on  aura 

(xx  + îor-f  p)‘  = (qx-f  r)“, 
et  en  tirant  la  racine , y 


XX  + {ax  + ps=qx-j-r, 

ou  bien 

XX -f- î ox  4- P = q*  •*”  f • 


La  première  équation  donne 


D4 
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xx=z(_q  — ^a)x  — p + r, 

d’où  l’on  peut  déduire  deux  racines  ; et  la  seconde  équation  i 
laquelle  on  peut  donner  la  forme 


xx=—{q+\a)x  — p^r, 

fournira  les  deux  autres  racines. 

761.  Eclaircissons  cette  règle  par  un  exemple,  et  lupposon» 
donnée  l’équadon 

x^ — iOûc*  + 35xr  — 5ox-4>s4  = o* 

Si  nous  la  comparons  avec  notre  formule  générale  , nous  avons 

c = — 10,  b = 55,  c=  — 5Q,d=34, 

et  parconséquent  l’équation  qui  doit  donner  la  valeur  de  p , est 

8p*  — i4°PP  + 8o8p  — 1 540  = O , 
ou 

afp  — 55pp  -f-  aoap  — 385  = o. 

Les  diviseurs  du  dernier  terme  sont  i , 5,7,  i x , etc.  Le  pre- 
mier 1 ne  satisfait  pas  ; mais  en  faisant  p = 5 , on  trouve 

, a5o  — 8754-1010  — 385  = 0, 

ensorte  que  p = 5.  Si  on  suppose  de  plus  p = 7 , on  trouve 

686  — i7i5-{-  l4'4 — 385=0, 


donc  p~7  est  la  seconde  racine.  Il  reste  à trouver  la  troisième 
racine  : qu’on  divise  l’équation  par  2 , pour  avoir 

p"  — TPp-f-iOip  — 4^=0, 

et  qu’on  considère  qim  le  coeilicient  du  second  terme,  ou  ~ , 
étant  la  somme  de  toutes  les  trois  racines,  et  les  deux  première» 
faisant  ensemble  la,  la  troisième  doit  nécessairement  être 


I 
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Nous  connaissons  parconséquent  les  trois  racines  en  question. 
Mais  remarquons  qu’une  seule  eût  sufli , parceque  chacune 
donne  également  les  quatre  racines  de  notre  équation  du  qua- 
trième degré. 

7S2.  Pour  le  prouver , soit  d’abord  p = 5 , nous  aurons 


et 


q = v/a5  4*  10  — S5  = O , 
— 5o  -f  5o  O 


Or  rien  n’étant  déterminé  par  là,  prenons  la  troisième  équation 
rr=pp  — d = a5  — 24=1  , 

desorte  que  r = t ; nos  deux  équations  du  second  degré  seront  ; 
1°.  xx  = 5jc  — 4»  2°.  xx=5x  — 6. 

La  première  donne  les  deux  racines 


x=l±y  I , ou  X : 


5±3 


c’est-à-dire 


X = 4 et  X = I . 
La  seconde  équation  donne 

5 d:  1 


c’est-à-dire , 


X = 3 et  X = 2. 

Mais  supposons  maintenant  p = 7 , nous  aurons 

^=^735  4-14  — 35  = 2,  r=— 2£dl^=  — 5, 

4 

d’où  résultent  les  deux  équations  du  second  degré , 

1°.  XX  = 7x  — 1 2 ; 2“.  XX  = 3x  — 3 : 
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, 7 zizi  , 


ainsi 


x = 4 etx=»3; 
la  seconde  fournit  la  racine 


et  parconséquent 


Z±i 

x=i±l/i  = -— , 


jp  = 3 , et  X = 1 ; 


desorte  que  par  cette  seconde  supposition  on  trouve  les  même» 
quatre  racines  que  par  la  première. 

Enfin  les  mêmes  racines  se  trouvent  par  la  troisième  valeur 
Car  on  a dans  ce  cas 


ç = — 35  = 1, 


— 55  + 5o 

r = 


et  par  là  les  deux  équations  du  second  degré  ; 

i“. xx  = 6x  — 8;  3°.  xx  = 4*—3- 
On  tire  de  la  première , 


c’est-à-dire , 
et  de  la  seconde , 


x = 3 ±;  1/ 1, 

X = 4 et  X = a ; 


x = adb  v^i, 

c’est-à-dire, 

x = 3 etx  = i, 

ce  qui  forme  encore  les  quatre  racines  trouvées  ci-dessus. 
763.  Soit  proposée  cette  autre  équation , 

8C^— i6x  — ia  = Oji 

dans  laquelle 
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a — O,  b = o,  c = —i6,  d~-—ia. 

Notre  équation  du  troisième  degré  sera , 

8p^ -f- g6p  — s56  = O , oup^+ isp  — 3a=:o, 

et  on  peut  rendre  cette  équation  encore  plus  simple , en  fai- 
sant P = St  ; car  on  a alors 

8t*-f-s4t  — 3s  = o,  ou  t^  + 3t  — 4 = o- 

Les  diviseurs  du  dernier  terme  sont  i , s,  4-  racines 

se  trouve  être  t=i  ; donc 

p=s,  q={/4  = a,  r=^  = 4- 

Parconséquent  les  deux  équations  du  second  degré  sont 
XX  = sa;  -f-  3 , et  xx  = — sa:  — G , et  elles  fournissent  les 
racines 

x=i±|/3,  x = — i — y'  — 5. 

764-  Nous  tâcherons  de  rendre  encore  plus  familière  la  réso- 
lution dont  nous  parlons  , en  la  répétant  toute  entière  dans 
l’exemple  suivant  : 

On  a l'équation 

X*  — Gi^-f-i3a:a;  — iax-f-4  = o, 

' qui  doit  être  contenue  dans  la  formule 

(xx  — 3x-f-p)® — (çx ry  = o, 

dans  la  première  partie  de  laquelle  on  a mis  — 3x , parceqne 
— 3 est  la  moitié  du  coefficient  — 6 du  second  terme  de  l’équa- 
tion proposée.  Cette  formule  étant  développée , donne  ’ 

x4  — 6a;® -H  ( sp  H- 9 — qq  ) XX  — ( 6p -I- sqr  ) X -f-pp— rr = O, 

à comparer  avec  notre  équation  , et  il  en  résulte  les  égalités 

3 
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mivantes  : 

1°.  ap  + g — <79  = 13,  a*.  6p+aqr:^i2,  3'.  pp — rr=4' 
La  première  donne, 

qq^ap  — 5 ; 

la  seconde , 


a<7r=i3  — 6p,  ou<7r=:G  — 3p; 


la  troisième, 

rr=pp—4. 

Multipliant  rr  par  qq , on  a 

qqrr  — ap^  — Spp  — 8p  + ia; 
ftt  d’un  autre  côté,  si  on  quarre  ta  valeur  de  qr,  on  a 
qqrr=^5G  — 3Gp  + ^>p  ; 
ainsi  nous  avons  l’équation 

flp3  — 3pp— 8p+i2  = 9pp  — 3Gp+3G, 


ou 

ou 


ap^  — lapp  4"  ®8p  — 24= O , 

p3  — Çpp  -f.  i4p  — la  = O , 


dont  une  des  racines  est  p~a\  et  il  suit  de  laque  qq — 1,9  — ! 
tt  qr  = r—  Q.  Donc  notre  équation  sera 


( XX  — 3x  + a )*  = XX , 
et  elle  atura  pour  racine  quarrée 

XX  3x -4  3 = 'H  X. 

Si  on  adtqite  le  signe  supérieur , on  a 
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XX  = 4^  — 3 ; 

et  en  admettant  le  signe  inférieur , on  obtient 

XX==3X— *•3, 

d’où  se  tirent  les  quatre  racines 

x = adzl/a,  x — i:lzl/—ï. 


/ 


4 
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CHAPITRE  XV. 

D'une  nouvelle  méthode  de  résoudre  les  Equations 
du  quatrième  degré. 


^GS.IN^Oüs  avons  vu  comment,  par  la  règle  de  Bombelli , 
on  résout  les  équations  du  quatrième  degré  par  le  moyen  d'une 
équation  du  troisième  degré  ; mais  on  a trouvé  , depuis  l’in- 
vention de  cette  règle , une  autre  voie  pour  parvenir  à cette 
résolution  ; et  comme  cette  méthode  est  tout-à-fait  différente 
/ de  la  première,  elle  mérite  d’être  expliquée  séparément. 

766.  On  suppose  que  la  racine  d’une  équation  du  quatiième 
degré,  soit  de  la  forme 

x=i/p-f-  Vq+  Vr, 

où  les  lettres  p , q , r signifient  les  radnes  d’une  équation  du 
troisième  degré , 

Z? — fzz  •+■  gz  — A =0  ; 

ensorte  que 

p-hq  + r—f,  pq+pr+qr  = g,  pqr=A.. 

Cela  posé , on  quarre  la  formule  adoptée , 

® = l^q+  f/r, 

et  on  a 

xx  = p -i-q  r-j~a  ]/  pq  +u  1/ pr -j- a y"  qr , 
et  puisque 

P -f  q -f-  r =/ , 
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XX  —f  a y' pg-f- a y'  pr-f- a y ifr; 
on  prend  de  nouveau  les  quarrés,  et  on  trouve 

x*-~afxx+^=i:4pg+4pr-t-/(gr+8l/ppgr+8  i/pqgr+8  ypgrr: 
Or 

4p<}  + 4pr+4(}r=4g\ 

ainsi  l’équation  devient 

x*—afxx-\-ff—4g=8  x/pgr.i]/ p-\-  V^r); 

mais 

yp+y  q+Vr~x, 
et 

pgr  -Xi  h , d’où  y pgr  = y h- 
donc  on  parvient  à l’équation  du  quatrième  degré 
X*  — afxx  — 8x  y h-\-ff — 4g=o, 
dont  une  des  racines  est  sûrement 

^=]/p+  Wq  + Vr, 

et  où  p,  q t.X.1  sont  les  racines  de  l’équation  du  troisième  degré, 
— fzz  -f-  gz  — h = o. 

767.  L’équation  du  quatrième  degré , à laquelle  nous  sommes 
parvenus  , peut  être  regardée  comme  générale  , quoique  le 
second  terme  xP  y manque  ; car  nous  ferons  voir  plus  bas 
qu’une  équation  complète  quelconque  peut  être  transformée 
en  une  autre  où  le  second  terme  ne  se  trouve  plus. 

Soit  donc  proposée  l’équation. 

X*  — axx  — bx  — c = O , 

pour  en  déterminer  une  racine.  Nous  la  comparerons  avec  la 
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formule  trouyée,  alla  de  parvenir  aux  valeurs  de  f,  g,  et  A ; 

il  faut,  1°.  que 

a/— a.  <i’où/=2; 

fl®,  que  ' 

8 l/A  = A,  d’où  A = ^; 

- 

3®.  que 

ff—4g  — —.c>  d’où  ^ — 4g  + c = o,  ouiao  + c=:4^; 
parconséquent  que 

g=TSaa  + lc. 

7G8.  Puis  donc  que  l’équation 

— axx—  bx  — c = O , 

donne  les  valeurs  des  lettres  f,  g et  h,  àe  manière  que 
f=\a,  g = îVaa  + ïO,  h = ^bb,  ou  y'h=jb, 
en  formera  de  ces  valeurs  l’équation  du  troisième  degré 
— fzz  -f-  gz  — A = O, 

pour  en  chercher  les  trois  racines  par  la  règle  connue.  Et  ri 
l’on  suppose  ces  racines  , 

1®.  z=p , 2®.  z=q,  3®.  a=r  ; 

îl  faut  qu’une  des  racines  de  notre  équation  du  quatrième  degré 
toit 

x=\/p+y’q-\‘y'r. 

7G9.  n semble  d’abord  que  cette  méthode  ne  fournit  qu’une 
seule  des  racines  de  l’équation  proposée  ; mais  si  on  réfléchit 
que  chaque  signe  y'  peut  être  pris,  tant  négativement  que  po- 
sitivement , oa  sentira  sur-le-champ  que  cette  formule  contient 
même  toutes  les  quatre  racines. 
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n y a plus,  si  on  voulait  admettre  tous  les  changemens  pos- 
sibles des  signes,  on  aurait  huit  valeurs  difFérentes  pour  x,  et 
cependant  quatre  seulement  peuvent  avoir  lieu.  Mais  remar- 
quons que  le  produit  de  ces  trois  termes,  qui  est  1/ pqr,  doit 
être  égal  à 1/  ^ j 6 , et  que  si  î é est  positif,  le  produit  des 
termes  \/p,  y q et  r,  doit  pareillement  être  positif,  de- 
sorte  que  les  variations  admissibles  se  réduisent  aux  quatre  qui 
suivent  : 

i”.  x=  l/p+Vq—Vr, 

a*.  x=  yp—yq—i/r, 

3’.  x=z-\/p-i-y'q—y'r, 

4“.  or=—  V P—  \/q+]/r. 

De  même , quand  | b est  négatif,  on  a simplement  les  quatre 
valeurs  de  x qui  suivent  : 

i«,  x=  Vp+Vq—Vr, 

a*.  x=  y'p  — y'q+y’r, 

3*.  x=—]/p+\/q  + y'r, 

4°.  x=—]/p—  Vq—  v/r. 

Cette  remarque  nous  met  en  état  de  déterminer  les  quatre 
racines  dans  tous  les  cas  •,  l’exemple  suivant  le  fera  voir. 

770.  Soit  proposée  l’équatien  du  quatrième  degré 
— aSorx  + Gox — 3S  = O , 

dans  laquelle  le  second  terme  manque.  Si  nous  la  comparons 
avec  la  formule  générale , nous  avons 

a=a5,  — 60  et  c=36, 

et  après  cela 

— T>  g=TT-r9 Ttf 

tnoyennant  quoi  notre  équation  dit  troisième  degré  devient 
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Pour  chasser  d'abord  les  firactioos , faisons  z = 
aurons 


U 

4’ 


u’  a5  U*  7S9  li  „s 


nous 


et  en  multipliant  par  le  plus  grand  dénominateur, 


it* — 5ouii  -f-  769U  — 36oo  = O. 


n faut  déterminer  les  trois  racines  de  cette  équation  ; elles  se 
trouvent  toutes  trois  positives;  l'une  d'elles  est  it=g,  et  en 
divisant  l'équation  par  u — 9 , on  trouve  la  nouvelle  équation 

uu — = ou  uu=4iu  — 4°o» 
qui  donne 

U 1 / « tf » ■ ■ <<00  — , 

» V 4-  4 „ » 


desorte  que  les  trois  racines  sont 


u=9,  u=iS,  u = a5. 

■t 

Parconséquent, 


1».  z = |,  a".  z=4,  3».  z = ii. 

Telles  sont  donc  les  valeurs  des  lettres  p,  q et  r,  c’est-à- 
dire  que 

P = f,  7 = 4,  »-=V* 

Maintenant  si  nous  faisons  attention  que 


y'pqr=\/h=:—'-i , 

et  qu’ainsi  cette  valeur  ==  j i est  négative , il  nous  faudra , pour 
nous  conformer  à ce  qui  a été  dit  à l'égard  des  signes  des  ra- 
cines i/p,  i/q  et  ]/r,  prendre  tous  ces  trois  radicaux  en  moins, 
ou  n'en  prendre  qu'un  seul  en  moins,  et  parconséquent  comme 
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Vp=\,  l/<7  = a,  Vt=\, 

les  quatre  racinea  de  l’équation  proposée  se  trouvent  être^ 

1°.  x=  i + a — 1=  I, 
a°.  X—  -t  — 2+1=  a, 

3».  x=^|  + fl+i=  3, 

4’.  x= — I — a — 1=  — G, 


De  ces  racines  résultent  les  quatre  facteurs 

(x  — 1 ) (x — a)  (x— “3)  (x  + 6)=o. 


Les  deux  premiers  multipliés  ensemble,  donnent  xx—Sx-fa; 
le  produit  des  deux  derniers  estxx  + 3x — 18,  et  en  multi- 
pliant ces  deux  produits  l’un  par  l’autre , on  trouve  exactement 
l’équation  proposée. 

771 . Il  nous  reste  à faire  voir  comment  une  équation  du  qua- 
trième degré,  dans  laquelle  le  second  terme  se  trouve,  peut 
être  transformée  en  une  autre  où  ce  terme  manque.  Nous  don- 
nerons pour  cet  effet  la  règle  suivante. 

Soit  proposée  l’équation  générale 


Qu’on  ajoute  ky  la  quatrième  partie  du  coelEcient  du  second 
terme , ou  bien  ^a,  et  qu’on  écrive  à la  place  de  la  somme  une 
nouvelle  lettre  x,  de  façon  que 


^ + Aa=x, 

et  parconséquent 

y=x— Jo; 

en  aura 

yy=:xx—\ax+ijaa, 

y>=x*--|tMrx+'Àeax— jia*, 
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et  enfin  ce  qui  suit  : 

yi  cx^+j-aaxx  — 

-f.ay=  4-ax^— ’narx+^a^x — ^ cfi 
-|-  byy  ■=  + bxx  — ^ abx  -f-  57  aab 

-)-cy  = -+-  ex  — 4 

+ d = + d 

la  transformée  en  x sera  donc 

x^+  O — Janxx+ jû^x—rjsû*  ^ 

+ bxx  — -i  abx+  aab\ 

-f-  ex  — i t 

+ d ) 

On  a donc  à présent  une  équation  dans  laquelle  le  second 
terme  manque , et  à laquelle  rien  n’empêche  d’appliquer  la 
règle  donnée.  Après  quoi  ces  valeurs  de  x étant  trouvées , on 
déterminera  facilement  celles  dej',  puisque^^x  — ^a. 

77a.  Voilà  où  on  est  parvenu  jusqu’à  présent  dans  la  résolu- 
tion des  équations  algébriques;  c’est  inutilement  qu’on  s’est 
donné  beaucoup  de  peines  pour  résoudre  de  la  même  manière 
les  équations  du  cinquième  degré  et  des  degrés  plus  éle- 
vés, ou  pour  les  réduire  dn  moins  à des  degrés  inférieurs; 
desorte  qu’on  n’est  pas  en  état  de  donner  des  règles  générales 
pour  trouver  les  racines  des  équations  qui  passent  le  quatrième 
degré. 

Tout  ce  qu’on  a eu  de  succès  ne  s’étend  qu’à  des  cas  très- 
particuliers  ; le  principal  de  ces  cas  est  celui  où  une  racine  ra- 
tionnelle a lieu  , car  on  la  trouve  facilement  par  la  méthode 
des  diviseurs,  ptareequ’on  sait  qu’une  telle  racine  doit  toujours 
être  facteur  du  dernier  terme.  Le  procédé , au  reste , est  le 
même  que  celui  que  nous  avons  enseigné  pour  les  équations  dn 
troisième  et  du  quatrième  degré. 

773.  Il  sera  cependant  nécessaire  d’appliquer  encore  la  règle 
de  Bombelli  à une  équation  qui  n’ait  point  de  racines  ra- 
tionnelles. 
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Soit  doutée  l'équation 

y— 8/+!^+^  — 8 = 0. 

Il  faudra  commencer  par  faire  disparaître  le  second  terme,  en 
ajoutant  le  quart  de  son  coefficient  ky  : donc 

y—a=zx, 

et  en  substituant  dans  l’équation , au  lieu  de  ^ sa  rtouTelle 
valeur  æ+3,  au  lieu  de_j^'  la  valeur  xx-)-4a?  + 4»  et  au  lieu 
de  y^  la  valeur  x^-f*8xx-|~i3x-{-8;  et  faisant  de  même  à 
l’égard  de  ^ , on  aura  ' 

= X* -{■  8x^  4*  ■+•  3ox 1 S 

— 8^*=  — 8x^ — ^iSxx  — flSx — S4 

4-i4xy=  +i4xx4-5Gx4-5S 

+ ^ = +4^4-8 

— 8 = — 8 

x^4_  O — .loxx — 4*4-  8=0. 

Cette  équation  étant  comparée  avec  notre  formule  générale  ; 
donne . 

a=io,  b=:4>  c=—8; 

A 

d'où  nous  concluons  que 

que  le  produit  Vpqr  sera  positif,  et  que  c’est  de  l’équation  du 
troisième  degré 

— 5m  4-^* — i — 0» 

. qu’il  faut  chercher  les  trois  racines  p,  q , r. 

774-  Faisons  d’abord  disparaître  i«»  fracdoi»,  «t  posons,  à 
cet  effet. 
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nous  aurons,  après  avoir  multiplié  par  8,  l'équation 

y?—  10UU+  \ju  — a = o, 

où  toutes  les  racines  sont  positives.  Or  les  diviseurs  du  dernier 
terme  sont  i et  a*,  si  nous  essayons  u=  i , nous  trouvons 

1 — lo-f-  17  — a = G ; 

ainsi  l’équation  ne  se  réduit  pas  à zéro;  mais  en  essayant 
u = a,  nous  trouvons 


8 — 40+34 — a=o. 


ce  qui  satisfait  à l’équation , et  donne  à connaître  que  u=% 
est  une  des  racines.  Les  deux  autres  se  trouveront  en  divisant 
par  U — a , le  quotient 


donne 
Et  puisque 


uu  — 8u+ 1 =0 
uu  = 8u — 1,  d’où  u=4— 
z = iu. 


les  trois  racines  de  l’équation  du  troisième  degré , sont 

4+p^i5  4 — 

z=p=i,  z=q  = , z = r=— . 


775.  Ayant  donc  déterminé  p ,q,r,  nous  avons  aussi  leurs 
racines  quarrées,  savoir: 

. V^8+ai/»5  . V^S  — av/i5 

Vp=i,  i/?=  ■ , — . v''-= 


Mais  nous  avons  vu  plus  haut  (S73 , 673),  que  la  racine 
quarrée  de  a±  p'i,  lorsqu’on  à la  condition 


aa  — 6 = c, 


a exprime 
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a — c 
a ’ 


ï/sr=|/'î^±|/' 

ainsi , comme  dans  notre  cas 

a=8 , ^'ô  = a^/^5, 
et  que  parconséquent 

A=6o , c=:a,  ^ 

nous  avons 

il^8  + a|/i5=v/5+V/3,  |/8— aV/i5=  p/S  — 

' Or  nous  avons  maintenant 

a a 

donc , puisque  nous  savons  aussi  que  le  produit  de  ces  quan- 
tités est  positif,  les  quatre  valeurs  de  x seront  celles-ci  ; 

ar=  ]/p+  J/Ç+  i/r=  i + 

Enfin , comme  nous  avions 

i 

y=x  + a, 

les  quatre  racines  de  l’équation  proposée  sont  ' ' 

_y=3-fv'5,  j)'=i+l/3, 

y=Z—i/5,  y=» — 


£• 
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CHAPITRE  XVI. 

De  la.  résolution  des  Equations  par  approxima- 
tion. 


77G.  tiORSQOE  les  racines  d’une  équation  ne  sont  pas  ration- 
nelles , soit  qu’on  puisse  les  exprimer  par  des  quantités  radi- 
cales , soit  qu’on  n’ait  pas  même  cette  ressource , comme  il  ar- 
rive à l’égard  des  équations  qui  passent  le  quatrième  degré,  on 
est  réduit  à chercher  des  valeurs  approchées  des  racines , en 
subordonnant  cette  approximation  aux  besoins  de  la  question. 
On  a proposé  dilTérentes  méthodes  à cet  effet;  nous  allons  en 
détailler  les  principales. 

777.  Le  premier  moyen  dont  nous  parlerons , suppose  qu’on 
ait  déterminé  assez  exactement  la  valeur  d’une  racine.  Qu’on 
•ache,  par  exemple,  qu’une  telle  valeur  surpasse  4>  et  qu’elle 
est  plus  petite  que  5.  Dans  ce  ce  cas , si  Ton  suppose  cette  va- 
leur =4-|-p,  en  est  sîkr  que  p exprime  une  fraction.  Or  si  p 
«'si  nne  fraction  entre  zéro  et  l’unité , le  quarré  de  p , son  cube, 
et  en  général  toutes  les  puissances  plus  hautes  de  p , seront  en- 
core beaucoup  plus  petites  à l’égard  de  l’unité,  et  d’après  cela, 
puisqu’il  ne  s’agit  que  d’une  approximation , on  peut  les 
omettre  dans  le  calcul.  Quand  donc  on  aura  déterminé  à peu 
près  la  fraction  p,  on  connaîtra  déjà  ^us  exactement  la  racine 
4-|-p;  on  partira  de  là  pour  déterminer  une  nouvelle  valeur 
encore  plus  exacte,  et  on  continuera  de  la  même  manière  jus- 
qu’à ce  qu’on  ait  obtenu  l’approximation  requise. 

778.  Nous  éclaircirons  cette  méthode  d’abord  par  un  exemple 
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facile , en  cherchant  par  approximation  la  racine  de  l'écpiatioa 

XX  = 30. 

On  voit  ici  que  x est  plus  grand  que  4 et  plus  petit  que  5 } • 
en  conséquence  on  fera 

. ^=4-irF, 

•t  on  aura 

^ ®*=iG+ 8p+pp  = 3o  ; 

« 

mais  comme  pp  est  très-petit , on  négligera  ce  terme  et  ' 
restera  l'équation 

iG4-8p=ao,  d'où  8p—4’> 

» 

en  déduit  de  là 

x=4k, 

ce  qui  approche  déjà  beaucoup  plus  de  la  vérité.  Si  donc  on 
suppose  à présent 

a;=4f-fP> 

on  est  assuré  que  p signifie  une  fraction  encore  beaucoup  plus 
petite  qu’auparavant , et  qu’on  pourra  négliger  pp  à bien  plut 
forte  raison.  On  aunt  donc 

a:x  = aoi;--}-9P=ao,  ou  gp  = — .i, 

et  parconséquent 

P ~ — 'h> 

donc 

x=ï4i— 5^=4K- 

Que  si  l’on  voulait  approcher  encore  davantage  de  la  vraie 
valeur , on  ferait 

et  on  aurait 

fltJC  = 3®^’Ç7.+-8|4p  = 30-, 

a 
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ainsi 

8fîP=-nF?>  3a2p=-7îfir=— r<  » 


d ou  p— ■■  . J jTx  1119%* 


Donc 


/ 1 ■>  I / 447! 

X 4 } b 1 1 » y » T » 1 s y > ^ 


▼aleur  qui  approche  si  fort  de  la  vérité  qu’on  peut  avec  con- 
fiance regarder  l’erreur  comme  nulle. 

779.  Généralisons  ce  que  nous  venons  d’exposer.  En  suppo 
tant  que  l’équation  donnée  soit 


XX  ~ a , 


et  qu’on  sache  d’avance  que  a:  est  plus  grand  que  n,  mais  plu» 
petit  que  n 4- 1.  Si  après  cela  nous  supposons 

x=7»rfp, 


ensorte  que  p doive  être  une  fraction,  et  que  pp  puisse  se  négli- 
ger comme  une  quantité  très-petite , nous  aurons 


ainsi 


XX = nn -|- nnp = a ; 


anp—a—nn,  d’où  p= 


a — nn  , 
an  ’ 


parconséquent 


nn-{-  a 
an 


Or  si  71  approchait  déjà  de  la  racine  exacte , cette  nouvelle  va- 

Jedj  en  approchera  encore  plus.  Ainsi  en  la  substi- 

an 

tuant  à 71 , on  aura  un  résultat  plus  conforme  à la  vérité,  et 
on  continuera  à en  approcher  par  le  même  procédé. 

Soit,  par  exemple,  a = a,  c’est-à-dire  qu’on  demande  la 
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racine  quarrée  de  a ; si  on  connaît  déjà  une  valeur  assez  appro- 
chée , et  qu’on  l'exprime  par  n , on  aura  une  valeur  de  la 

1 I ■ - + 3 O . 

racine  encore  plus  approchante , expnmee  par  — — . Soit 
donc 


et  cette  dernière  valeur  est  tellement  voirine  de  ^a , que 
son  quarré  ne  diffère  du  nombre  a que  de  la  petite 

quantité  rjsVïs»  surpasse. 

780.  On  pourra  procéder  de  la  même  manière  quand  il  s’a- 
gira de  trouver  par  approximation  des  racines  cubiques,  quarré-i 
quarrées,  etc. 

Soit  donnée  l’équation  du  troisième  degré, 
x*  = a, 

* J 

et  qu’on  se  propose  de  trouver  la  valeur  de  y a.  Sachant  qu’elle 
est  à peu  près  n , on  supposera , 

x = n+p; 


et  omettant  pp  et  , on  aura  ■ 


ainsi 


donc 


X® = n* -f- 3nnp  = a ; 

a — n* 
3n«  ’ 


Znnp=a — d’où 


un^-f-a 

3nn 


Si  donc  n est  à peu  près  la  formule  que  l’oq  vient  de 

trouver  en  approchera  encore  beaucoup  plus.  Mais  pour  ob~ 
tenir  une  différence  encore  moindre , on  pourra  la  substituer 
à son  tour  à la  place  de  n,  et  ainsi  de  suite. 

3 
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x^î=a,  • ^ • ’ 

et  qu’on  veuille  déterminer  v^a.  Si  h approche  de  près  la 
nombre  cherché,  la  formule  ■ ■ exprimera  ce  nombre 

encore  plus  exactement,  qu'on  fasse  donc 


. 781.  On  emploie  cette  méthode  avec  le  même  succès  pour 
trouver  par  approximation  les  racines  de  toutes  les  équations. 

Supposons,  pour  mettre  la  chose  en  évidence,  qu’on  aitl’é»* 
quation  du  troisième  degré 

t 

of^-f-oxx  + ix  -f-c=o , 

” » 
où  n approche  déjà  beaucoup  d’une  des  racines.  Faisons 


x-=.n  — p, 

et  puisque  p sera  une  fraction , négligeant  les  puissances  de  oettft 
lettre,  plus  hautes  que  la  première,  nous  aurons 

xx~nn  — anp,  x^  = n? — 3npp, 


d’où  résulte  l’équation 

/ • I 

^5nnp-f-aw— annp+ùn  — ùp-f-c=:o, 
ou 

V + ann  + in  4"  c—'5nnp  -f-  2(mp  + ip=  (3nn  -^adn 


•ainsi 


n®  + onn 

3«n  + aan-j-b  ' 
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(n®  + on»-f-in-|'C\ *t?-\-ann  — c 

3nn  + 2cn-f*^  / 5nn-\-aan-\-b' 

Cette  valeur  qui  est  déjà  plus  exacte  que  la  première , étant 
substituée  à la  place  de  n,  en  fournira  une  nouvelle  encore 
plus  exacte. 


782.  Pour  appliquer  ce  procédé  à un  exemple^  prenons  l’é- 
quation 

ac*  + + 3x — 5o  = O , 

où 


a=xB,  i=3,  c=— 5o. 


. $i  n est  censé  une  première  approximation  de  l’une  des  racines» 
, la  valeur 

2n*-|-2nn-f-5o 

* 3/m-}- 4" 4* 3 * 


sera  une  approximation  plus  grande.  Or  la  valeur  *=5  n'é- 
tant pas  éloignée  de  la  véritable , nous  supposerons  re=3,  et 
nous  trouvons  Que  si  nous  écrivions  cette  nouvelle 

valeur  à la  place  de  n , nous  en  trouverions  une  autre  encore 
plus  exacte. 

783.  Nous  ne  donnerons  pour  les  équations  des  degrés  supé- 
rieurs au  troisième , que  l’exemple  suivant. 

Soit 

x*=6ar-f- lo,  ou  — Gx  — jo  = o: 


^ on  remarque  facilement  que  1 est  trop  petit  et  que  2 est  trop 
grand.  Or  si  x= n est  une  valeur  assex  voisine  de  la  véritable  » 
_ et  qu’on  fasse  . 

x — n+p. 


on  aura 


«é  rr:  /I®  -}-  Sn'^  , 

. «t  parcoBséquent 
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ou 

Sn^p — 6p  = 6n  -f-  10  — 

Donc 

6n  1 0 — 71® 
P — 5/t^— 6 ’ 

et 

4’7^-f-lO 

5„4_6" 

Qu'on  suppose 

77=  1 , 

on  aura 

cette  valeur  est  tout-à-fait  impropre , et  cela  vient  de  ce  que 
la  valeur  approchée  de  n était  de  beaucoup  trop  petite.  On 
fera  donc 


et  on  aura 


n=3, 

M» *2 

?♦  J7  » 


valeur  qui  s’écarte, beaucoup  moins  de  la  véritable.  Si  on  se 
donnait  la  peine  de  substituer  maintenant,  au  liau  de  n,  la 
fraction  , on  parviendrait  à une  valeur  encore  bien  plus 
exacte  de  la  racine  x. 

784.  Voilà  la  méthode  la  plus  ordinaire  pour  trouver  par 
approximation  les  racines  d’une  équation,  et  elle  s’applique  uti- 
lement dans  tous  les  cas. 

I Nous  allons  indiquer  cependant  une  autre  méthode  qui  mérite 
attention  à cause  de  la  facilité  du  calcul  : elle  se  réduit  à déter- 
miner , pour  chaque  équation  , une  suite  de  nombres  comme 
a,b , c etc.,  tels  que  chaque  terme  de  la  suite,  divisé  par  le 
précédent , indique  la  valeur  de  la  racine  d’autant  plus  exac— 
ement  qu’on  aura  continué  plus  loin  cette 'série  de  nombres. 

Supposons  que  noussojons  parvenus  déjà  aux  termes  p,  q» 
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r,  s,  t,  etc.;  il  faudra  que  ^ indique  la  racine  x déjà  assez 
^exactement,  c’est-à-dire  qu’on  ait  à très-peu  prè» 


P 

on  aura  de  même 


r 


et  la  multiplication  des  deux  valeurs  donnera 

De  plus,  comme 

r 

P 

r 

oh  aura  aussi 

P 

ensuite , puisque 

t 

11 

h 

on  aura  ^ 

i — x*. 

P 

et  ainsi  de  suite. 

785.  Afin  de  nous  expliquer  mieux  sur  cette  méthode,  nons 
..commencerons  par  l’équation  du  second  degré 

XX  = .x  -f-  1 , 

et  nous  supposerons  qne  dans  la  série  ci-dessus,  se  présentent 
les  termes  p,  q,  r,  f,  t,  etc.  Or,  comme 
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nou3  obtiendrons  l'équation 


* »■  <7  I 1 

- = i 4- 1,  ou  r = q +p. 

P P T • r 

Et  comme  nous  trouvons  de  la  même  manière  qu« 

+ *=/+>'> 

nous  ‘en  concluons  que  chaque  terme  de  notre  suite , est  la 
comme  des  deux  termes  précédens  ; desorte  qu'ayant  les  deux 
premiers  termes , on  est  en  état  de  continuer  facilement  la  suite 
aussi  loin  qu'on  voudra.  Quant  à ces  deux  premiers  termes  , 
on  peut  les  prendre  à volonté  ; si  nous  supposons  donc  qu’ils 
eoient  o,  i , notre  suite  sera  o,  i , i , a , 3,  5,  8,  i3,  ai , 54, 
55,  8q  , i44  • et  telle  que  si  on  en  divise  un  terme  quel- 
conque par  celui  qui  le  précède  immédiatement , on  aura  une 
valeur  de  x d'autant  plus  approchante  de  la  véritable , qu’on 
aura  choisi  un  terme  plus  éloigné.  L’erreur,  à la  vérité  , est 
très-grande  au  commencement  ; mais  plus  on  avance  , et  plus 
elle  diminue.  Voici  la  suite  de  ces  valeurs  de  x , dans  l’ordre 
où  elles  s’approchent  toujours  davantage  de  la  véritable  : 


X 


1 1 > 1 5 • J*  1112  iH 

o>  T>  T>  T>  1 » Ta  T>  TJ>ÏT^3i>*s>  9 


Si , par  exemple , on  fait 


— - 4T  « 441  11  i_  - 44t 

X f j 9 on  A ^ ^ * — ïcii  ■* 

où  l’erreur  n’est  que  de  jfs  • les  termes  suivans  la  donneraient 
encore  plus  petite.  ' 

* 786.  Considérons  aussi  l’équation 

æx  TT  aa?  + a ; .1 


et  puisque  toujours 
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^ ^ 4.  1 , d'où  r=aç-1~pi 

d’où  nous  concluons  que  le  double  de  chaque  terme  ajouté  au 
'terme  précédent,  donne  le  terme  suivant.  Si  nous  commençons 
donc  encore  par  0,1,  nous  aurons  la  série  : 


O,  1,  fl,  5,  ifl,  ag,  70,  1G9,  408,  etc. 

-d’où  41  suit 'que  la  valeur  cherchée  de  x , sera  exprimée  de 
plus  en, pins  exactement  par  les  fractions  suivantes  : 

■r  iJiiîlilS  H®  Btn 

70»  i«9  > 

lesquelles , parconséquent , approcheront  toujours  davantage 
de  la  vraie  valeur  ’ 

a:  = 1 -f-  y'  2; 

desorte  qrrt  ^.si  on^ï^twmche  de  ces  -fractioBS  Tunité , la  -vdlepr 
de  1/  3 se  trouvera  exprimée  de  plus  en  plus  exactement  ppr 
les  fractions  : '• 

ï i.  2 i-I  il  £2  safr  * 


Par  exemple  , aApour  quarré  , ce  qui  ne  diffère  que 
de  du  nombre  .a.  ' 1 


787.  Cette  méthodiî  n*est'pas  moins  ^plicable  aux  équations 
qui  ont  un  plus  grand  nombre  de  dimensions.  Si^yoB.4,4pnr 
exemple,  l’équation  du 'troisième  degré 


on  fera 


et  on  aûra 


:)d  = xr  + ax  4**i . 


■/=r+~flq-f-.p. 


•'J  , 


) 

. ) 
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On  voit  comment  des  trois  termes  p,ç,  rse  forme  le  suivant  f 
et  comme  le  commencement  est  toujours  arbitraire , on  peut 
former  cette  série 

O,  O,  1,  1,  3,  6,  i3,  a8.  Go,  ng,  etc. 


de  laquelle  résultent  les  fractions  suivantes  pour  les  valeurs 
approchées  de  x : 


X 


O i 
7 f O > 


l 1 

t > i J 


4 

3 y 


3 $ 4a  t %9 
( i > an  > 60"  3 


etc. 


les  premières  de  ces  valeurs  sont  prodigieusement ' en  défaut; 
mais  si  on  fait  dans  l’équation  x = = ^,  on  trouve  f 


U ’ ' » » J ' • I,  I n • « 

j4  y 49  '7  J ÎT  * 

eù  l’erreur  n’est  que  de  -j—. 

788.  Il  faut  remarquer  cependant  que  toutes  les  équations 
ne  sont  pas  de  nature  à se  prêter  à cette  méthode,  c’est  ce 
qui  arrive  lorsque  le  second  terme  manque.  C^r  soit,  par 
■'  exemple , 

XX  = a; 

si  on  voulait  faire 

X = - et  XX  = - , 

' P P 

on  aurait 


c’est-à-dire 


- “ a , ou  r = a» , 
P ^ 

r = oq-|-2p. 


d’où  résultermt  la  suite 


i,i,a,s,4i4i^>Sj  iG,ï6,3a,3a,  etc. 

' f 

de  laquelle  on  ne  peut  rien  conclure , parceque  chaque  terme 
divisé  par  le  précédent , donne  toujours 
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X = 1 , QU  X = a. 

Mais  on  peut  obvier  à cet  inconvénient , en  faisant 
x=^--  1 ; 

car  alors  on  a 


jy-f-ay  — i =a; 
et  si  l’on  fait  maintenant 


on  trouve  l’approximation  que  nous  avons  déjà  donnée  ci- 
dessus. 


78g.  n en  serait  de  même  de  l’équation  x’  ==  a ; mais 
on  n'a  qu’à  supposer 


x = y—i, 

aCn  d’avoir  l’équatioB 

y — = ouy  = 3jy  — 3^-fi  ; 

car  faisant  à présent 


/=  3r  — 3q  -f-  5p , 


et  l’on  voit  ici  comment  trois  termes  donnés  déterminent  le 
suivant. 

Adoptant  donc  trois  termes  quelconques  pour  les  premiers, 
par  exemple  0,0,  1 , on  a la  série  qui  suit 

O,  O,  i,  5,  6,  12,  37,  63,  144 > 3a4,  etc. 
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Les  deux  derniers  termes  de  cette  suite  donnent  et 

X = { ; et  cette  fraction  approche  en  effet  assez  de  la  racine 
cubique  de  a ; car  le  cube  de  ^ est  ^ , et  celui  de  a = - 

790.  Il  faut  observer  de  glus,  au  sujet  de  cette  méthode, 
que  lorsque  l’équation  a une  racine  rationnelle,  et  qu’on  choisit 
le  commencement  de  la  période,  tel  que  cette  racine  en  résulte, 
chaque  terme  de  la  suite,  di\i^é  par  le  terme  précédent,  don- 
nera également  la  racine  exactement.  , 

' Pour  le  fære  voir , soit  donnée  l’équation 
XX  = X -{-  a , 

dont  une  des  racines  est 

X = a; 

comme  on  a ici , pour  la  série  , la  formula 
r = q + 2p, 

si  on  prend  1 , a pour  les  deux  premiers  termes,  on  a la  suite 
1 , a,  4i  8,  iG,  3a  , 64,  etc.  qui  est  une  progression  géo- 
métrique dont  l’expression  a. 

La  même  première  propriété  se  trouva  par  l’équadon  du. 
troisième  degré 

X*  XX -f- 3x  4' 9 , ' 

qui  a 

x = 3 

pour  une  des  racines.  Si  on  suppose  les  premiers  termes  i,  3,  g , 
on  trourara  par  la  fbrmide 


/=r+3q-f-gp, 

la  série  1 , 3,  9 , a7 , 81 , a45,  etc.  qw.  est  pareillement  ime. 
progression  géométrique. 

791.  Mais  lorsque  le  commencement  de  la  suite  s’écarte  de 
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la  r^^oine , il  no  £aut  pas  croire  qu’on  ira  du  moins  en  s’appro- 
chant de  cette  racine  ; car  lorsque  l’équation  a plus  d’uœ  ra— i 
cine  , la  suite  ne  donne  par  approximation  que  la  plus  grande 
racine  ; on  ne  trouve  pas  une  des  moindres , à moins  d’avoir 
choisi  les  premiers  termes  convenablement  pour  cet  efiet  ; selR 
•’éclaircira  par  l’exemjde  suivant  : 

Soit  l’équation 

xx  = 4x  — 3, 
dont  les  deux  racines  sont 

X = 1 , X z:  3. 

La  formule  pour  la  suite , est 

r = 4q  —3p, 

et  si  l’on  prend  i , i , pour  le  commencement  de  la  série , qui 
indique  parcunséquent  la  plus  petite  racine , on  a pour  la  suite 
entière  etc.  ; mais  si  on  adopte  pour 

premiers  termes  les  nombres  i , 3 , qui  contiennent  la  plus 
grande  racine,  on  a la  suite  : 1,3,9,  ^7>  81 , 243,  729  , etc. 
où  tous  les  termes  indiquent  avec  précision  la  racine  3.  EnGn , 
si  on  adopte  un  autre  commencement  quelconque , pourvu  qu’il 
soit  tel  que  la  plus  petite  racine  n’y  soit  pas  comprise  , la  série 
approchera  toujours  davantage  de  la  plus  grande  racine  3 ; 
c’est  ce  qu’on  peut  voir  par  les  séries  qui  suivent  : 


4. 

i3. 

40, 

121 , 

364 . 

1,2, 

5. 

14, 

4g 

122, 

365,  etc. 

8,3, 

6. 

i5, 

4a. 

123, 

366,  1095,  etc. 

a,  1, 

—2,— 

11, 

-38,- 

ii8,— 

■362,  — logi , — 3278,  etc. 

eù  les  quotiens  de  la  division  des  derniers  termes  par  les  pré~ 
cédens,  approchent  toujours  de  plus  en  plus  de  la  racine  plus 
grande  3,  et  jamais  de  la  plus  petite.  r 

. V 
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79a.  On  peut  appliquer  cette  méthode  même  à des  équations 
qui  vont  à l’infini  ; la  suivante  en  fournira  un  exemple  : 

a:“= X»- ■ 4.  J?»-*  4.  X*-»  4- + etc. 


La  série  doit  être  telle  pour  cette  équation  , que  chaque  terme 
soit  égal  à la  somme  de  tous  les  précédons , c’est-à-dire  qu’on  - 
aura 

1 , 1 , a,  4 > 8 > 3a , 64>  128,  etc. 

d’où  l’on  voit  que  la  plus  grande  racine  de  l’équation  proposée 
est  exactement 

X = a ; 


et  c’est  ce  qu’on  peut  faire  voir  aussi  de  la  mtmière  suivante. 
Qu’on  divise  l’équation  par  x°° , on  a la  suivante 


1 . • .1.1. 

»=-+p+^  + ^+etc. 


dont  le  second  membre  est  une  progression  géométrique  dont 
la  somme  se  trouve  = — ^ — : desorte  que 

X — 1 ^ 


multipliant  donc  par  x — • i , on  a 

X — 1=1,  etx  = 3. 

793.  Outre  ces  deux  méthodes on  en  trouve  çà  et  là 
quelques  autres  , mais  qui  sont  toutes  ou  trop  pénibles  ou  qui 
n’ont  pas  toute  la  généralité  désirable.  La  méthode  qui  mé- 
rite la  préférence  sur  toutes , est  celle  que  nous  avons  ex- 
pliquée en  premier  lieu-,  car  elle  s’applique  avec  succès  à toutes 
les  espèces  d'équations , tandis  que  l’autre  exige  souvent  que 
l’équation  soit  préparée  d’une  certaine  manière  , sans  quoi  on 
ne  pourrait  en  faire  usage  ; nous  en  avons  vu  la  preuve  daus 
düTérens  exemples. 

' FIN. 

?éOTES 
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NOTES 

SUR 

V 

L’ALGÈBRE  D’EULER. 


NOTE  première; 

SUR  LE  CHAPITRE  PREMIER. 
Notions  préliminaires. 


E W T O N appelle  l’Algèbre  Arithmétique  universelle. 
Cette  dénomination , dit  Lagrange , dans  la  Résolution  des 
Équations  numériques,  est  exacte  à quelques  égards;  mais  elle 
ne  fait  pas  assez  connaître  la  véritable  différence  entre  l’Arith- 
métique et  l’Algèbre.  Le  caractère  essentiel  de  celle-ci  consiste 
en  ce  que  les  résultats  de  ses  opérations  ne  donnent  pas  les  va- 
leurs individuelles  des  quantités  qu’on  cherche , comme  ceux 
des  calculs  arithmétiques  ou  des  constructions  géométriques, 
mais  représentent  seulement  les  opérations  soit  arithmétiques , 
soit  géométriques  qu’il  faut  faire  sur  les  quantités  données  pour 
obtenir  les  valeurs  cherchées.  Ces  opérations  ne  seront  effec- 
tuées que  lorsqu’on  en  voudra  venir  à une  application  spéciale. 

Ces  généralités  paraîtront  abstraites  à ceux  qui  n’ont  pas 
les  premières  notions  de  l’Algèbre , car  cette  acience  est  encors 

a 
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plus  que  tonie  autre  diilicile  à résumer.  Pour  les  mettre  plus  à 
la  portée  des  commençans , et  leur  faire  mieux  sentir  la  dis- 
tinction énoncée  entre  l’Algèbre  et  l'Arithmétique , nous  sup- 
poserons qu’on  ait  à ajouter  les  trois  nombres  3,  6 et 7;  on 
trouve  leur  somme  égale  à iS.  Ce  résultat  16 , pris  isolément^ 
ne  porte  aucune  empreinte  de  l’opération  qu’il  a fallu  faire  pour 
l’obtenir , et  il  ne  rappelle  en  aucune  manière  les  nombres  sur 
lesquels  on  a opéré.  Un  tel  résultat  peut  venir  de  l’addition 
d’autres  nombres  que  3 , 6 et  7 j il  peut  encore  être  donné  par 
toutes  les  opérations  de  l’Arithmétique  sur  certains  nombres. 

Mais  si  au  lieu  de  fondre  en  quelque  sorte  ces  trois  nom- 
bres en  un  seul , en  consommant  l’addition , on  n’avait  fait  qu’in- 
diquer le  calcul  à effectuer,  en  écrivant , par  exemple,  3 plus  6 
plus  7 , on  aurait  lu  dans  cette  énonciation  du  résultat,  et  l’opé- 
ration qu’on  a faite  et  les  nombres  sur  lesquels  on  l’a  pratiquée  ; 
mais  à ce  mot  plus , emprunté  du  langage  ordinaire , on  pouvait 
substituer  un  signe  abrégé , celui-ci , par  exemple , -f- , pour 
rappeler  l’addition , et  alors  on  avait  cette  expression  briève  de 
la  somme  En  créant  ainsi  un  signe  particulier  pour 

noter  chaque  opération  de  l’Arithmétique , on  peut  représenter 
tous  les  résultats  au  moyen  des  nombres  donnés  et  des  signes 
convenus.  Les  opérations  qu’ils  rappellent,  peuvent  être  effec- 
tuées dans  im  ordre  quelconque. 

Mais  en  passant  d’un  système  à un  autre  système  de  numé- 
ration, les  phrases  numériques  varient  pour  le  même  nombre. 
Pour  rendre  les  résultats  numériques  indépendans  de  toute  con- 
vention faite  sur  le  module  arithmétique , on  a représenté  les 
nombres  par  des  caractères  généraux  tels  que  les  lettres  dé  l’al- 
phabet ; ensorte  qu’on  énonce  de  la  manière  la  plus  générale  la 
somme  de  trois  nombres,  en  écrivant  a-j-i-f-c,  a,  è et  c 
étant  des  symboles  de  nombres , sans  acception  d’aucun  sys- 
tème d’arithmétique,  et  ce  signe  -f-  rappelant  l’opération  de 
L’addition. 

/^ie/e  ayant  senti  que  les  raisonneraens  qui  servaient  à dé- 
,, couvrir  la  série  d’opérations  à effectuer  sur  les  données  d’une 
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question,  pouvaient  être  rendus  indépendans  de  ces  données, 
en  empêchant  celles-ci  de  se  mêler  et  de  se  fondre , pour  ainsi 
dire  , les  unes  avec  les  autres  par  les  calculs  arithmétiques , 
étendit  à la  désignation  des  quantités  connues,  l’usage  des  lettres, 
adopté , à ce  qu’il  parait  avant  Im , pour  celle  des  nombres  in- 
connus seulement.  Cette  innovation  fit  faire  un  grand  pas  à la 
science , et  Descartes , par  sa  notation  des  cxposans , compléta 
l’ensemble  des  symboles  nécessaires  pour  exprimer  les  diverses 
relations  que  les  opérations  de  l’arithmétique  établissent  entre 
les  nombres,  et  pour  donner  à chacimde  ces  nombres,  une  espèce 
de  nom  auquel  on  attache  toutes  les  propriétés  dont  il  doit 
jouir  dans  l’état  de  la  question. 

Pour  rendre  plus  sensible  ce  que  nous  venons  de  dire , sup- 
posons que  l’on  se  soit  proposé  de  partager  le  nombre,  treize  em. 
deux  parties  telles  que  la  première  surpasse  la  seconde  de  cinq 
unités.  Puisque  la  seconde  partie  est  égale  à la  première  dimi- 
nuée de  cinq , les  parties  réunies  sont  égales  au  double  de  la 
première  diminuée  de  cinq , ou  au  double  de  la  première  moins 
cinq:  mais  d’après  l’énoncé  de  la  question,  la  somme  de  ces 
deux  parties  est  égale  à treize  •,  retranchant  donc  cinq  du  double 
de  la  première  partie  , on  aura  treize,  et  parconséquent  la  pre- 
mière prise  deux  fois  est  égale  à treize  plus  cinq.  Cette  partie 
est  donc  égale  à neuf , et  la  seconde  est  égale  à quatre. 

. ) 

• En  considérant  d’autres  nombres  que  treize  et  cinq,  on 
trouve  par  le  même  raisonnement , les  deux  parties  demandées  ; 
mais  pour  ne  pas  le  recommencer  à chaque  fois  que  l’on  con- 
sidère de  nouveaux  nombres , on  a cherché  à exprimer  le  résul- 
tat final  d’une  manière  indépendante  de  leurs 'valeurs.  A cet 
effet  on  a représenté , comme  nous  l’avons  déjà  dit , les  deux 
nombres  par  des  caractères  généraux , et  les  plus  simples  et 
ceux  qui  nous  sont  le  plus  familiers,  sont  les  caractères  de 
l’alphabet.  Soient  donc  a le  plus  grand  de  ces  deux  nombres , 
et  b le  plus  petit  ; en  appliquant  à ces  caractères  les  raisonne- 
raens  que  nous  venons  de  faire  sur  les  nombres  treize  et  cinq , 
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on  trouve  aisément  que  la  première  partie  demandée  est  égala 
à la  moitié  de  la  somme  des  deux  nombres  a et  b.  Pour  indiquer 
cette  somme  ; c’est-à-dire , l’addition  des  nombres  a et  b ^ 
on  se  sert,  d’après  la  convention  déjà  faite,  du  signe  -J-  , dont 
on  fait  précéder  le  nombre  qu’on  veut  ajouter,  ou  qu’on  inter-^ 
pose  entre  ces  deux  nombres  en  cette  manière  a-\-b  donc 

— ^ ^ est  l’expression  générale  de  là  première  partie  demandée. 

Quelles  que  soient  les  valeurs  numériques  que  l’on  assigne  aux 
lettres  a et  à,  ou  que  doivent  représenter  ces  lettres  dans  une 
question  particulière,  il  ne  s’agit  que  de  les  substituer  dans 
cette  expression , pour  avoir  cette  première  partie. 

Ces  expressions  générales  dont  la  précédente  n’est  qu’un 
exemple  très -simple,  sont  un  des  plus  grands  avantages  de 
l’Algèbre , parceque  tout  problème  dont  l’énoncé  est  compris 
dans  l’énoncé  général  qui  a conduit  à cette  expression , est  ré- 
solu sur-le-champ,  sans  qu’on  ait  besoin  de  recommencer  les 
raisonnemens  souvent  très-compliqués  qui  en  ont  fait  découvrir 
la  solution. 

Un  autre  avantage  de  l’Algèbre , dit  Laplace  , avantage 
qu’elle  doit  à la  simplicité  de  son  langage , est  de  faire  apper- 
cevoir  très-facilement  certains  rapports  des  nombres.  Nous  ci- 
terons en  preuve  cette  proposition;  Le  plus  grand  de  deux 
nombres  est  égal  à la  moitié  de  leur  somme  plus  la  moitié  de 
leur  différence.  L’identité  de  cet  énoncé  exige  une  assez  grantte 
attention  pour  être  reconnue  ; mais  traduite  en  langage  algé- 
brique , elle  devient  évidente.  En  effet,  soient  mie  plus  grand 
des  deux  nombres  et  n le  plus  petit,  la  somme  sera  m-f-n. 
Pour  indiquer  la  différence  ou  l’excès  du  nombre  m , qui  est 
supposé  le  plus  grand , sur  le  nombre  n , nous  adopterons  ce 
signe  — (qu’on  prononce  moins") , dont  nous  ferons  précéder  le 
nombre  à soustraire , ensorte  que  rn—n  sera  la  traduction  ou 
l’abréviation  de  cette  phrase  : excès  du  nombre  m sur  le  nom- 
bre n.  Il  s’agit  d’écrire  cette  relation  : le  nombre  m est  autant 
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eue  On  sent  ici  le  besoin  4’nn  nouveau  sign» 

qui  exprime  la  relation  d’égalité,  qui  tienne  lieu  de  : est  autant 
que , est  égal  à,  et  on  est  convenu  de  se  servir  de  celui-ci  = , 
interposé  entre  les  phrases  algébriques  équivalentes,  ensorto 
que  la  proposition  traduite  est 


m: 


m-f-n 

2 


Dans  cette  égalité  la  vérité  de  l’énoncé  se  manifeste  avec 
évidence  , car  à droite  du  signe  = se  trouve  le  nombre  Rajouté 
et  soustrait,  reste  donc 


771  , 771>  I 

771=-^  H —m, 

a a 


Non  - seulement  l’Algèbre  donne  la  facilité  de  saisir  les 
rapports , mais  elle  réduit  les  raisonnemens  à des  opérations 
en  quelque  sorte  mécaniques.  Reprenons  le  problème  que  nous 
nous  sommes  proposé  d’abord,  et  qui  a pour  énoncé:  partager 
le  nombre  a en  deux  parties  telles  que  la  première  surpasse  la 
seconde  de  b.  Nous  observerons  que  résoudre  une  question,  se 
réduit  à découvrir  un  nombre  inconnu  d’après  ses  relations  avec 
d’autres  nombres  donnés  ; qu’ainsi  il  est  convenable  de  distin- 
guer les  quantités  connues  ou  données,  des  quantités  inconnues 
ou  cherchées.  A cet  effet  on  est  convenu  de  représenter 
celles-là  par  les  premières  lettres  de  l’Alphabet,  et  celles-ci 
par  les  dernières  z,  etc.  Nommons  donc  xla première  des 
deux  parties  dans  lesquelles  on  doit  partager  le  nombre  a, 
X — b sera  la  seconde,  d’après  l’énoncé  de  la  question;  mais 
d’ailleurs  cette  somme  est  a : on  a donc  la  relation  d’égabté 

X’^x—‘bx=a. 

Cette  traduction  algébrique  de  la  question,  est  nommée  équd~ 

'4 
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tion  ; elle  est  composée  de  deux  parties  séparées  par  le  signe  = ^ 
qu’on  appelle  membres  de  l’équation;  chacun  d’eux  exprime 
Une  des  phrases  équivalentes  dont  se  compose  l’énoncé.  Quoique 
X soit  la  représentation  d’un  nombre  inconnu , en  tant  que  c’est 
un  nombre , on  a cette  réduction  dans  le  premier  membre , x-^-x 
qu’on  note  ainsi  ; <xx,  ou  le  double  de  a:;  ensorte .que  l’égalité 
précédente  se  transforme  dans  celle-ci  : 

ax  — b = a. 

Cette  égalité  ne  sera  pas  troublée  ou  altérée  en  ajoutant  à 
chaque  membre  le  nombre  b , et  alors  elle  devient 

ax — b-i-b—a-^-  b,  ou  2r=a-|- A, 

puisque  b— b est  zéro , d’après  l’acception  des  signes  et  l’éga- 
lité des  nombres.  On  peut  encore  multiplier  ou  diviser  les  deux 
membres  par  un  même  nombre , sans  altérer  l’égalité.  Divisant 
donc  par  3 les  deux  membres  de  la  précédente,  on  aura 
celle-ci 

a -f*  A 

dans  laquelle  on  lit  que  le  nombre  cherché  est  égal  à la  moitiié 
de  la  somme  des  deux  nombres  a et  A.  Ainsi  la  relation  entre 
les  nombres  connus  et  inconnus,  restant  la  même,  la  question 
est  généralement  résolue  pour  tous  les  nombres  a et  A. 

On  a donc  ici , non  pas  la  valeur  numérique  de  la  quantité 
inconnue  , mais  le  système  d’opérations  à faire  sur  les  quantités 
données,  pour  en  déduire , d’après  les  conditions  du  problème , 
la  valeur  de  la  quantité  qu’on  cherche,  et  le  tableau  de  ces  opé- 
rations, représentées  par  les  caractères  algébriques,  .-e  nomme 
une  formule.  C’est  ainsi , par  exemple , que  si  l’on  dénote  jjar  a 
les  dizaines  d’un  nombre , et  par  A ses  unités , et  qu’on  adopte 
ce  signe  X pour  indiquer  la  - multiplication  à faire  de  deux 
sombres , on  a cette  composition  constante  d’un  quarré , du 
cette  formule* 
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aXa+aXaXi  + Axi, 

ainsi  qne  nous  l’avons  fait  voir  en  arithmétique.  Cette  phrase 
algébrique  est  une  énonciation  briève  des  règles  à suivre  pour 
passer  d’un  nombre  à son  carré. 

C’est  dans  la  suite  des  transformations  qu’on  fait  subir  à la 
traduction  immédiate  d’une  question,  à l’effet  de  la  ramener  à 
la  forme 

' x — N, 

ou  d’opérer  la  séparation  des  nombres  connus  et  inconnus , que 
consi.'te  la  résolution  de  l’équation.  La  suite  d’opérations,  pour 
ainsi  dire,  mécaniques , à effectuer  pour  en  venir  à cette  dernière 
forme , équivaut  à un  raisonnement  complet , et  les  transfor- 
mations successives  dont  nous  venons  de  parler,  correspondent 
aux  différentes  formes  que  reçoit  la  proposition  énoncée.  Ainsi, 
lorsqu’on  s’est  procuré  une  expression  concise  de  l’énoncé  d’une 
question , on  lui  fait  subir  une  suite  de  réductions  par  lesquelles 
on  groupe  peu  à peu  toutes  les  données  dans  un  seul  membre , 
et  on  isole  dans  l’autre  la  représentation  du  nombre  inconnu. 

L’art  de  raisonner,  dit  Condillac , se  réduit  à une  langue 
bien  faite  ; l’Algèbre  est  une  langue  dont  la  grammaire  est  d’au- 
tant plus  simple , que  les  signes  qu’elle  emploie  pour  fixer  les 
idées , sont  en  très-petit  nombre.  On  doit  donc  en  bien  fixer 
la  signification  , entrer  dans  les  plus  grands  détails  sur  les  pre- 
miers principes , rappeler  souvent  l’attention  des  commençans 
sur  les  notions  premières  , et  faire  souvent  aussi  l’inventaire  des 
matériaux  qu’on  a mis  en  œuvre  •,  il  faut  encore  donner  aux 
démonstrations  la  forme  syllogistique , afin  qu’en  rendant  vi- 
sible la  logique  qui  préside  à toutes  les  opérations , on  ne  s’ac- 
coutume pas  à réduire  l’Algèbre  au  mécanisme  du  calcul. 

Cette  propriété  de  l’égalité,  évidente  par  elle -même, 
de  n’être  pas  altérée , lorsqu’on  opère  de  la  même  manière 
sur  les  deux  membres,  est  extrêmement  féconde  en  consé- 
quences; aussi  a-t-on  tiré  de  ce  fonds  toutes  les  ressources 
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qu’il  offre  naturellement.  Mais  comme  la  valeur  du  nombre 
inconnu , qui  est  la  réponse  à la  question,  est  toujours  exprimée, 
ainsi  que  nous  l’avons  bien  fait  remarquer , au  moyen,  d’opéra- 
tions à faire  sur  les  quantités  données , il  était  nécessaire  avant 
tout  de  démontrer  les  règles  de  l’addition , soustraction  , mul- 
tiplication , division,  formation  de  puissances,  extraction  de 
racines  des  quantités  littérales  ou  algébriques. 

NOTE  II, 

SUR  LES  CHAPITRES  II , SECTION  -,  I"  ET  H*! 
DE  LA  U'  SECTION. 

' Addition  et  Soustraction. 

D’après  l’acception  convenue  de  ce  signe  -}- , la 
somme  de  deux  quantités  a et  6 , sera  a -f-  A.  Si  dans  tel  cas 
particulier  , a vaut  5 et  A vaut  7,  la  somme  effective  sera  5 -f-  7 
ou  12.  Maintenant  si  à la  somme  a + A on  veut  ajouter  a-f- A, 
on  aura  pour  nouvelle  somme  n-j-A  + a-f-A',  ou  plus  briève- 
ment 2U  + 2A  ; le  chiffre  2 qui  précède  les  lettres  a et  A indi- 
que le  nombre  de  fois  que  chacune  d’elles  est  répétée  dans  la 
somme  : on  le  nomme  coefficient.  Ces  réductions  aa , ab  sont 
les  seules  parties  de  l'addition  proposée , qu’on  puisse  effectuer, 
indépendamment  de  toute  valeur  numérique  des  lettres  a et  A. 
Pareillement  les  quantités  5o -f-  3A , qd  -f-  2c , gA  -j-  3d,  qu’on 
peut  déjà  regarder  comme  des  résultats  d’additions , auront 
pour  somme  indiquée  5d-f-3A-j“9a-f-2c-f-qA+3d,  et  par  une 
réduction  analogue  à la  précédente , cette  somme  pourra  être 
exprimée  plus  brièvement,  ainsi  qu’il  suit  : i4d-j-iaA-f-ac-f-3ci, 
les  nombres  i4,  lii,  2, 3 étant  des  coefficiens  dont  nous  avons 
défini  l’acception  ci-dessus. 

Lorsqu’une  lettre  doit  avoir  l'unité  pour  coefEcient,  on  est 
convenu  de  sous-entendre  ce  coefficient,  c ' 

Nous  n’avons  pas  écrit  le  signe  -j-  en  avant  de  i4a  dans  Ja 
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«omnie  ci  - dessus , parceque  nous  n’avons  pas  à indiquer  l’ad- 
dition de  iJ^  à une  quantité  précédente. 

D’après  l’acception  convenue  du  signe  — , la  soustracticm 
de  la  quantité  b de  la  quantité  a,  sera  indiquée  par  a — b. 
Les  nombres  a et  b étant  donnés,  il  peut  arriver,  i°.  que 
a soit  plus  grand  que  b,  relation  qu’on  désigne  ainsi  : a~^b, 
( ce  signe  >•  étant  ce  que  devient  celui  - ci  = , lorsqu’on  in- 
cline les  parallèles , et  on  place  du  côté  de  la  pointe  la  plus 
petite  des  deux  quantités  comparées)  -,  a°.  que  a = b.  Dans 
ces  deux  cas , la  soustraction  numérique  est  possible.  Mais  on 
peut  être  conduit  par  l’énoncé  d’une  question  , ainsi  qu’on  le 
verra  dans  dans  la  suite  , à considérer  le  cas  de  a <^b , et  alors 
nous  fixerons  d’une  manière  plus  précise  les  idées  sur  ces  sortes 
de  restes  ; si  l’on  imagine  qu’on  prenne  dans  b , une  partie  ~a, 
ce  qui  est  toujours  possible  dans  l’hypotbèse  présente  , on  aura 
d’abord 

a — a — a, 

et  il  restera  à soustraire  l’excédant  de  b sur  a.  Quoique  la  sous- 
Iractipn  suppose  deux  nombres,  et  qu’ici  il  n’y  ait  que  le  nom- 
bre d,  on  pourra  néanmoins  le  noter  comme  nombre  à sous- 
traire, en  écrivant — d;etle  signe  — rappellera  que  le  nombre  d 
doit  entrer  soustractivement  dans  toutes  les  combinaisons  dont 
il  fera  partie.  Qu’on  ait , par  exemple , à combiner  par  voie 
d'addition  — d avec  un  nombre  c;  on  aura  pour  somme  c — d, 
ce  qui  signifie  que  le  nombre  d doit  être  retranché  du  nom- 
bre c. 

En  effet,  il  revient  au  même  de  retrancher  i de  a-f-c,  ou 
de  retrancher  de  a une  partie  de  b égale  à a,  et  d’ôter  le  sur- 
plus de  c.  Par  exemple , que  de  la  somme  5 •+•  5 on  ait  fà 
retrancher 7, on  aura3-f-5,on& — 7=1  joubienS— yass— 4> 
d’après  la  notation  convenue , et  5 — 4 — • • 

Ainsi  ajouter  à a la  quantité  — i,  on  retrancher  ô de  a, 
revient  numériquement  au  même  ; ajouter,  en  algèbre,  tine 
quantité  à une  autre , c’eût,  à proprement  parler,  écrire  la 
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première  quantité  précédée  de  son  signe  à ia  suite  de  la  se- 
conde. Reste  ensuite  à effectuer  les  opérations  rappelées  par 
les  signes , lorsque  les  valeurs  numériques  des  lettres  sont 
données. 

Qu’on  ait  à ajouter  les  quatre  résultats 

(O 5a  — 4^. 

(2)  2a  — 56  + Gc-f-  2rf 

(3)  a — 4^  — ac  + 3e 

(4)  70  + 4^  — — 6e 

d’additions  et  de  soustractions  déjà  faites  sur  les  lettres  a,  6, 
c , d,  e : on  pourra  d’abord  indiquer  la  somme  de  toutes  les 
quantités  précédées  du  signe  + , puis  celle  des  quantités  affec- 
tées du  signe  — , et  écrire  la  seconde  à la  suite  de  la  première , 
ensorte  que  l’une  sera  diminuée  de  l’autre  ; ou  bien  encore , on 
pourra  écrire , l’une  à la  suite  de  l’autre , chacune  des  lignes 
numérotées  (1) , (2) , (3)  et  (4),  ce  qui  donnera 

somme  = 5a  -f-  3^  — 4^ -\~aa  — 56  -1-  6c  2d  + a — 46  — 2c 

3e -|- 7a-}- 46  — 3c— Ge. 

Faisant  maintenant  la  réduction,  c’est-à-dire , effectuant  toutes 
les  additions  possibles , celles  qui  sont  indépendantes  des  valeurs 
numériques  des  lettres,  on  trouve  i5a;  76  d’une  part,  et — _q6 
de  l’autre  •,  ce . qui  fait  — 26  ; — gc  d’une  part , et  Gc  d® 
l’autre  , ce  qui  donne  — 3c;  enfin  ad  et — 3e.  La  somme  ré- 
duite est  donc 

1 5a  — 26  — 3c-f-ad  — 3e. 

On  doit  pratiquer  cette  réduction  lorsqu’il  y a lieu , afin  d’abré- 
ger les  résultats , et  d’en  rendre  conséquemment  l’évaluation 
numérique  plus  facile.  ' ‘ 

Süpposons  que  de  la  quantité  a on  ait  à retrancher  c — 6 ; 
on  déterminera  le  reste  en  quantité  et  en  signe,  d’après  la 
condition  à laquelle  doit  satisfaire  tout  reste  de  soustraction. 


Digitized  byCoogle 


NOTES.  4^1 

qu’ajouté  à ce  qu’on  retranche,  la  somme  soit  la  quantité  de 
laquelle  on  retranche.  On  a donc  a — c-|-h  pour  résultat, 
puisque 

ü — c-f-i  + c — b —a. 

Ainsi  retrancher  une  quantité  d'une  autre , c’est  écrire  la 
quantité  retranchée  après  en  avoir  changé  les  signes , à la  suite 
de  celle  dont  il  faut  la  retrancher. 

Autrement  on  peut  écrire,  d’après  M.  Laplace, 


a-=a-\-b  — b (5) 

a — c = a — c-f-i  — b (6); 


éûsorte  que  si  de  a on  doit  retrancher  ou  ôter  -f-5  ou  — i 
OU , ce  qui  revient  au  même , si  dans  a on  doit  supprimer  b 
ou  — b,  le  reste , d’après  la  transformation  (5) , doit  être  a — b 
dans  le  premier  cas,  et  a ^ dans  le  second.  Si  de  a — c oa 
doit  ôter  -\-b  ou  —i,  il  reste  d’après  (6)  a — c — é,  ou 
a — c -j- é.  ' 

Ce  que  nous  venons  de  dire,  deviendra  plus  sensible  encore 
au  moyen  de  la  considération  qui  suit  : soit 

8-4  = 4: 

qu’on  ôte  ou  qu’on  supprime  la  diminution  —4>  on  repassera 
de  8 — 4 ^ 8 > c’est-à-dire  qu’au  nombre  4 on  aura  vérita- 
blement ajouté  4- 

Ainsi,  retrancher  un  nombre  déjà  pris  sous  le  signe  —,  n’est 
autre  chose  que  l'ajouter. 

Le  premier  raisonnement  s’applique  avec  succès  aux  poly- 
nômes : pour  en  donqer  un  exemple  , supposons  que  de 


Sa  — 3b~l-qc (7) 

un  ait  à retrancher 

5a  — 5i-f-6c (8)5 
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en  désignant  le  reste  par  R,  on  doit  avoir  l’égalité 

R-f-  5a  — 5é  + 6c=  6a — 36  + 4c  : 

laquelle  ne  sera  pas  altérée  en  retranchant  5a  de  part  et 
d'autre , joutant  56  et  retranchant  6c  d’où  résulte 

7î  = 6a — 36  + 4c  — 5a  + 56  — 6c=a+  a6 — ac. 

I 

Mais  la  règle  sera  plus  facile  à déduire  en  mettant  le  poly- 
nôme (7)  sous  la  forme 

6a  — 36+4c+ 5a-— 56  + Gc — ^5a  + 56 — 6c. . .(9); 

car  retrancher  5a  — 56 +Gc,  se  réduit  à effacer  dans  (9)  le 
polynôme  qui  en  fait  partie.  Il  est  alors  évident  qu’oh  aura 
pour  reste 

R = €a — 36 +4c—5a  + 56— 6c, 
et  après  les  réductions 

/{=a  + a6— 2c. 

Ainsi  pour  soustraire  un  polynôme  d’un  autre,  il  faut 
changer  les  signes  du  premier,  l’écrire  à la  suite  du  second, 
puis  pratiquer  les  réductions. 

Les  termes  précédés  du  signe  +,  sont  dits  additifs  on 
positifs  ; ceux  qui  le  sont  du  signe  — , se  nomment  soustractifs 
ou  négatifs.  Nous  ferons  remarquer  qu’il  n’en  est  pas,  en  Al- 
gèbre , comme  en  Arithmétique , où  soustraire  est  toujours  di- 
minuer , tandis  qu’ici  le  reste  est  souvent  plus  grand  que  la 
quantité  retranchée;  en  effet  que  de  12  on  ait  à retrancher 
3 — 11,  on  aura  d’après  la  règle  , ce  reste  1 a — 3 + 1 1 , ou 
ia  + ii_3  = 20,  nombre  plus  grand  que  la.  Cela  tient  à ce 
qu’une  quantité  n’a  que  deux  manières  d’étré  ; si  son  état  change 
deux  fois  de  suite , elle  repasse  à l’état  primitif.  Si  cette  consi- 
dération parait  abstraite , on  s’en  tiendra  au  fait  algébrique 
démontré  plus  haut. 
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NOTE  I I I, 

SUR  LES  CHAPITRES  III,  I‘"  SECTION,  ET  III'  DE 
LA  II'  SECTION. 

De  la  Multiplication. 

La  multiplication  est  en  Algèbre  comme  en  Arithmétique , 
rine  modi&cation  que  reçoit  l’opération  de  l’addition , lorsque 
les  quantités  qu’on  ajoute , sont  toutes  les  mêmes. 

Le  résultat  de  la  répétition  de  a , autant  de  fois  qu’il  est 
marqué  par  5,  ne  peut  que  s’indiquer,  sauf  à l’effectuer  lors- 
que les  nombres  a et  b sont  connus.  Il  y a donc  nécessité  de 
créer  un  nouveau  signe  pour  cette  nouvelle  opération  ; on  est 
déjà  convenu  d’employer  celui- ci  X,  qu’on  interpose  entre 
les  quantités  à multiplier  : ainsi  bx.a,  veut  dire  é fois  a, 
ce  qui  n’est , à proprement  parler , que  la  réduction  de 
a-f-a-4*o+o+  etc. , la  lettre  a étant  écrite  b fois.  Souvent  on 
emploie  le  point  au  lieu  du  signe  X , et  on  écrit  é . a;  ou  bien 
encore  on  écrit  simplement  ba , ce  qui  ne  peut  faire  équivo- 
que , puisque  dans  l’addition  ou  la  soustraction , les  deux  termes 
•ont  séparés  par  les  signes  -f>  ou — . Si  l’on  doit  multiplier  par  c 
le  produit  ab , on  écrit  a xé  Xc  , ou  a.é.c,  ou  abc,  et  ainsi 
de  suite,  quel  que  soit  le  nombre  des  lettres  facteurs. 

Si  les  lettres  facteurs  sont  les  mêmes , le  produit  est  aa , 
aaa,  aaaa,  etc.  d’après  la  notation  abrégée  la  plus  simple  : 
dans  ce  cas , pour  abréger  l’écriture  et  la  lecture  de  ces  pro- 
duits , on  est  convenu  de  n’écrire  qu’une  seule  fois  la  lettre  a , et 
d'indiquer  par  un  chiffre  placé  au-dessus  et  à droite,  le  nombre 
de  fois  qu’elle  est  facteur.  Ainsi  les  produits  précédons  s’écri- 
ront comme  il  suit  : a*,  a?,  etc.  ; enhn  a”'  si  la  lettre  a est 
m fois  facteur , m étant , bien  entendu , un  nombre  entier  et 
positif. 
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Ces  chiffres  a,  3 m sont  nommés  exposons  i il 


ne  faut  pas  les  confondre  avec  les  coefficiens  dont  l’origine  et 
l’acception  sont  bien  différentes.  En  effet,  si  a vaut  lo , a“ vaut 
loo,  et  au  valent  ao.  Cette  quantité  a"*  se  nomme  expo^ 
nentielle. 

Toute  lettre  qui  ne  porte  pas  d’exposant , est  censée  avoir 
l’exposant  i , puisqu’une  lettre  est  toujours  une  fois  facteur. 

De  la  manière  dont  les  exposans  s’introduisent  dans  le  cal^ 
cul , on  peut  déduire  que , pour  multiplier  0“  par  il  faut 
écrire  une  seule  fois  la  lettre  a,  et  lui  donner  pour  exposant 
la  somme  a ~j- 3 des  eXposans  des  facteurs.  En  général , le 
produit  de  a"  par  a" , m et  n étant  toujours  des  nombres  en- 
tiers positifs , est  En  effet  a’”  est  l’abréviation  de  a fac- 
teur m fois  , et  a"  celle  de  a facteur  n fois  ; donc , dans  le 
produit,  d’après  la  règle  de  la  multiplication  des  lettres , a est 
m~i~  n fois  facteur , et  d’après  cela,  ou  a cette  identité 

a™  X a"  = a"^“ (i). 

Ainsi  le  produit  de  a*A*  c par  a^Ac*  d sera 

La  pratique  de  la  multiplication  des  quantités  monomes, 
ae  réduit  donc , pour  les  lettres  non  communes , à les  écrire 
les  unes  à la  suite  des  autres  ; et  pour  les  lettres  communes , 
à n’écrire  chacune  d'elles  qu'une  fois , en  lui  donnant  pour 
exposant  la  somme  des  exposans  de  la  même  lettre  dans  les 
facteurs.  Réciproquement,  l'exponentielle  a"“*‘“  pourra  être 
remplacée  par  a!"  X a". 

Tenons  maintenant  compte  des  coefiiciens  , et  supposons 
qu’on  ait  à multiplier  Sa^Ac  par  3abm  : en  prenant  abm  pour 
multiplicateur , le  produit  iedb^cm  ne  sera  que  le  tiers  du  véri- 
table ; il  faudra  donc  le  prendre  trois  fois , ce  qui  donnera 
a^t^b’cm , dont  le  coeiGcient  24  est  le  produit  des  coelEciena 
des  facteurs. 

Donc  le  coefficient  d’un  produit  est  le  produit  des  coefficiens 
des  facteurs. 

Passons 
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Passons  à )a  multiplication  d’un  binôme  s— & par  un  mo- 
nôme c : en  répétant  a autant  de  fcns  qu'il  est  indiqué  par  c, 
ce  qui  donne  ac,  on  a un  produit  trop  grand  de  6c,  puisqu’on 
répétant  c fois  a , on  prend  c fois  trop  la  lettre  6 : il  faut  donc 
diminuer  oc  de  6c,  ensorte  que  le  véritable  produit  est  ac — 6c. 
Qu’on  ait , par  exemple  ,7  — a à multiplier  par  4,  ou  à répéter 
4 fois,  on  dira  7 X 4 ou  a8  est  trop  grand  de  aX 4 ou  de  8 ; 
donc  le  vrai  produit  sera  le  premier  diminué  du  second,  ou 
a8  — 8 , c’est-à-dire  ao.  En  effet  7 — a , ou  5 multiplié  par 
4 doime  30. 

Donc  le  produit  de  — b par  c est  — bc. 

On  trouverait , par  1»  même  raisonnement , que  le  produit 
de  c par  a — 6 , doit  être  oc — 6c,  et  on  en  conclurait, 

I”.  Que  le  produit  de  c par  — b est  — bc  ; a®,  sfu’ilest  indif- 
Jiérent  de  multiplier  — b par  c,  ou  c par  — b. 

Soit  enfin  a — 6 à multiplier  par  c — d : on  multipliera  par  c , 
œaiB  alors  le  produit  sera  trop  grand  de  a— 6 par  d,  puisque 
le  multiplicateur  c est  trop  grand  de  d;  il  faudra  donc  du  pre- 
mier produit  ac — 6c  retrancher  le  second  ad— bd,  et  la  dif- 
férence sm'a  sc—  bc  — ad  bd.  Ici  le  terme-f-6d  résulte 
de  —6  qu’on  a multiplié  par  —d. 

Donc  le  produit  de  — b par  — d est  -f-bd;  il  est  le  même  que 
celui  de  -f-b  par  -f>d.  / 

Donc , en  général,  si  les  deux  termes  qu'on  multiplie,  ont  des 
signes  différens,  le  produit  a le  signe  — , et  s’ils  ont  le  même 
signe,  le  produit  est  affecté  du  signe 

Nous  donnerons  de  cette  règle  une  autre  démonstration  due 
à M.  Laplace. 

Soit  a — a à multiplier  par  6,  ou  à répéter  autant  de  fois 
qu'il  est  indiqué  par  6 *,  le  multiplicande  étant  zéro,  le  produit 
doit  être  zéro;  or  son  premier  terme  est  06,  le  second  ser^ 
donc  — o6,  d’où  résulte 

— cx  + 6=  — o6 (a)^ 

Gg 
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Qu’il  s'agisse  de  multiplier  opar  b — b ou  par  zéro,  on  aura 
pour  premier  terme  du  produit  ab  -,  mais  ce  produit  doit  êti'* 
nul,  donc  le  second  terme  sera  — ab , ensorte  que 

-|-aX  — A = — ab (3). 

Enfin  si  l’on  multiplie  o— apar  b — b ou  par  zéro,  la  première 
partie  du  produit,  ou  c — a par  b étant,  d’après  ce  qu’on 
vient  de  démontrer,  cb  — ab  , la  seconde  sera  nécessairement 
—bc-{-ab\  conséquemment 

— ûX  — (4)* 

Les  résultats  (a),  (3)  et  (4)  nous  ramènent  aux  règles  déjà 
trouvées. 

Ainsi  nous  ne  démontrons  pas  directement  qu’on  a . . . . . 

oX— À = — ab,  — uX,  — b=.  -{-  ab , parceque  jusqu’ici  nous 
n’avons  été  conduits  par  aucune  question  à ces  quantités  sous- 
tractives isolées  — a,  — b •.  nous  en  rencontrerons  dans  la  suite, 
et  leur  véritable  signification  sera  fixée. 

En  suivant  les  règles  précédemment  établies  à l’égard  des 
lettres,  des  coefiiciens,  des.exposana  et  des  signes,  on  pourra 
multiplier  un  monome  par  un  monome , un  polynôme  par  un 
dionome  , et  enfin  deux  polynômes  l’un  par  l’autre. 

Nous  supposerons  qu’on  ait  le  polynôme 

an* — 3èa^  — à multiplier  par  le  monome  a®.  Dési- 

gnant — Zba^ — Sb^a^-^-b^a  par  M , cette  multiplication  se 
réduira  à celle  de  M par  , produit  qu’on  sait  faire  et 
qui  est  aa^  -{-  \ mais  Mc^  est  le  produit  indiqué  de 

— 3ia*  — -f-  b^a  par  a}.  Qu’on  représente  encore 

— 5b^(^-\-b^a  par  N , et  on  aura  à multiplier  — 3ia®  + iV 
par  <1*,  ce  qui  fait  — 3ba^-f-Nxa^.  On  sait  faire  le  produit 
de  N par  a’,  qui  est  — + Le  produit  demandé 
est  donc  an^ — 36a®  — 56*a® 6®a‘*.  En  résumant  l’opération 
précédente,  on  yoit  qu’on  a multiplié  chacun  des  termes  d» 
polynôme  multipliçande  par  le  monome  multiplicateur. 
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Passons  au  cas  d’un  polynôme  à multiplier  par  un  polynôme, 
et  soit  au* — Zbc^  — 5i’o“  à multiplier  par  a’’ — aèa*-{-3è*a,  et 
représentons  — aia“  par  N.  Au  produit  du  multiplicande 

par  , qu’on  sait  faire , il  faut  ajouter  celui  du  meme  multipli- 
cande par  la  lettre  N,  ou  par  — aia“-f-3i'‘fl  ; mais  pour  obtenir 
celui-ci , il  faut  augmenter  le  produit  du  multiplicande  par 
— de  celui  du  même  multiplicande  par  3Z*°a. 

On  étendra  facilement  ce  raisonnement  à des  polynômes 
composés  d’un  nombre  quelconque  de  termes,  et  l’on  en  dé- 
duira la  règle  suivante  : pour  faire  le  produit  de  deux  facteurs 
polynômes , il  faut  multiplier  le  multiplicande  successivement 
par  chacun  des  termes  du  multiplicateur , et  ajouter  les  produits 
partiels,  c’est-à-dire , faire  toutes  les  additions  possibles , ou 
les  réductions. 

La  multiplication  faite , on  doit  ajouter  tous  les  produits 
partiels  pour  avoir  le  produit  total  ; mais  cette  addition  ne  peut 
qu’être  indiquée,  si  ce  n’est  à l’égard  des  termes  semblables,  et  on 
. entend  par  là  ceux  qui  renferment  les  mêmes  lettres , facteurs 
chacune  le  même  nombre  de  fois , ou  les  mêmes  lettres  sous  les 
mêmes  exposans,  les  coefliciens  et  les  signes  n’entrant  pour 
rien  dans  la  similitude.  Ces  termes  considérés , abstraction  faite 
des  signes  et  des  coelüciens , sont  effectivement  les  seuls  qui  don- 
nent numériquement  le  même  résultat , quelques  valeurs  qu’on 
attribue  aux  lettres,  et,  par  la  réduction,  on  fait  d’avance  cette 
partie  de  l’addition  totale,  qui  ne  dépend  pas  des  valeurs  parti- 
culières. Ainsi , par  exemple,  — Sbcc' -\-^bcr‘ -\-bcr‘—uba^ poux 
tous  les  nombres  substitués  aux  lettres  a et  b.  Cette  réduction 
doit  être  pratiquée , s’il  y a lieu , après  chaque  opération. 

On  distingue  les  produits  par  le  nombre  de  tous  les  facteurs 
tant  égaux  qu’inégaux  qui  les  composent  : le  produit  , par 
exemple,  qui  renferme  6 facteurs  simples  égaux  et  inégaux, 
sera  dit  du  sixième  degré,  celui-ci  o’è'c  sera  dit  du  dixième 
degré,  et  en  général,  ce  que  nous  nommons  degré  d'un  produit, 
sera  le  nombre  de  tous  les  facteurs  de  ce  produit.  Il  résulte  des 
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règles  précédemmest  établies , que  si  tous  les  tenues  du  multi- 
plicande sont,  par  exemple,  du  quatrième  degré , et  ceux  du 
multiplicateur  du  troisième , chacun  des  termes  du  produit  sera 
du  degré  4~f*3,  ou  du  septième  degré.  De  tels  polynômes  dont 
tous  les  tenues  sont  d’un  même  degré,  sont  dits  homogènes. 
Ainsi  <piand  deux  facteurs  sont  homogènes , le  produit , l’est 
aussi.  Cette  remarque  qu’il  ne  faut  pas  oublier , sert  à faire 
découvrir  à la  seule  inspection,  les  erreurs  du  produit,  résul- 
tantes de  l’oubli  de  quelques-uns  des  facteurs  dans  les  multi- 
plications partielles. 

Nous  pouvons  démontrer  maintenant  que  le  produit  de  deux 
nombres  a et  b,  reste  le  même  dans  quelqu’ordre  qu’on  mul- 
tiplie les  facteurs , c’est-à-dire  qu’on  a 

ab  = ba. 

Nous  avons  prouvé  cette  proposition  dans  no%  Elémens  d' Arith- 
métique , en  décomposant  les  nombres  a et  b dans  leurs  unités 
que  nous  rangions  suivant  les  deux  côtés  d’un  rectangle , en- 
sorte  que  la  répétition  de  a par  b,  se  réduisait  à la  sommation  de 
la  ligne  horizontale  qui  représente  a , écrite  ô — i fois  au- 
dessous  d’elle-même , sommation  qu’on  pouvait  eifectuer  de 
deux  manières  dont  la  première  donnait  b fois  a ou  ayc.  b , 
et  la  seconde  a fois  b,  ou  ô X a*  Ici  nous  démontrerons  la 
chose  d’une  manière  générale. 

En  supposant  a'^b,  qu’on  décompose  a en  autant  de  nom- 
bres tels  que  b , qu’il  peut  en  contenir  ; il  y aura  un  certain 
excédant  que  je  désigne  par  r , ensorte  qu’on  aura 

= -hr'jb: 

or  dans  tous  les  termes  de  la  forme  b. b,  on  peut  intervertir 
à volonté  l’ordre  des  facteurs  ; la  chose  reste  donc  à démontrer 
à l’égard  du  produit  r.b , dans  lequel  on  a r<C.b.  On  sup- 
posera de  même  b décomposé  en  tous  les  nombres  r qu’il 
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peut  coBteoir  , et  désignant  l’exeédant  par  / , on  aura 

r.6  = r(r-f-r-t-r-f- + t'), 

ensorte  que,  eommedans  chacun  des  produits  r.r,  l’ordre  des 
facteurs  peut  être  changé , il  ne  s’agira  que  de  prouver  la  chose 
à l’égard  du  produit  r./. 

On  voit  qu’en  continuant  à procéder  de  cette  manière , on 
arrivera  à une  décomposition  pour  laquelle  le  reste  sera  zéro 
ou  l’unité , comme  on  pourra  s’en  assurer  sur  deux  nombres 
pris  au  hasard.  Dansle  premier  cas , comme  on  pourra  intervertir 
l’ordre  des  facteurs  dans  chacun  des  termes  du  produit  corres- 
pondant , on  conclura  qu’on  peut  l’intervertir  dans  le  produit 
a.b  : dans  le  second  cas,  la  proposition  sera  ramenée  à prou- 
ver que 

ï X r<")  5=  ï<")  X 1 , 

n n’étant  pas  ici  un  exposant,  mais  un  nombre  d’accens,  et 
celui  des  restes  qui  précède  l’imité  : ici  la  chose  est  évidente , 
donc  la  proposition  a lieu. 

On  a donc 

oX^=6Xa 

qu’on  multiplie  par  c,  et  il  viendra 

cXiXc  = iX«Xe; 

mais  à cause  de  AxcrscX^etde  cXe=cXa>  on 
aura 

aXhXc  = aXcXi  = iXaXe=;iXcX«, 

et  comme  aussi  cXa  = aXcetiXc  = cX8,îl  viendra 

cXèXc=saXcXi  = cXaXè5sscXèX«»iXoXc 

aaiXcXa. 

On  voit  donc  qu’on  peut , dans  un  produit  de  trois  nombres  , 
intervertir  à voloaté  l’ordre  des  facteurs  ; ce  qu’on  émsontre- 


I 
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rait  de  la  même  manière  pour  quatre,  cinq,  et  de  proche  en 
proche , pour  un  nombre  quelconque  de  nombres. 

Cette  proposition  s’étend  à deux  monomes  ; car  d’abord 
elle  est  -\Taie  pour  les  signes  et  les  coefüciens , et  elle  a lieu 
à l’égard  des  lettres,  puisqu’il  vient  d’être  démontré  qu’on 
peut  les  écrire  dans  un  ordre  quelconque  : donc  aussi  elle 
convient  à deux  et  à un  nombre  quelconque  de  polynômes , ce 
que  l’auteur  vérifie  ( n“'  278,  27g,  280  ). 

NOTE  IV, 

SCR  LES  CHAP.  V',  L"  SECTION;  ET  IV',  II'  SECT. 

De  la  Division. 

. De  ce  que  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient  doit  être  le 
dividende  , il  suit  de  ce  qui  a été  démontré,  que  lorsque  le  di- 
vidende et  le  diviseur  ont  même  signe,  le  produit  doit  avoir  le 
signe  -f  y et  que  lorsqu’ils  ont  des  signes  différens,  ce  produit 
doit  avoir  le  signe — . 

Le  coefficient  du  quotient  doit  être  le  quotient  de  celui  du 
dividende , divisé  par  le  coefficient  du  diviseur , ce  qui,  résulte 
de  ce  que  le  coefficient  d’un  produit  est  le  produit  des  coefli- 
ciens  des  facteurs. 

Les  lettres  du  quotient  doivent  être  celles  du  dividende , non 
communes  au  diviseur,  quand  toutes  les  lettres  du  diviseur  le 
sont  au  dividende  : par  exemple  , le  produit  abc , divisé  par  ab , 
donne  c pour  quotient,  parceque  le  produit  de  ab  par  c est 
abc.  Lorsque  le  diviseur  renferme  en  outre  des  lettres  non 
communes  au  dividende , alors  la  division  ne  peut  plus  être 
qu’indiquée  , et  le  quotient  s’écrit  sous  forme  de  fraction  dont 
le  numérateur  est  le  produit  de  toutes  les  lettres  du  dividende, 
non  communes  au  diviseur , et  le  dénominateur  celui  de  toutes 
les  lettres  du  diviseur , non  communes  au  dividende  : ainsi  abc 

divisé  par  abm , donne  pour  quotient  —,  en  observant  qu’au 
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peut  supprimer , tant  au  dividende  qu’au  diviseur , le  facteur 
commun  ab , sans  altérer  le  quotient , et  qu’ainsi  la  division 

P 

se  réduit  à celle  de  c par  m.  Cette  notation  — , du  quotient , 
a déjà  été  employée  à l’égard  des  nombres.  Cependant  pour 
certaines  valeurs  numériques  de  c et  m,  la  fraction—  peut 
devenir  un  nombre  entier. 

Faisons  maintenant  abstraction  des  signes  et  des  coelE-' 
ciens , et  occupons-nous  de  la  division  de  deux  exponentielles 
.a?  ’ , 

d’une  même  lettre , savoir , de  — , p et  q étant  des  nombres 
entiers  positifr.  On  peut  avoir 

Si  l’on  observe  que  , d’après  ce  qui  a été  démontré,  à l’é- 
gard de  la  multiplication  de  deux  exponentielles  d’une  même 
lettre  , la  lettre  du  quotient  doit  encore  être  a , et  si  f on  dé- 
signe par  X l’exposant  inconnu  de  a dans  le  quotient,  on  doit 
avoir 

a'’ = ot  X o*=  » 

d’où  résulte  nécessairement  cette  égalité  entre  les  exposons 
p = q + x\ 

et  comme  en  retranchant  q de  part  et  d’autre , les  deux  restes 
sont  égaux , on  aura  la  suivante 

p — q-x CO, 

dans  laquelle  on  lit  que  l’exposant  du  quotient  est  égal  à celui 
du  dividende,  diminué  de  l’exposant  du  diviseur. 

Dans  le  second  cas, -on  a 

a^  = a'’  X a*  = a^*^ 

d’où  résulte  l’égalité  entre  les  exposons , . .1 
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p=p  + x , et  x=p— p=o (a)  ; 

donc  on  a pour  quotient  a*  = c®,  résultat  qu'il  s’apt  d’inter- 
préter. A cet  effet , nous  reprendrons  la  division  de  a’’  par  o^, 
qui  donne  pour  quotient  l’unité , et  comme  deux  quotien» 
^’une  mênie  division , sont  nécessairement  égaux , on  a donc 

c“=i, 

ce  qui  signifie  que  toute  quantité  élevée  à la  puissance  zéro , 
vaut  l’unité,  et  que  réciproquement  l'unité  peut  se  traduire 
en  <f.  Cette  coiiciusioa  a lieu  quel  que  soit  le  nombre  a. 

Dans  le  troisième  cas,  soit  q :s:p d,  d étant  l’excès  de 
q sur  P : on  aura  toujours 

aP  = X a*  ='o.p+^‘  , 

d’où  résulte,  en  égalant  les  exposans , puisque  l'ég^té  précé- 
dente ne  peut  a?oir  lieu  que  sous  cette  cotation , 

P = P + à-^x,  , , 

et  retranchant  p -f-'  d de  part  et  d’autre , on  obtient  enfin 

X = — d (3)  ; 

donc  le  quotient  est  or"**.  Pour  l’interpréter,  reprenons  la  divi- 
sion de  par  a?,  on  par  X n**  : en  effaçant  le  fac- 

teur a?  commun  au  ^vidende  et  au  diviseur , d’après  ce  qui 
a été  démontré  à l’égard  de  la  division  des  lettres , on  a pour 

quotient  ^ : donc  . .. 


ce  qui  donne  une  transformation  d’un  fréquent  usage  dans  le 
calcul  : pour  s’en  rendre  raison , on  se  rappellera  que 
n'est  autre  chose  que  la  lettre  a éorite  d fois  en  facteur  j donc. 
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4’aprie  l’acception  de«  signes , aH  doit  représenter  la  même 
lettre  a écrite  d fois  en  diviMur. 

La  règle  générale  à suivre  dans  la  division  de  deux  expo- 
nentielles de  même  lettre,  se  réduit  donc,  d’après  Us  résul- 
tats (i),  (a)  et  (3),  à écrire  la  lettre,  et  à lui  donner  pour 
exposant  celui  du  dividende,  diminué  de  l'exposant  du  di- 
viseur. 

Cet  énoncé  sera  bientât  généralisé , c’est-à-dire , étendu  à 
des  exposans  fractionnaires  positifs  et  négatifs  et  même  irra- 
tionnels. 

On  observera  que  si , par  rapport  aux  exponentielles , on 
•ût  suivi  la  règle  pour  la  division  des  lettres , on  n’aurait  pas 
rencontré  ces  deux  résultats  singuliers  a°,  a~^,  que  nous  n’a- 
vons pu  interpréter  qu’en  opérant  d’après  cette  règle  qui  nous 
a donné  deux  autres  expressions  des  mêmes  quotiens. 

La  transformation  a~^^  donne  le  mo^en  de  faire 

passer  une  quantité  de  la  forme  fiuctionnaire  i lai  forme  entière 
et  réciproquement.  Ensorte  qu’on  a ' ’ 


De  ce  que  o"  = o , il  suit  que 

I • 

9 

o”.“ô’ 

• O*** 

mms  d’ailleurs  --  — = o*  ; donc  ausM 

O 

o-  = ? 

O 

Ainsi  on  a toujours  a*  = 1 , excepté  pour  les  cas  de  a c=  o.  Si 
l’on  «ff««tU9  réellenent  Indivision  de  o par  o,  on  pourra  poser 
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au  quotient  un  nombre  quelconque  , puisque  tout  nombre 
multiplié  par  zéro,  donne  pour  produit  zéro  qui  est  ici  le 
dividende.  Ainsi  cette  expression . o“  est  tout  nombre  qu’on 

voudra.  Ce  résultat  ^ est  donc  ici  le  symptôme  d’une  indéter- 
mination. Cependant,  dans  bien  des  cas,  cette  expression  peut 
avoir  une  valeur  fixe  et  déterminée. 


Ces  règles  posées  pour  la  division  des  monomes  , nous 
passerons  de  suite  au  cas  de  deux  polynômes  à diviser  l’un  par 
l’autre.  La  règle  pour  opérer  cette  division,  se  trouve  dans 
l’énonçé  suivant  ; 


On  ordonnera  le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  eu  plus 
haut  exposant  d'une  même  lettre  prise  à volonté , c'est-à-dire 
qu’on  écrira  pour  premier  terme,  tant  au  dividende  qu'au  divi- 
seur, celui  qui  renferme  le  plus  haut  exposant  de  cette  lettre  , 
et  à la  suite  tous  les  autres  termes  sous-ordonnés  par  rapport 
aux  exposons  successifs  de  la  même  lettre,  puis  divisant  le 
premier  terme  du  dividende  par  celui  du  diviseur,  on  obtiendra 
un  terme  du  quotient  ; ce  terme  trouvé,  on  le  multipliera  par 
tous  ceux  du  diviseur , et  on  retranchera  le  produit  du  divi- 
dende. Cette  première  opération  faite , on  divisera  celui  des 
termes  du  dividende-reste,  qui  a le  plus  haut  exposant  par  le 
premier  terme  du  diviseur , et  on  obtiendra  le  second  terme  du 
quotient.  On  continuera  à procéder  de  la  même  manière. 

On  conçoit  que  le  quotient  obtenu  de  cette  manière , sera 
lui-même  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  cette 
lettre.  Nous  donnerons  la  démonstration  de  cette  règle  sur  des 
exemples. 


Soit 

k maltiplier  par. 

on  aura  ponr 
produit 


0*6  4-  aS6* 


0*6*  4-a6< 
atn^ 


iaT bm-ha^b'm-*- a^b*m  4-a*6*w (i) 

a®6»»»4-a*6*i»*4-a*6’m*-t-o*6<Di* (a) 

4-  a*6m>  4-a<6*m*4-a’6’n»^4-a’6*mS.(3) 
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On  remarquera,  1®.  que,  dans  ce  produit,  il  se  trouvera  un 
terme  qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a. 


a°.  Que  ce  terme  résulte  du  terme  analogue  du  multipli- 
cande par  le  terme  analogue  du  multiplicateur  (*). 

On  tire  de  là  cette  conclusion  : si  après  avoir  écrit  pour 
premier  terme,  tant  au  dividende  qu’au  diviseur,  celui  qui 
renferme  le  plus  haut  exposant  d’une  lettre  qui  est  a dans 
l’exemple  proposé,  on  divise  l’un  par  l’autre  , le  résultat  est  le 
terme  du  quotient , qui  renferme  aussi  la  plus  haute  puissance 
de  la  même  lettre.  ^ 


Ainsi , dans  notre  exemple , le  produit  étant  considéré  comme 
un  dividende , et  le  multiplicande  comme  un  diviseur , on  di- 
visera o7bm  par  a^b , ce  qui  donnera  a?m,  premier  terme  du 
quotient. 


Si  daits  un  dividende  proposé  on  distinguait,,  comme  ici, 
les  produits  partiels  numérotés  (1)  , (3)  et  (3),  il  y aurait  plu- 
sieurs manières  d’obtenir  le  premier  terme  du  quotient.  j 


1®.  ^ ^ a^b  m'ï  ^ c^b  f ^ 

s®,  f en  1 a^b"‘m  ( j a'b’^  f ce  qui  ) f 

3®.  l divisant  J a^Pm  ^ P®*"  \ pP  C donnerait  j Pm  C 

4°*  ' \ PPm  ' \ ab^J  ^ Pm  J 


ou  enfin  comme  le  produit  partiel  numéroté  (i)  est,  en  ne  fai- 
sant que  l’indiquer, 

( Pb  -f-  PP  -f-  pP  -1-  aP  ) Ptn, 

on  obtiendrait  encore  le  même  premier  terme  du  quotient,  en 
divisant  (jPb-\-PP-{-pPT^aP')  Pm  par  Pb-\-PP-\-pP-\-aP'  ; 


(')  J'entends  par  termes  analogues  dn  dividende  et  du  diviseur,  cenxtpii 
Tenfcrmcnt  la  plus  haute  puissance  de  la  même  leitic  a. 
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car  ce  dernier  poI}mome  étant  facteur  commun  au  dividende 

(Pfn 

et  au  diviseur , on  l’elFacerait  et  il  viendrait  — p-  ou  o*m. 


Il  est  donc  démontré  que , pour  obtenir  le  premier  terme 
du  quotient , il  suffit  de  diviser  l’un  par  l'autre  les  termes  du 
dividende  et  du  diviseur , qui  renferment  la  plus  haute  puis- 
sance d’une  même  lettre. 

D’où  l’on  peut  conclure  encore  que  la  division  de  ces  deux 
termes,  équivaut  à celle  de  tout  le  produit  partiel  numéroté  (i) 
par  le  multiplicande  qui  sert  de  diviseur. 

Donc  à cette  dernière  division  qu’on  devrait  réellement  faire, 
mais  qui  généralement  n‘est  pas  possible , à cause  des  réduc- 
tions de  termes  semblables , on  peut  substituer  la  première 
qui  l’est  toujours , et  qui , dÿ  plus  , donne  le  même  résultat. 

Ceci  fait,  on  multipliera  tout  le  diviseur  par  ce  premier 
terme  du  quotient , et  le  produit  représentera  la  partie  du  divi- 
dende, qui  a été  effectivement  divisée  par  le  diviseur,  d’après 
ce  que  nous  venons  de  remarquer;  on  soustraira  ensuite  ce 
produit  du  dividende , ce  qui  détruira  la  ligne  (i)  dans  notre 
exemple , ou  son  analogue  dans  un  autre. 

Ensuite  on  regarde  le  reste  qui  sé  compose  des  lignes  (a  y 
et  (3) , comme  un  nouveau  produit , ayant  toujours  le  même 
multiplicande  , et  pomr  multiplicateur  le  précédent  moins  son 
premier  terme , ensorte  qu’il  s’agit  encore , connaissant  ce  pro- 
duit et  le  multiplicande , de  trouver  le  multiplicateur  corres- 
pondant. Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire , s’applique 
donc  ici , et  on  en  conclut  qu’on  pourrait  se  dispenser  d’or- 
donner, en  prenant  à chaque  nouvelle  division,  dans  le  di- 
vidende , le  terme  de  plus  haut  exposant  d’une  lettre  choisie 
une  fois  pour  toutes , et  le  divisant  par  le  terme  analogue  du 
diviseur. 

Dans  l’exemple  . sur  lequel  nous  avons  raisonné , le  terme 
qui  renferme  la  pins  haute  puissance  de  U lettre  a,  était  uni-<> 
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(pie  ; mais  on  conçoit  qu'il  peut  s’en  rencontrer  plusieurs  de 
cette  espèce , ce  qui  serait  arrivé  dans  la  division  précédante , 
si  l’on  eût  ordonné  par  rapport  à la  lettre  b. 

Le  cas  analogue  sera  fourni  par  la  multiplication  de 

par -\r<im*-i-an* 

f a*bm-\-t^b*m-\-a^b^m  •j-a?b*m. (i) 

dont  le  pro-  J a^bn  +a®6*ii  (a) 

duit  est  J (3) 

V -\-à‘bn*  -^a^b^n*  ....  (4) 

Nous  supposerons  d’abord  qu’on  propose  de  diviser  le  pro- 
duit par  le  multiplicande. 

Dans  ce  cas , après  avoir  ordonné  le  dividende  et  le  divisenr , 
par  rapport  à la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a,  ce  qui 
donnera  au  dividende  deux  termes  de  plus  haut  exposant , oa 
commencera  indifféremment  la  division  par  l’un  ou  l’autre  de 
ces  deux  termes. 

£n  effet , si  c’est 

a®im  1 qu’on  divise  f edi  ) on  aura  pour  f a®m 
a®in  J par  I a^b  / quotient  i a*n 

Aussi  l’ordre  dans  lequel  se  présentent  ces  deux  termes  du  quo* 
tient  doit-il  être  indifférent , puisqu’ils  sont  de  même  exposant 
par  rapport  à la  lettre  a. 

L’un  ou  l’autre  de  ces  termes  trouvé , on  le  multiplie  par  le 
diviseur,  ce  qui  donne  l’une  des  deux  lignes  (i)  ou  (a),  puis 
on  fait  la  soustraction,  ce  qui  efface  l’une  de  ces  deux  lignes. 

Cela  fait , on  trouve  le  terme  du  quotient  de  même  exposant 
en  a que  le  précédent , en  divisant  l’autre  terme  de  même 
ordre  en  a du  dividende  par  le  premier  du  diviseur  : on  mul- 
tiplie le  diviseur  par  ce  nouveau  terme , et-  on  soustrait. 
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Alors  l'opératioa  se  continue  comme  dans  l’exemple  pré- 
cédent. 

On  étendrait  aisément  ce  que  nous  venons  de  dire  , an  cas 
où  les  termes  de  même  plus  haut  exposant  seraient  en  nombre 
quelconque  au  dividende  seulement. 

Nous  supposerons  pour  second  cas , qu’on  prenne  le  multi- 
plicateur dans  l’exemple  ci-dessus  pour  diviseur  ; et  alors  le 
dividende  et  le  diviseur  offrent  plusieurs  termes  d’un  même 
plus  haut  exposant. 

On  commencera  toujours , pour  plus  de  commodité  ^ par 
ordonner  le  dividende  et  le  diviseur  : ceçi  fait,  on  choisira 
parmi  les  termes  de  même  ordre  du  dividende  , celui  qui  est 
exactement  divisible  par  celui  qu’on  a écrit  le  premier  au  di- 
viseur; ou  , plus  généralement,  dans  les  termes  de  premier 
ordre  du  dividende  et  du  diviseur , on  en  prendra  deux  qui 
se  divisent  exactement.  Ainsi , dans  notre  exemple , on  di- 
visera 

a^bm)  Ç a^m)  . . 1 

La  raison  de  ce  procédé  est  que , si  l’on  divisait  a^bm  par  a’« , 

on  aurait  qui  ne  fait  pas  partie  du  multiplicande , et  qui 

conséquemment  ne  doit  pas  être  l’un  des  termes  du  quotient. 
Ce  quotient  obtenu , on  le  multipliera  par  tout  le  diviseur , 
puis  on  fera  la  soustraction.  Mais  on  remarquera  qu’alors  ou 
efface  à-la-fois  les  deux  termes  du  même  plus  haut  exposant , 
plus , les  deux  termes  et  a‘bn^. 

Il  sera  facile , d’après  ce  que  nous  venons  de  dire , de  ter- 
miner l’opération. 

Il  reste  à supposer  que  les  deux  facteurs  renferment  plu- 
sieurs termes  de  même  plus  haut  exposant  de  la  lettre  a ^ 
comme  si  l’on  avait 
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à multiplier  par ... . a’‘m-\-a*n•^•am^-^-an* 

r a^bm-i-a!‘bm‘-\-a^Pm-\-a^b*m 

. ,1  û®cm+a^cm*+<ï*i^/i 

produit  _ j +c^Pni'+t^b^m- 

(,  a^cn  -{-d‘cn*  +o*Mii* 


Le  multiplicande  est  pris  pour  diviseur.  On  chercherait  parmi 
les  quatre  termes  d’im  même  plus  haut  exposant  dans  le  divi- 
dende , ceux  qui  sont  exactement  divisibles  par  celui  qu’on  a 
écrit  le  premier  au  diviseur  ; on  divise  alors  l’un  quelconque 
de  ceux-là  par  ce  terme  du  diviseur  , ce  qui  donne  un  terme 
du  quotient  par  lequel  on  multiplie  le  diviseur , et  la  soustrac- 
tion de  ce  produit  elFace  ceux  des  termes  de  même  plus  haut 
exposant  du  dividende , qui , divisés  par  le  même  terme  du 
diviseur , donneraient  le  même  quotient. 

On  se  conduirait  d’une  manière  analogue  pour  trouver  le 
second  terme  du  quotient.  Il  sera  facile  de  généraliser  ce  que 
nous  venons  de  dire.  > 

Examinons  maintenant  ce  qui  aurait  lieu , si , dans  la  dIvi-> 
sion  de  deux  polynômes , on  s’écartait  des  principes  que  nous 
Tenons  de  poser.  En  divisant  o*  — ft*  par  a — b dans  l’ordre 
où  sont  écrits  les  termes  du  dividende  et  du  diviseur,  on  a pour 
quotient  a — & ; mais  si  l'on  essaie  la  division  de  ces  deux  po- 
lynômes, en  prenant  ù — a pour  diviseur , on  est  conduit  à cette 
opération,  qu’il  sera  facile  de  suivre  en  appliquant  les  règles  dé- 
montrées à l’égàrd  des  fcactioas  numériques. 
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O*  — i*  ^ ft  + a 

O*  s a*  a* 

-^^Q«ot  =5-~ï:  + F-S4+. 


etc. 


•+--  + - 
“ A ^ A» 


C* 

'F' 


■p 


■P“^ 

etc. 


Le  quotient  ne  s’arrête  pas  , puisqu’on  a toujours  un  reste,  et, 
quoique  donné  par  la  division  des  deux  mêmes  polynômes , il 
est  différent  du  premier  par  la  forme.  Nous  reviendrons  au 
chapitre  7 sur  ces  quotiens  qui  ne  se  terminent  pas , et  nous 
observerons  ici  que  cette  circonstance  tient  à ce  qu’on  ne  doit 
prendre  le  quotient  du  premier  terme  du  dividende  par  le  pre- 
mier terme  du  diviseur , pour  celui  de  tout  un  dividende  par- 
tiel par  la  totalité  du  diviseur,  qu’antant  que  les  polynômes 
sont  ordonnés,  ainsi  que  nous  l’avons  expliqué;  autrement  il 
faut  faire  la  division  complètement,  c’est-à-dire,  dans  cet 
exemple,  diviser  a*  — b*  ou  (a  — é)  (a-{-é)  par  6-f-a,  et 
alors  on  trouve  l’autre  facteur  a— b.  ■ 

On  reconnaîtra  qu’une  division  algébrique  est  terminée , 
' ou  qu’on  a obtenu  la  partie  entière  du  quotient , lorsque  le 
plus  haut  exposant  de  la  lettre  par  rapport  à laquelle  on  a 
ordonné,  est  moindre  dans  le  reste  qu’au  premier  terme  du 
diviseiu:. 


NOTE 
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N O T E V, 

SUR  LE  CHAPITRE  VI,  I*'  SECTION. 

Trouver  tous  les  diviseurs  d'un  Nombre. 

l 

1°. . .Soient  N un  nombre , et,  IS,  y,  etci  ses  facteurs  nom- 
bres premiers  (♦)  : le  nombre  i\'^  pourra  toujours  être  représenté 
par  etc.  En  effet  la  méthode  à suivre  pour  décom- 

poser le  nombre  N en  ses  facteurs  nombres  premiers  (^Arith.') , 
consiste  à essayer  la  division  de  N successivement  par  les  nom- 
bres a,  3,  5,7,  etc.  Lorsque  la  division  réussit  par  le  nombre 
premier  et , que  je  suppose  être  le  plus  petit  des  diviseurs  de 
cette  espèce , on  la  répète  autant  de  fois  qu’il  est  possible  , 
m fois , par  exemple , et  désignant  le  quotient  par  P , on  a. 
N = etT'.P  , le  nombre  P n’étant  plus  divisible  par  a.  (**)  , ni 
par  un  nombre  premier  •<[  «,  puisqu’alors  et  ne  serait  plus, 
comme  on  l’a  supposé , le  plus  petit  nombre  premier  diviseur 
de  N.  On  trouvera  successivement  P =$''  Q,  Q=y''R,  etc. 
ce  qui  donne  iV  = «"’|3"5.'’etc.  en  observant  que  le  dernier  des 
quotiens  P,  Q,  R,  etc.  sera  nécessairement  un  nombre  premier. 

Si  après  avoir  essayé  la  division  du  nombre  N par  les  nom- 
bres 2,3,5,  7,  etc.  jusqu’à  la  racine  carrée  de  N,  qu’on 
note  ainsi  j/iV , on  n’en  trouve  aucun  qui  divise  N,  on  sera 
certain  que  N est  un  nombre  premier  -,  car , supposons  que 
N soit  divisible  par  un  nombre  premier  fl  >■  \/ V , et  désignons 
le  quotient  par  T : dans  l’hypothèse  actuelle , le  quotient  T 
du  nombre  N par  ô,  est  moindre  que  celui  de  N par  sa  racine 


C)  J’ai  licflni  en  aritiimtltiqiie,  les  nombres  premiers  considères  isolément, 
et  les  nombres  premiers  entr’enx. 

On  démontrera  que  si  C ne  divise  pas  *,  il  ne  divisera  pas  «"  , 
^u«  y ne  divisant  pas  C,  ne  pourra  diviser  C”,  et  ainsi  de  suite. 

Hh 
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carrée , ou  moindre  que  la  racine  carrée  de  N,  parceque  si  l’on 
divise  le  produit  de  deux  facteurs  par  un  nombre  plus  grand 
que  l’un  de  ces  facteurs  , on  aura  un  quotient  plus  petit  que 
l’autre  ; donc  le  nombre  N serait  divisible  par  un  nombre 
T moindre  que|/^iV,  et,  à fortiori,  par  un  nombre  premier 
moindre  que  cequi  est  contre  l’hypothèse. 

Maintenant  pour  trouver  les  /liviseurs  autres  que  les  nombres 
premiers  et,  fi  ,y,S‘,  etc.  supposons  qu’on  ait  iV=s  J* , oa 
reprendra  les  divisions 

ci^Cyl. 
et  Cyf 

yS 
J' 

etCyf",  £yi',  y^,  ^ étant  les  quotiens  successifs  correspondah* 
aux  diviseurs  et,  et , C , y et  puis  on  fonnera  les  bgnes 

1° «; 

fl° 

S” C,et£,el<‘S-, 

4“ 

5® etj~,  C i',y}‘,  , et  Ci',  ttKi,  etyi',  CyS',  tt*yi', 

etCyi,  et’‘Cyi, 

dont  chacune  renferme  les  produits  de  tous  les  diviseurs  déjà 
formés  qui  se  trouvent  au-dessus , par  le  diviseur  nombre  pre- 
mier qui  est  en  tête  de  la  bgne.  Il  est  visible  que  chacun  de 
ces  produits  est  diviseur  du  nombre  N , puisqu'il  n’est  aucun 
d’eux  qui  n’ait  pour  facteurs  les  diviseurs  même  de  N ; d’ail- 
leurs et  ne  peut  être  au  plus  que  deux  fois  facteur  dans  l’un 
quelconque  des  diviseurs , £ , y et  i'  ne  peuvent  l’être  qu’una 
fois  ; donc  on  ne  peut  avoir  d’autres  diviseurs  que  les  pré- 
cédens. 

Ainsi  pour  le  nombre  lao,  on  a ce  tableau  de  diviseurs 


et 

et 

C 

y 

i 
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1 

120 

2 

60 

2,  4 

3o 

2,8 

i5 

3,  S,  12,  24 

5 

5,  10,  i5,  20 

En  général,  le  nombre  N étant  réduit  à la  forme 
âura  pour  diviseurs  tous  les  nombres  résultans  de  toutes  les 
Combinaisons  que  l’on  pourra  former  en  prenant  successive- 
ment pour  m,  n,p,  q les  nombres  depuis  zéro  jusqu’à  m, 
depuis  zéro  jusqu’à  n , de  zéro  à p et  à q.  On  obtiendra  toutes 
ces  combinaisons  en  développant  le  produit 


. .C-)  (y+y'+y\  . .+y) 

dont  le  nombre  des  termes,  le  même  que  celui  des  diviseurs, 
sera 

(m+O  (n+i)  (p+i)  (q  + i),etc. 

En  effet,  en  supposant  N = tt'”S’'yP,  le  produit  des  trois  poly- 
nômes se  composera , i°.  de  la  somme  <t°  -f-  . . . . -f-  a'" , 

multipliée  par  le  produit  C°y° , ou  par  l’unité  ; de  là  somme 
go  f -f-  , multipliée  par  le  produit  «y,  ou  par 

l’unité  ; de  la  somme  -f-  >*-)-  .•••  + >'’ , multipliée  par  le 
produit  qui  est  l’unité.  Or  tous  ces  termes  du  produit  sont 
évidemment  diviseurs  de  et  réciproquement  tout  diviseur 
de  N,  d’une  seule  lettre , est  l’un  de  ces  termes  ; 2°.  du  poly-» 
nome  a*  . . . . + a"  , multiplié  par  C -f-, , . .-f-C"  et  par  y°  ; 
plus  du  produit  a*  -f  • * • • + <*'"  paf  >'  + • • • •>'’  par  ; plus 

du  produite*  -f- . . . . -f- S" par  5^'  -f-, -f-yPpar  a“.  T'ous  ces 

produits  de  deux  lettres  , puisque  le  troisième  .facteur  est 
l’unité,  ayant  chacune  tous  les  exposans  de  1 à m,  de  1 à « 
et  de  1 à p,  sont  autant  de  diviseurs  de  A^;  et  réciproquement 
les  diviseurs  de  deux  lettres  de  A^,  devant  diviser  a^C",  et’"yP, 
6”yP  ne  peuvent  être  que  .les  termes  de  ce  produit;  3“.  da 
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par  C'  +. . .-f-  par  y'  -j-  . . . + 3^>  produits 
de  trois  lettres  sous  tous  les  exposans  de  i à m pour  a,  de  i 
à n pour  C,  et  de  i àp  pour  y.  Il  est  visible  que  tout  diviseur 
de  et'”C''yf’  ne  peut  être  que  l’un  de  ces  produits.  Qu’on  effectue 
d’ailleurs  le  calcul  pour  m=2,  n-==.i , p — i , q = i,eton 
trouvera  le  tableau  ci-dessus  des  diviseurs  du  nombre  a.’^CyS'. 

Le  nombre  36o  étant  X 3*  X 5 , on  formera  tous  les 
termes  du  produit 

(i  + a+4  + 8)  (1+3  + 9)  (>+5) 

dont  le  nombre , qui  sera  celui  des  diviseurs , est 

(3  + 1)  (a  + i)  (1  + 0 = 24. 

Lorsqu’on  connaît  tous  les  diviseurs  nombres  premiers  d’un 
nombre , il  est  aisé  de  trouver  le  plus  grand  carré  diviseur 
exact  du-  nombre.  En  effet,  un  nombre  étant  de  la  forme 
ttK^y^i',  on  pourra  l’écrire  ainsi  (<^6“^‘^)’*f<^,  et  alors  aC’^y* 
sera  le  nombre  cherché.  Pour  lao  ce  nombre  est  4> 

N O T E V I, 

SUR  LES  CHAPITRES  VII,  VIII,  IX,  X,  I"'  SECTION. 

Des  Fractions  littérales. 

Nous  avons  vu  dans  la  division  de  deux  monomes , que 
lorsque  certaines  lettres  , facteurs  dans  le  dividende  , ne  se 
trouvaient  pas  au  diviseur,  et  réciproquement,  le  quotient  ne 
pouvait  être  qu’indiqué , et  qu’on  le, représentait  alors  par  une 
fraction  ayant  pour  numérateur  le  produit  des  lettres  du  di- 
vidende , non  communes  au  diviseur , et  pour  dénominateur 
celui  des  lettres  du  diviseur,  non  communes  au  dividénde,  et 
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qu’ainsi  on  arait , par  exemple , 

abmn ab- 

cdmn  c3" 

On  observera  que  la  fraction  ^ peut  bien  être  un  nombre 

entier  pour  certaines  valeurs  numériques  des  lettres  a,  b , c et 
d comme  si  l'on  avait  a=4>  bz=S,  c—a,  -,  mais 

que , généralement  parlant , elle  sera  une  fraction  numérique 
pouvant  être  réduite  à une  plus  simple  expression. 

Quoique  ces  fractions  littérales  partagent  les  propriétés 
des  fractions  numériques  , et  qu’elles  en  suivent  les  règles  , 
puisqu’en  dernier  résultat , elles  doivent  être  évaluées  en 
nombre,  néanmoins  nous  en  établirons  la  théorie  autrement 
qu’on  ne  le  fait  en  arithmétique  , en  partant  de  ce  principe 
évident , que  si  l'on  opère  de  la  même  manière  sur  les  deux 
membres  d'une  égalité , c’est  - à - dire  , sur  deux  quantités 
ou  sur  deux  nombres  équivalons , les  résultats  sont  toujours 
égaux.  C’est  en  passant  ainsi  de  la  notation  fractionnaire  à 
l’algorithme  de  l’égalité,  que  la  marche  à suivre  dans  la  re- 
cherche des  propriétés  et  des  règles , devient  simple  et  uni- 
forme. • 

X ...  V 

Soit  donc  l’égalité  ' 

a~b.v...{i) 

qu’on  divise  de  part  et  d’autre  par  b qui  n’a  pas  de  facteur 
commun  avec  a,  on  aura 


..(a). 


Ainsi  V représentera  la  valeur  de  la  fraction  j , ou  le  quo- 
tient de  la  division  de  a par  b. 


$ 
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Si  l’on  muldplie  par  m les  deux  membres  de  l’égalité  (i)^ 
on  aura  ces  deux  résultats  équivalens 


ma  = mb.v. . .(3)  : 

divisant  de  part  et  d’autre  par  mb , pour  avoir  v , on  parvient 
cette  propriété  connue 


ma 

mb 


m étant  un  nombre  quelconque  entier  ou  fractionnaire. 

Donc  on  ne  change 
pliant  ou  divisant  ses  deux  termes  par  un  même  nombre. 

Si  on  divise  par  b les  deux  membres  de  l’égalité  (3),  on 
obtient  la  suivante 


pas  la  valeur  d'une  fraction  en  multi^ 


ma 

m X v. 


(5). 


L’égalité  ( 1 ) peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 


O = X mv. ...  (6) , 

de  laquelle  on  tire,  en  divisant  de  part  et  d’autre  par  ~ ^ > 

~=7nX  v....(7). 

-b 

m 

Les  égalités  (5)  et  (7)  démontrent  qu’on  multiplie  une  frac-^ 
tion  par  m,  soit  en  multipliant  son  numérateur , soit  en  divi-r 
tant  son  dénominateur  par  m. 

Les  égalités  évidentes 

(8) ^ = 6X^,  a = mix^ (9),' 

nt  rn  m 
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divisées,  la  première  par  b et  la  secoade  par  mb  pour  avoir 

— , donnent 
m 


D’où  l’on  voit  (|ue  pour  diviser  une  fraction  par  m,  il  faut 
ou  diviser  son  numérateur  par  m , ou  multiplier  son  dènomi~ 
nateur  par  m. 

a 

On  observera  que  dans  ~ , le  nnmératenr  est  — , et  le  dé« 
* O m 

nominateur  ù,  et  qu’on  emploie  le  plus  grand  trait  pour  sé- 
parer le  numérateur  du. dénominateur. 

Soient  maintenant  les  deux  égalités 


(*2) a = b.v\  a'  = b.i^ (i3) 


qui  correspondent  aux  fractions 


lesquelles  ont  même  dénominateur  ; si  on  les  ajoute  membre 
à membre,  on  aura 

' 

a-f-a'  =iv+  = + 


*t  divisant  de  part  et  d’antre  par  b,  pour  avoir  la  somme' 
cherchée  v s/,  il  vient 


4-1/'. 


(i4). 


Donc  pour  clouter  deux  fractions  qui  ont  même  dénomina- 
teur , U faut  faire  la  somme  des  numérateurs,  et  la  diviser  par 
ie  dénominateur  commun,  > 


e 
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Si  on  opère  sur  les  deux  égalités  (12)  et  (i3),  par  voie 
de  soustraction , on  obtiendra  cette  différence 


résultat  qui  donne  une  règle  connue. 

Supposons  que  les  deux  fractions  soient  de  dénomination 
différente,  ou  qu’on  ait  les  égalités 

a — b.v,  a'  = 1/ : 

on  pourra  multiplier  les  deux  membres  de  la  première  par  b* 
et  ceux  de  la  seconde  par  b , opération  qui  donnera 

ab'z=bb'v,  a'b^.bb'v'-,  ‘ 

puis  ajoutant  et  soustrayant,  on  trouve 

ai'  ±1  a'A  = W'  ( V ±:  1/  ) ; 

le  double  signe  ± indiquant  l’addition  et  la  soustraction  : 
divisant  de  part  et  d’autre  par  ii'  pour  avoir  la  somme  et 
la  différence  cherchée  v it  , on  trouvera 


ab'  ±L  db 

W'  ' 


■ V3ZV 


d’où  l’on  tire  la  règle  connue  pour  l'addition  et  la  soustraction, 
des  fractions  non  réduites  au  même  dénominateur. 

Il  serait  sans  doute  plus  simple  de  recourir  à la  propriété 
(4)  pour  réduire  au  même  dénominateur  les  fractions 


mais  nous  avons  pour  but  de  faire  voir  que  le  principe  de 
l'égalité  suffit  pour  établir  toute  la  doctrine  des  fractions, 
pfous  avons*  donné  la  règle  pour  multiplier  une  fraction  par 
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un  entier  m , laquelle  convient  encore  à la  multiplication  d’un 
entier  par  une  fraction.  Nous  allons  supposer  maintenant  qu'on 
ait  deux  fractions  à multiplier  l'une  par  l’autre. 

Soient  les  deux  égalités 

a — b.v,  ci  = y.v'; 


en  les  multipliant  membre  à membre , les  deux  produits  seront 
égaux,  c’est-à-dire  qu’on  aura 

ael  — bV , v\i  ; 

et  divisant  par  bb'  de  part  et  d’autre  pour  avoir  le  produit 
W qu’on  cherche , on  obtiendra 


ad 

W, 


= v/....  (17); 


Donc  le  produit  de  deux  fractions,  est  unefraction  ayantpour 
numérateur  le  produit  des  numérateurs,  et  pour  dénominateur 
celui  des  dénominateurs. 


Reste  à diviser  un  entier  par  une  fraction  et  deux  frac- 
tions l’une  par  l’autre. 


Soient , pour  le  premier  cas , les  deux  égalités 


■ m=  771  ; a — b.v, 

li  on  les  divise  l’une  par  l’autre , on  aura  les  deux  quotiens 
égaux 

, 771  ni  ^ ■ 

a i. V ’ ' 

et  multipliant  de  part  et  d’autre  par  b , pour  avoir  l’expres- 
sion cherchée  de  — , on  trouvera 

V 

* mb  771 
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Donc  pour  diviser  un  entier  par  une  fraction,  ü faut  mul^ 
tiplier  l’entier  par  la  fraction-  diviseur  renversée. 

Pour  traiter  le  second  cas , on  partira  des  deux  égalités 
a=b.v,  a'  z=.b'  .v' , 

lesquelles  divisées  membre  à membre , donnent  les  quodens 
égaux 

a h.v 

V ~ïr7"' 

muldpliant  de  part  et  d’autre  par  b'  et  divisant  par  b,  afin 
d’en  revenir  à l’expression  de  , on  parviendra  à 


Donc  pour  opérer  la  division  de  deux  fractions , il  faut 
multiplier  la  fraction-dividende  par  la  fraction-diviseur  ren- 
versée. 

NOTE  VII, 

SUR  LES  CHAPITRES  XII,  XIII,  XV,  XVIl!, 
XIX,  P"  SECTION, 

Des  Radicaux, 

h A puissance  de  l’ordre  m d’une  quantité , m étant  un 
nombre  entier  et  positif , est  le  produit  de  cette  quantité  mul- 
tipliée m — 1 fois  de  suite  par  elle -même,  ouïe  produit 
de  cètte  quantité  m fois  facteur;  Ainsi  on  a 

(oT)”  — a’’"-,  {afbi<fY  = = {aFY  X (AO™  X (c')"*  '► 

a”  /(fbf\"‘  _(afbiY 

b)  ) ~ <f>'d"'\  ~ (c'd‘Y  * 
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Toute  puissance  de  degré  pair  d'une  efuantité  positive  ou 
négative  , est  nécessairement  positive.  En  eiTet  am  étant  la 
formule  des  nombres  pairs  ^ on  a 

2®.  Toute  puissance  de  degré  impair  d'une  quantité  est  de 
même  signe  que  cette  quantité.  La  formule  générale  des 
nombres  impairs  est  sm  + i , et  on  a 

(±  a)»"'+‘ =3  (±a)“*»  X ( ±a)  = a*"  X = . 

zh  se  prononçant  -f-  ou  — . 

' La  quantité  qui  a été  élevée  à une  puissance,  se  nommé 
racine  de  cette  puissance  ; ainsi  la  racine  du  degré  m d’uné 
puissance  , est  cette  quantité  qu’il  a fallu  multiplier  m — i 
fois  par  elle-même , pour  avoir  la  puissance  en  question.  La 
racine  de  l’ordre  m,  ou  la  racine  de  a’”’’  sera  donc  eé’f 

puisque  ( op )"  = a'")’ , de  a”'t’b”'i  sera  de  sera 

b “ I 

Dans  ces  exemples,  l’exposant  de  la  puissance  est  exacte- 
ment divisible  par  l’indice  mde  la  racine  à extraire.  On  conclut 
de  cette  définition  d’une  racine  et  des  exemples  donnés,  t®.  que 
la  racine  d’un  produit  est  le  produit  de  cette  même  racine 
de  chacun  des  facteurs  ; 2®.  que  la  racine  d’une  fraction  est 
le  quotient  entre  les  racines  de  même  ordre  du  numérateur  et  du 
dénominateur.  ' 

Supposons  maintenant  qu’on  mt  à extraire  la  racine  7n'”“ 
de  àP , l’exposant  p de  la  puissance  n'étant  plus  exactement 
divisible  par  l’indice  m de  la  racine  à extraire.  Puisque  dans 
le  cas  où  l’exposant  p dè  a est  divisiUe  par  m , la  racine 

£ • 

jn'"'  de  oP  est  a"*,  il  parait  fort  naturel  d’employer  encore  cette 

notation  dans  l’hypothèse  présente  : alors  la  racine  ne  pourra 
plus  s’obtenir  exactenieirt  , on  ne  l’aura  qu’approchée.  Ces 
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exposans  fractionnaires  indiqueront  donc  des  racines  de  puis- 
sances imparfaites.  Pour  éclaircir  cette  notation , supposons 
qu’on  ait  à extraire  la  racine  quarrée  de  a’  ou  de  8 ; on  pourra 
du  moins  regarder  8 comme  le  quarré  d’un  nombre  <t  car  si 
ce  nombre  et  ne  peut  être  assigné  exactement , il  pourra  l’être 
avec  une  approximation  telle  que  l’erreur  entre  8 et  et* 
soit  moindre  que  tout  nombre  donné  , quelque  petit  qu’il 

S 

soit  (^Arith.  ) ; on  aura  donc  sensiblementpour  racine  et*,  ou 

remettant  a®  pour  et*,  on  aura  la  racine  a*.  Nous  verrons 
plus  loin  que  ces  sortes  de  racines  ne  peuvent  être  exprimées 
ni  par  des  entiers , ni  par  des  fractions  , et  qu’elles  sont  né- 
cessairement des  fractions  décimales  qui  ne  s’arrêtent  pas , 
et  qui  sont  incommensurables. 

Pour  indiquer  une  racine  à extraire , on  est  convenu  ( note  5) 
d’employerce  signe"'/  qui  n’est  autre  chose  que  la  lettre  initiale 
du  mot  racine , déformée  ; on  le  place  en  avant  de  la  puis- 
sance , et  on  écrit  dans  l’ouverture  l’indice  m de  la  racine  à 
extraire.  On  a donc  ces  deux  expressions  synonimes 

P 

I»  — 

S’il  ne  s’agissait  que  d’une  racine  quarrée  , on  écrirait  simple- 
ment ^ aP  sans  l’indice  2 , ainsi  que  nous  l’avons  déjà  fait. 

, On  aura  donc  généralement , d’après  les  conventions  faites 
et  la  règle  donnée,  qui  s’étend  alors  aux  deux  cas , 


tn  

{/aP.  bi.  c' 


m m wt  ^ L î.  i 

= yaP  X X l/c'  Z=  a"*  X X C" 


- m m 

YaP.bi_\/’a!‘'X.Vbi 

tn  m 

\/7d’  V'c'  X yd? 


i.  t. 

a"*  X b'^ 


c”  X ^ 


On  déduit  de  là  cette  décomposition 
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S » 3 

^3y8ooo=  0^.3^. 5^. n. J =2.3.5  v i4  = 3o  14; 

ce  qui  fait  voir  que  l’opération  arithmétique  pour  extraire  la 
racine  troisième  de  SySooo , se  réduit  à celle  de  la  même 
racine  du  nombre  i4  > que  préliminairement  on  a décomposé 
le  nombre  proposé  en  ses  facteurs  nombres  premiers.  On  aura 
de  même 

s 3 

V4378000  a'°  c‘^  = 3o \/i^ac. 

Deux  ou  plusieurs  radicaux  de  même  indice  , sont  dits  de 
même  dénomination  ; et  ils  sont  réputés  de  dénominations 
différentes  quand  ils  portent  des  indices  différens.  Dans  ce 
dernier  cas  , on  peut  quelquefois  les  rappeler  à une  même 
dénomination  ; ce  qui  a lieu  à l’égard  des  deux  suivans 

^ 6 4 3 » « ■ 

et  = o^".  i?  = a“ . ^ cdbf‘  = \/ a^b^. 

Les  radicaux  sont  de  nouvelles  quantités  sur  lesquelle» 
nous  aurons  à pratiquer  toutes  les  opérations  précédemment 
effectuées  sur  les  quantités  rationnelles  : nous  commencerons 
donc  par  l’addition  et  la  soustraction.  Généralement  ces  opé- 
rations ne  peuvent  qu’être  indiquées , ainsi  qu’il  arrive  si  l’on 

s 

a à faire  la  somme  de  y'a,  ci[/b , 5 j/c,  qui  est  j/a  -f-  2 \/b 

3 4 

-f- 5 j/c.  Mais  -j-  J/a’è  2 \/a^b  ~^yd^b-,  5 j/c  b 

— 3 ^ab  — 2 yab.  Dans  ces  deux  derniers  exemples  , on 
a pu  pratiquer  la  réduction  , pareeque  les  radicaux  ont  ' 
même  indice  , et  qu’ils  couvrent  les  mêmes  quantités , au- 
quel» ils  sont  dits  semblables  ; souvent  cette  similitude  ne  se 
découvre  qu’ après  qu’on  a simplifié  les  radicaux , et  elle  est 
indépendante  des  coefBciens.  C’est  ainsi  que  dans  l’exemple 

3 . 3 3 

suivant,  3b  y'üdb'^  Say^udb^ — 2a^b*,  on  a 
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3 3 3 

5J }/ 20^ b'’  — Zb^ a? . 2o*à*  = Zab aa^b* , 

3 3 ______  3 

8a \/ aa“ = 8a\/ b‘ . tia'b^  — 8ab ^ aa'è* , 


et  pour  somme  effective  i^b  aa^b*.  On  a de  même 

' y'àt^  -f-  y<^b^  = ( i -|-  ai  ) j/a. 

On  a démontré  (io8)  cette  formule 

t 

- m m m 

Y afbUf.'  = t/a'’  X t^i^  X 

dans  laquelle  on  lit  cette  règle,  pour  multiplier  entre  eux  un 
nombre  quelconque  de  radicaux  d’un  même  indice  : faites  le 
produit  des  lettres  qui  sont  sous  les  radicaux  facteurs , et 
couvrez-le  du  radical  commun. 

Supposons  que  les  radicaux  portent  des  indices  dilTérens, 

m m' 

et  qu'on  ait  à faire,  par  exemple , le  produit  ycf  par  i/i’j 

. 2.  1 

ou  celui  de  a""  par  b'"'  : on  fera  rentrer  ce  cas  dans  le  pré- 
cédent , en  réduisant  au  même  dénominateur  les  fractions  — , 

m 


r,  et  on  aura 


P f 


pm 


^ YaP  X Y^’’  = n"‘i"‘'  = a"'"“'  X i"”"'  = i/o'”"'  X V/i’™ 


On  aura  de  même  le  produit  des  trois  radicaux 

. !f  f '*  **  f 

W m m f,  JL  y 

V^n'’X  y i’XV'c''  = a"‘x6'“''Xc'“*'=  a’"'"''""xi'"'"'™''Xc'"”'"JL‘^ 

* , « ““ 

m w»* 
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Nous  ne  relaterons  pas  ici  la  règle  , parœque  l’énoncé  en 
serait  fort  compliqué  , et  que  d’ailleurs  elle  est  donnée  par 
celle  qu’on  suit  pour  réduire  plusieurs  fractions  à une  com- 
mune dénomination. 

La  règle  pour  diviser  deux  radicaux  d’une  même  dénomi- 
nation , se  lit  dans  cette  formule  trouvée , 


K ï » » 

l/F 

et  il  reste  à l’étendre  an  quotient  de  deux  radicaux  qui  n’ont 

f 

tn  m 

pas  même  dénomination.  Soit  donc  à diviser  \/af  par 
£.  L 

ou  a"‘  par  é'"',  en  passant  des  radicaux  aux  exposans  frac- 
tionnaires. On  a 

r f r 

fn  P pm  mit  jnm 

a"  V/F^'  I /F“' 

~ ~ — — ' 
m a am  mm  ^ . t/* 


l/F 


l/é«"> 


On  peut  d’ailleurs  supposer  sous  les  radicaux  un  nombce 
quelconque  de  facteurs , et  il  sera  facile  d’assigner  le  quotient, 
en  opérant  d’après  ce  qui  a été  dit. 

Faisons  maintenant  a=,b  dans  la  formule 

m m - 

X vbf  = yar.  : 

elle  deviendra,  en  passant  des  radicaux  aux  exposans  frac- 
tionnaires , 

* 

?.  î.  ” t±l  f + 1 

c'"  X l/o?-^»  = a "•  =:  a"*  ”. 

Donc  la  règle  démontrée , à l’égârd  des  exposans  entiers  posi- 
tifs , s’étend  aux  exposans  fractionnaires  positifs. 


J 
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Dans  la  même  hypothèse  & = c,  le  résultat 

; 

î/aP  I 

T"  “K  6’’ 

|/6* 

devient 

° =:  a ” = a"  ”* 

û"* 

autre  extension  de  la  règle  donnée  aux  exposans  fraction- 
naires positifs. 

Dans  la  supposition  permise  de  p=o,  la  formule  pré- 
précédente devient 

ï 


transformation  démontrée  dans  le  cas  de  1 exposant  entier  , 
et  qui  convient  encore  à l’exposant  fractionnaire.  Qu’on 
pose  maintenant  les  deux  égalités 


■=  a 


et  qu’on  les  multiplie  membre  à membre,  on  aura  les  pro- 
duits égaux 

1 1 


?.  _1 
• =a~"‘.X“  "t 


ou  bien 


£ 1 £+  1 
fjmgm  a.m  m ^ 

£_1  -£  _i 

a”  <*  ® = a *”  X a 


On 
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On  volt  donc  que  les  exponentielles  à eXposans  entiers  et  à 
exposans  fractionnaires  négatifs , suivent  la  même  règle  dans 

_f  11 

leur  multiplication.  La  division  de  a ” pâr  a " donne  pour 
quotient 

1 


-i.  1.  Z. 

a " 1 


Or  l’exposant  du  quotient,  ^ l’exposant  du 

dividende  moins  celui  du  diviseur , ce  qui  est  une  généralité 
de  la  règle  relative  à la  division  des  exponentielles. 

L’exposant  étant  un  nombre  tel  que  qu’on  ne  peut 
assigner  exactement , on  pourra  du  moins  supposer  qu’on 
ait  extrait  cette  racine  avec  une  approximation  suffisante  et 
telle  que  l'erreur  soit  négligeable , ensorte  que  cet  exposant 
sera  une  fraction  décimale  terminée  qu’on  pourra  remplacer 
par  une  fraction  ordinaire  ; alors  ces  exponentielles  suivront 
en  tout  les  règles  précédemment  démontrées. 

Passons  à l’extraction  des  racines  des  radicaux,  et  soit 

n ^ 

^o*  dont  on  demande  la  racine  , ce  qu’on  indiquera  de  ■ 
" */ — 

cette  maniéré  y y : on  posera  • . 

. n n 

y ya‘-=.x,  d’où  v^o'=cir",  et  c'=a;*'", 

en  élevant,  i°.  à la  puissance  m,  a®,  à la  puissance  n.  Extrayant 
la  racine  mn*”’  des  deux  membres  de  la  dernière  égalité , on 
reviendra  à cette  autre  énonciation  de  x. 


li 
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On  troQverait  par  un  semblable  calcul 


, / " P , m«p1_ 

K y yya'=:  ya‘. 


Ainsi,  par  exemple,  la  racine  19'  d’un  nombre  a,  peuf 

être  transformée  en  y a , c’est-à-dire  qu’après  avoir  dé- 

composé le  nombre  la  en  tes  facteurs  nombres  premiers, 
3 , 9,9,  on  prendra  la  racine  carrée  du  nomlnre , du  résultat 
la  racine  carrée , et  de  celui-ci  la  racine  cubique.  L’extrac- 
tion d’une  racine  36^“'  exigera  donc  au  plus  celle  d’une  ra- 
cine cubique , puisque  le  plus  grand  facteur  nombre  premier 
de  36  est  3. 

Nous  verrons  bientôt  que  tout  radical  imaginaire  le  devient 
par  y — 1 qui  s’introduit  en  facteur;  il  nous  suffira  donc  de 
donner  la  règle  pour  multiplier  \/  — 1 par  y — r . Or  mul- 
tiplier v/—  1 par  y—i,  c’est  prendre  le  carré  de  y — 1 ; 
c’est  donc  repasser  à la  quantité  qui  est  sous  le  radical.  On 
a donc  - . 


y—ixy—i~ — 1. 

Ainsi , quoique  les  facteurs  soient  imaginaires , le  produit  est 
cependant  réel , c’est-à-dire  qu’il  est  un  nombre  de  l’espèce 
de  ceux  que  nous  connaissons.  Nous  avons  déjà  remarqué  que 
l’ima^narité  disparaissait  dans  la  somme  des  nombres  6-f-  y— 4 
et  6 — J/’— 4-  On  ne  peut  pas  dire  que 


V'—i  X v^—i  = /+  1 

comme  on  pourrait  le  conclure  de  la  règle  pour  multiplier 
deux  radicaux  d’tm  même  indice  ; car  supposant  x = — t , 

soit,  s’il  est  possible, 

x*î=±:  1 ; 

on  aurait  en  prenant  le  signe  supérieur , et  extrayant  la  ra- 


Digitized  by  Google 


499 


NOTES. 

cine  carrée  de  part  et  d’autre, 

x — y—i=±.i, 

ce  qui  est  absurde,  puisqu’un  nombre  imaginaire  serait  égal 
à un  nombre  réel. 

Soit  l’égalité  parfaite 

en  extrayant  la  racine  carrée  de  part  et  d’antre , on  aura 
celle-ci 

y/c—  b X ]/a=  V'Cc— é)a; 

et,  sous  la  relation  &>'C , ou  dans  l’hjpothèse,  par  exemple , 
i s c -|-  1 > elle  devient,  ( note  a ) , 

y/— 1 X y/a  = v/^ , 

transformation  utile , et  qui  fait  voir  que  toute  racine  imagi- 
naire n’est  telle  que  par  le  facteur  i . On  eu  déduirait , 
en  y écrivant  ah  pour  a, 

1*. . . y/ —ab  =:  y'ab  X V — i = V^.Vb.V — t 

= |/ây/ — 3; 

a*.. .y/ — axy^-— 3 = ^ — 1 V/ay/ — i i/3 

=y/— 1 V^— 1 v^o3  = — 

résultats  qu’il  faut  bien  retenir. 

Que  l’on  divise  par  les  deux  membres  de  l’égalité 
absolue 

y'—i'x  ]/as=  y/— ""i  X y/'o> 

on  aura 

a 
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et  conséquemment  de  la  premièré  à la  dernière  transfomtatlon  ÿ 


/O  ® ^ V^® I j/® 

— -jTïT^m-p^  — K F 

On  voit  que,  dans  cet  exemple,  l’imaginaire  i/ — i dispa- 
raît encore  , ou  qu’elle  ne  passe  pas  dans  le  résultat  qui 
est  réel.  Ainsi  les  imaginaires  ne  doivent  .pas  être  rejetées. 
On  conclut  encore  de  ce  qui  précède  qu’il  n’y  a en  Algèbre 
que  la  seule  imaginaire  V/ — z . 

Tousles  nombres  entiers  et  positifs  sont  évidemment  compris 
dans  l’une  de  ces  quatre  formules  : . . 

4nf  4®  + a,  4®  + 3> 

parceque  tout  nombre  divisé  par  4 > ue  peut  donner  que  l’uii 
des  restes  o , i , a ou  3.  Si  l’on  désigne  — z par  x , 
toutes  les  puissances  de  \/ — z seront  donc  représentées  par 
l’une  de  ces  quatre  fonmdes  : ' ■ v 

(l/— 1)4»  =(x«)»  = (+!)"  = + z 

(l/ — 1)4"+' = x^*'*'*^  x^».x  =3  X Z 

(V^ — = x^“+*=  .r^".x*=  X*  = — z- 

l)4*+S_  jj4»+3_  Jj3  1, 

On  pourrait  dire  aussi  que  tous  les  nombres  entiers  et  posî* 
ti£s  sont  pareillement  représentés  par  les  formules 

a»,  an-f-z;  3»,  3n-f-t,  3n-fa; 

5«,  5n*^-z,  5n-i~a,  Sn-f-3,  5a  + 4i 
etc. 

mais  on  a fait  choix  des  précédentes,  parcequ’il  n’y  a plus 
à distinguer  dans  les  résultats,  entre  n nombre  pair  ou  impair. 


/ 


Digi'tized  by  Google 


BOTES.  5oi 

f 

'jiinsi  pour  connaître  une  puissance  donnée  de  , il 
faudra  diviser  l'exposant  de  la  puissance  proposée  parr^,  et 
la  puissance  de  j/-— i indiquée  par  le  reste,  sera  celle  qu'on 
cherche. 

Soient  p et  p'  denx  nombres  premiers  avec  v , je  dis  que 
chacun  de  ces  nombres  n’étant  pas  divisible  par  ‘ir , leur  pro-^ 
duit  ne  le  sera  pas  non  plus.  En  effet,  soit,  s'il  est  possible. 


!£  = ,.  .-Où 

q étant , par  hypothèse , un  nombre  entier.  Or  p et  ir  étant 
des  nombres  premiers  entre  eux  et  inégaux,  la  fraction 

- est  réduite  à sa  plus  simple  expression  ; donc  les  termes 
çr 

de  la  fraction  ^ sont  respectivement  égaux  à ceux  de  la 

première , ou  ils  en  sont  les  mêmes  multiples  : or  p'  ne  peut 
être  multiple  de  ‘ir , donc  il  ne  peut  que  lui  être  égal;  donc 
si  flT , diviseur  de  pp',  n’est  pas  égal  à p , il  est  nécessaire- 
ment égal  à p'.  On  étendrait  de  proche  en  proche  la  proposi- 
tion à un  produit  pp'p* d’un  nombre  quelconque  de 

nombres  premiers. 

Il  suit  de  ce  théorème  dû  à M.  Maurice  de  Genève,  con- 
sidéré dans  le  cas  où  les  nombres  p , p',  p",  etc , deviendraient 
égaux,  que  si  deux  nombres  a et  b sont  premiers  entre  eux , 

C***  Û** 

les  fractions  p; , pr  pourront  se  réduire  à des  nombres 

entiers.  Car  tout  facteur  de  6 ne  pourra  l’être  de  a,  sera  pre- 
mier avec  a,  et  conséquemment  ne  pourra  diviser  a"  ; ensorte 

que  la  fraction-^  ne  pourra  devenir  un  nombre  entier,  d’après 

le  théorème  précédent.  Je  dis  maintenant  qu’il  en  sera  de  ^ j 
.a” 

en  effet , si  l’on  pouvait  avoir  ^ = q , comme  on  en  déduirait 
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^•=zqb,  (£*  «erut  donc  exactement  divisible  par  6 ^ ce  qui 
n’a  pas  lien.  De  là,  non  divisibilité  de  résulte  de  celle  de 

Qm  gm  rf"  a®  . ^ t 

Appliquons  maintenant  ces  consé- 
quences. Par  exemple , y'n  étant  ^ i et  ^ a , et  ne  pouvant 
conséquemment  être  un  nombre  entier,  supposons  |/a=^, 

O*  £Z 

d'où  a = ^ , étant  une  fraction  réduite  à sa  plus  simple 

expression  : dans  l’hjrpothèse  actuelle  et  d'après  la  conséquence 

précédente , ^ ne  peut  être  un  nombre  entier  ; donc  (/a  ce 

peut  être  une  fraction  ; elle  est  donc  nécessairement  une  fraction 
décimale  infinie  et  non  périodique.  On  ferait  voir  de  la  même 


manière  qu'il  j aurait  absurdité  à supposer  |/ , n n’étant 


pas  une  puissance  de  l’ordre  m.  On  peut  encore  démontrer , 
d’après  ce  principe,  qu’une  fraction  ordinaire  ne  peut  être 
réduite  en  une  fraction  décimale  terminée , que  lorsque  son 
dénominateur  est  un  multiple  de  a oude5,oude  a par  5.  Car 


soit  cette  fraction  réduite  à sa  plus  simple  expression  ^ ; on 


aura,  pour  exprimer  la  condition  énoncée,  , » et  p 

étant  des  nombres  entiers  et  positifs  ; donc  n=^^T^.Donc 


pour  que  n soit  entier,  il  faut  que  lo'  soit  divisible  par  b: 
or  io>’  ne  peut  avoir  que  les  diviseurs  a et  5,  ou  des  mul- 
tiples de  a et  5,  ou  de  a par  5 ; donc  b doit  être  un  de 
ces  diviseurs. 

Les  racines  des  puissances  imparfaites , sont  donc  des 
fractions  décimales  infinies  et  non  périodiques.  Ces  sortes  de 
nombres  sont  dits  irrationnels  ou  incommensurables , parce- 
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qu’ils  n’ont  pas  de  commune  mesure  arec  l’nnité.  Nous 
observerons  ici  qu’une  fraction  est  un  nombre  commen- 
surable;  car,  que  l’unité  soit  divisée  en  neuf  parties  égales, 
et  qn'on  prenne , par  exemple , cinq  de  ces  parties , on  aura 
la  fraction  | qui  a un  neuvième  pour  commune  mesure  avec 
Tunité.  Telle  est  donc  la  notion  qu’on  doit  se  former  des 
nombres  commensurables  et  incommensurables. 


NOTEVIII, 

SUR  LES  CHAPITRES  XX,  XXI,  XXII  ET  XXIII; 
I'"  SECTION. 


• Supposons  d’abord  x = o , on  aura  ^ = i •,  à x =x  i cor- 
respond^ =a;  donc,  \’‘.dans  toutsystème,  le  logarithme  de 
l’unité  est  zéro;  a*,  le  logarithme  de  la  base  est  t unité.  Ces 
propriétés  appartiennent  essentiellement  à tous  les  systèmes  de 
logarithmes. 

' Changeons  4*^  l’équation  fondamental» 

O*  =y , et  nous  aurons 


1 


•r  l’exposant  x augmentant  continuellement , la  fraction  ~ 

diminuera , si  cependant  la  base  a surpasse  l’unité  ; cette 
fraction  tendra  vers  zéro  qui  en  sera  la  limite  *,  à cette 
limite  correspond  une  valeur  de  x,  plus  grande  qu’aucun 
nombre  donné  , quelque  grand  qu’il  soit. 

Ainsi , la  base  a étant  plus  grande  qüe  l'unité , le  loga- 
rithme de  zéro  sera  l'infini  négatif. 

Si  la  base  10  et  le  nombre  dont  on  cherche  te  logarithme^ 
sont  des  nombres  premiers  entre  eux , je  dis  que  le  loga- 
rithme est  incommensw<d>le.  . 

D’abord  ce  logarithme  ne  peut  être  un  nombre  entier 
puisque  le  nombre  donné  n’ést  pas  une  puissance  exacte  de  to; 


Digitized  by  Google 


So4  NOTÉS.' 

U reste  donc  à démontrer  qu’il  ne  peut  être  fractionnaire  i 
c’est-à-dire  qu’on  ne  peut  avoir 

m 

(loy  = n ; . , . . 

car  en  élevant  de  part  et  d'autre  à la  puissance  p,  on  aurait 
(lo)™  = nf  ; 

et  divisant  par  lo, 

(io)"“'=  — : 

lO 

or  étant  une  fraction  irréductible , d’après  l’hypothèse , ~ 

ne  peut  être  (note  précédente)  un  nombre  entier  (io)"“*. 
Donc  l’exposant  de  lo,  ou  le  logarithme  de  n ne  peut  être 
fractionnaire  ; cependant  ce  logarithme  existe  ; il  est  donc 
nécessairement  incommensurable. 

La  conclusion  précédente  a encore  lieu  lorsque  le  nombre  n 
])’a  de  commun  avec  lo  que  les  facteurs  a ou  5. 

Soit  donc  n = a'  X n' , n'  étant  premier  avec  lo  , ou  ne 
renfermant  plus  les  facteurs  a et  5 ; si  on  posait 


on  aurait 


(io)?  = a'X  n', 

(io)"=  a"  X 5*  ==  a''  X n'f , 
et  divisant  par  aJ"  X,  5,  on  aurait 

* . w ‘t  ‘ ‘ ' 

7lV 

5*-i  _ 

O 

Si  m est  > pr , comme  5 est  premier  avec  n',  la  firactxon 

ne  pourra  pas  être  un  nombre  entier  X S”"'.  Si  ni=pr, 
l’égalité  précédente  devient 

n'f 


n'r 


gin-i  _ 


5 * 


et  elle  est  encore  impossible.  Enfin,  sous  la  relation  m<^pr  ^ 
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5oS 


on  a 


et  comme  a et  5 sont  des  nombres  premiers  entre  eux , la 
fraction  ne  peut  donner  le  nombre  entier  n'f  {idem).  - ^ 
Donc  les  'logarithmes  des  nombres  qui  ne  sont  pas  des  puis- 
sances exactes  de  lo , sont  incommensurables. 

Il  résulté  de  la  relation  io^=y  que  les  logarithmes  des  frac- 
tions décimales  o,i  ; o,oi  ; 0,001 , etc.  sont  —1 , —a,  — 3,  etc. , 
et  on  remarquera  qu’ils  indiquent  par  le  nombre  d’unités  , 
le  rang  du  premier  chiffre  significatif  à droite  de  la  virgule. 
Prenons  le  logarithme  d’une  fraction  entre  o et  i , celui  de  : 
on  aura,  d’après  une  des  propriétés  précédemment  démontrées, 
ïog(l7)  = logai  — loga7 

log  a 1 = 1 ,3a32 1 g3  ' 

log  37=  i,43i3G38 

diIFér.=  i,8go8555. 

Le  trait  horizontal  qui  est  au-dessus  de  l’unité  ou  de  la  ca- 
ractéristique , indique  que  cette  caractéristique  seule  est  néga- 
tive , ensorte  que  la  partie  décimale  est  positive.  Si  la  carac- 
téristique était  zéro , la  partie  entière  du  nombre  correspondant 
ne  serait  que  d’un  chiffre  •,  si  on  le  divisait  par  10,  ce  chiffre 
indiquerait  des  dixièmes , mais  alors  il  faudrait  soustraire  une 
unité  du  logarithme,  et  en  effet 


1, 8908555  = 0,8908555  — 1,0000000 

= log  7.77778  — log  1 0 = 0,7777778 , 

nombre  cherché. 

Généralement , désignons  par  n'  le  nombre  de  zéros  qui  se 
trouvent  entre  la  virgule  et  le  premier  des  chiffres  significatils 
d’une  fraction  décimale  comprise  entre  o et  1 , ensorte  que  n'-j- 1 
indique  le  rang  de  ce  premier  chiffre  significatif  à la  droite  de 
la  virgule  : si,  à partir  de  celui-ci  inclusiyetuent,  le  uouibre 


} 

i 


\ 


/ 
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total  des  chiffres  restans  est  n , on  aura  pour  logarithme  de 
cette  partie  considérée  . comme  nombre  entier  , n — i , d , 
la  lettre  d désignant  la  partie  décimale , et  n — i la  caracté- 
ristique : retranchant  de  ce  logarithme  celui  de  (lo)"'"*'*,  ce 
qui  revient  à diviser  par  (lo)*'"*"" , on  trouvera  — n'  — i , ti 
pour  logarithme  de  la  fraction  décimale , dont  la  caractéris- 
tique h'  -j- 1 , considérée  numériquement,  indique  effective- 
ment le  rang  du  premier  chiffre  significatif  à la  droite  de  la 
virgule.  Au  moyen  de  ces  caractéristiques  négatives , on  évite 
l’emploi  des  complémens  arithmétiques  dont  nous  n’avons  pas 
parlé  , par  cette  raison , dans  le  Traité  d’ Arithmétique. 

Pour  faire  le  carré  |y,  on  prendra  le  double  de  son  loga- 
rithme qui  sera 

ax  i,8go8555=  i,78i7iio=log(o,6o4938). 

Pour  l’extraction  de  la  racine  cinquième , on  préparera  le 
logarithme  ainsi  qu’il  suit  : 

7,8908555  = 5 + 4,8908555, 

ensorte  que 

I xT, 8908555  = 7,978171 1 =log  (0,95098). 

Si  deux  nombres  n et  n'  sont  décuples  l’un  de  l’aatre,  leurs 
logarithmes  ont  même  partie  décimale,  c’est-à-dire  qu'ils  ne 
diffèrent  que  par  la  caractéristique. 

Soit  n'  = n'X.  10'  : on  aura 

logn'  = logn  -f-  log(  10') 

= logrt-|-rlog  io  = logra-f-r, 

log  10  étant  = I . Donc  pour  passer  du  logarithme  de  n à celui 
de  n',  il  faut  au  premier  ajouter  l’exposant  de  la  puissance 
de  1 0 qui  multiplie  n : comme  cet  exposant  est  entier , l’ad- 
dition ne  porte  que  sur  la  caractéristique  de  logn  dont  la 
partie  décimale  reste  la  même.  Cette  propriété  abrège  encore 
le  travail  des  tables- 
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Za  différence  entre  les  logarithmes  de  deux  nombres  suc- 
cessifs , est  d’autant  plus  petite  que  ces  nombres  sont  plus 
grands. 

Soient,  pour  le  démontrer,  les  deux  équations 


X *4-  , 

a ==  » 1 • 


divisant  la  seconde  par  la  première  , on  trouvera 


o^=  1 -f  d’où  J =:  log  ^1  4-  ; 


or  plus  le  nombre  n est  grand , plus  la  fraction  ^ est  petite , 
et  moins  log  -f-  diffère  de  log  i ou  de  zéro  ■,  conséquem- 


ment plus  la  différence  entre  log  ( n -|-  i ) et  log  n devient 
petite.  C’est  pour  cette  raison  que,  dans  les  Tables  de  Loga- 
rithmes par  Collet,  les  petites  tables  de  différences  sont  trèa- 
znultipliées  dans  les  premières  pages  , et  qu’elles  deviennent 
plus  rares  par  la  suite. 

Lorsqu’on  a le  logarithme  d’un  nombre  n pour  une  base 
particulière  a , il  est  facile  d’en  déduire  le  logarithme  du 
même  nombre  n , pour  une  autre  base  e.  A cet  effet , soiout 


o*  = n,  e*'  = n;  d’où  o:  = logn,  x'  — l.n, 

en  désignant  par  log  et  l les  logarithmes  de  n,  rapportés  aux 
bases  a et  on  aura  donc 

et  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d’auUe  dans  le  système 
dont  la  base  est  a,  il  viendra 

logo*  = loge*',  ou  xloga  = x' loge  ; 

d’où  résulte,  à cause  de  loga  = i , 

x=x'loge,ou  lognxï/.nXloge»  et  X log ■ 
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D’où  l'on  conclat  que  pour  avoir  U logarithme  d'un  certain 
nombre  dans  le  système  dont  la  base  est  e,  il  faut  diviser  le 
logarithme  de  ce  nombre , rapporté  à la  base  a,  par  le  loga- 
rithme de  e , calculé  sur  a. 

De  la  relation  précédente  , on  déduit 


l.n 


c’est-a-dire , qu’il  existe  un  rapport  constant  entre  les  loga- 
rithmes de  deux  nombres , pris  dans  deux  systèmes. 

Proposon»-nous , par  exemple,  de  trouver  le  logarithme 

do  nombre  dans  le  système  dont  la  base  est  9 , ayant  de* 

des  tables  de  logarithmes  pour  la  base  10.  Reprenons  la 
relation 

d’après  l’énoncé 


O — logl/3 

*°S9 


log  (3*) 


Ou  bien  encore,  on  a 


relation  qui  ne  peut  avoir  lieu  qn’autant  qu’on  prendra  pour  x 
des  nombres  négatifs  : on  posera  donc 


d’où  X = 


4' 


On  trouvera  aisément  — a pour  logarithme  de  0,81  dus  le 
système  dont  la  base  est  Ces  exemples  sont  plus  que  snf- 
fisans  pour  l'intelligence  de  la  règle. 
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NOTE  IX, 

SÜR  LE  CHAPITRE  V,  II'  SECTION. 

Cette  composition  constante  des  formules  successives  données 
n*  30 1 du  texte , est  ce  qu'on  nomme  une  loi.  Cette  manière  de 
s'élever  aux  lois  générales  par  la  considération  des  cas  particir- 
liers,  se  nomme  induction.  Elle  est,  dit ZL<^/ace,  la  source  de 
presque  toutes  les  découvertes  dans  l'analyse  et  dans  lanature 
dont  tous  les  phénomènes  sont  les  résultats  mathématiques  d'un 
petit  nombre  de  lois  invariables.  C'est  ainsi  que  Newton, 
en  suivant  la  loi  des  coefliciens  numériques  dans  le  carré  , 
le  cube,  la  quatrième  puissance,  etc.  d’un  binôme,  parvint  . 
bientôt  à la  loi  générale  , c’est  - à - dire , à la  formule  gé- 
nérale qui  porte  son  nom,  et  qui  sera  démontrée  dans  l’un 
des  chapitres  suivans.  Ce  géomètre  a soin  d’ajouter  que,  dans 
cette  méthode  d'induction,  il  ne  faut  pas  généraliser  trop  « 
promptement,  car  il  arrive  très-souvent  qu’une  loi  qui  se  sou- 
tient dans  un  assez  grand  nombre  de  cas , est  démentie  dans 
le  cas  suivant. 

D’après  ce  qui  a été  observé  sur  les  résultats  successifs, 
on  .peut  poser  généralement 

= 1 +a*-î > 

i— a I I I I I 11 

n étant  un  nombre  entier  positif  qui,  augmenté  d’une  unité, 
donne  le  rang  du  terme.  En  effet,  faisant  n = 3,  a*  de- 
vient , qui  est  le  quatrième  terme  du  quotient;  pourn=4, 
a"  devient  a*,  qui  est  le  cinquième  terme.  Mais  comme 
rien  n’empeche  d’éloigner  indéfiniment  le  terme  fraction- 
naire qui  termine  la  suite,  c’est-à-dire,  d’ajouter  toujours  un 
terme  à la  partie  entière , nous  pourrons  supposer  que  celle-ci 
ne  se  termine  pas,  et  alors  on  écrira 
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% 1 

— X -1-  a -L  O»  -1-  a*  + etc. 

1 — a 

1 

Nous  allons  éclaircir  ce  qui  précède  par  la  considération 
de  quelques  cas  particuliers. 

Supposons  d’abord  a=i,  et  alors  le  quotient  général  de> 
viendra  un  quotient  particulier  coiTespondant  à la  fraction 

- " • La  suite,  prise  indéfiniment , sera 


- = + etc. 


Pour  interpréter  ce  résultat  , supposons  qu’on  ait  à diviser 
l’unité  successivement  parles  rTzzz,  etc.,  on 

aura  des  quotiens  continuellement  croissans , puisque  les  divi- 
seurs sont  décrois.sans  : mais  ces  diviseurs  tendent  vers  zéro 
qu’ils  ne  peuvent  atteindre,  quoiqu’ils  en  approchent  sans  cesse, 
ou  qu’ils  en  diffèrent  de  moins  en  moins;  et,  en  même  temps, 
la  valeur  croissante  de  la  fraction  tend  vers  celle  qui  cor- 
respond au  diviseur  zéro,  et  il  est  autant  impossible  que 
la  fraction , dans  ses  augmentations  successives , atteigne  I- , 
qu’il  l’est  que  le  dénominateur,  dans  ses  diminutions,  ar- 
rive à zéro.  Ainsi  ^ est  le  terme  ou  la  limite  des  accroisse- 
mens  de  le  fraction.'  à cette  époque,  elle  ne  peut  plus  être 
augmentée  : telle  est  la  notion  qu’on  doit  se  faire  de  ce  ré- 
sultat 5 que  les  géomètres  appellent,  par  abréviation,  l'iriftni, 
et  qu'ils  notent  par  ce  caractère  oo  : il  est  souvent  donné 
comme  réponse  à ime  question  impossible , ainsi  qu’on  le  verra, 
et  en  effet , il  est  très  • propre  à annoncer  cette  circons- 
tance , puisqu’on  ne  peut  assigner  le  nombre  noté  par  ce 
signe. 

On  remarquera  encore  que  si  l’on  vent  ne  prendre  de  la 
série  que  les  six  premiers  termes,  il  faut  clorre  le  déve- 
loppement par  le  reste  correspondant  divisé  par  le  diviseur, 
ce  qui  donne 


Digilized  by  Google 


NOTES. 


Si  l 

^ = i=i+i+i+i+i+i+3; 

ce  qui  prouve  que  six  tenues  de  moins  n’empêchent  pas 
que  la  série  ne  soit  indéfiniment  prolongée  ou  ne  s’arrête 
pas.  Et  en  effet,  si  après  avoir  ôté  six  termes  de  cette  sé- 
rie , elle  cessait  d’être  infinie , ou  devenait  terminée , en  lui 
restituant  ces  six  termes , elle  serait  composée  d’un  nombre 
défini  ou  assignable  de  termes,  ce  qui  n’est  pas.  Donc  le 
surplus  de  la  série  doit  avoir  même  somme  que  la  totalité. 
En  Arithmétique , nous  avons  rencontré  une  circonstance 
semblable  dans  la  sommation  des  fractions  décimales  pério- 
diques, lorsqu’après  avoir  fait  passer  toute  une  période  delà 
droite  à la  gauche  de  la  virgule,  nous  disions  que  le  reste 
était  une  fraction  décimale  périodique  encore  infinie  et  la 
mênne  que  la  fraction  totale. 

Q u’on  fasse  la  division  indiquée  ■ on  trouvera 


a a , ab  , ab*  , aP  , ^ 

=î+?+-iî-+-?  + '“- 


x—b 


Supposons  a = mb  : cette  substitution  donnera 


Ainsi,  lorsque  le  dénominateur  d’une  fraction  sera  peu  au- 
dessous  de  lo,  de  loo,  de  looo,  etc.,  on  obtiendra  par  la 
série  précédente  sa  valeur  en  décimales,  plus  rapidement  que 
parles  moyens  arithmétiques,  en  posant  x=io,  =100, 
= 1 000 , etc. , et  prenant  pour  b la  différence  du  nombre  à i o , 
100,  1000,  etc.  Pour  avoir  le  nombre  m,  facteur  de  la  suite, 
on  comparera  mb  avec  le  numérateur  de  la  fractioB  propo- 
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sée , et  comme  déjà  le  nombre  b est  connu , il  sera  trè»« 
facile  d’avoir  le  nombre  m,  qui  doit  être  tel  que  multipliant 
le  produit  soit  mb.  C’est  ce  que  les  deux  exemples  suivans 
feront  mieux  entendre. 


5g 

Soit  à réduire  en  décimales  la  fraction  = 

.9993 

^ . 5G  8.7 

pose  cette  nraction  en — 


cette  dernière  avec 


10000—7 
mb 

on  trouve 


10000 — 7 


X — b 


Je  décom- 
comparant 


donc 


mr=8,  b —J , x=ioooo; 


Sfi 

9993 


8 ■ 7 
10000—7 


:8  [ 0,0007  (0,0007)*  •*-  etc.  J . 


Si  on  veut  se  borner  à 7 décimales  dans  l’évaluation  de  cette 
fraction , on  ne  prendra  que  les  deux  premiers  termes  du  dé- 
veloppement, qui  sont,  0,0007  -j-  0,00000049 , ou  0,00070049, 
qu’il  faut  multiplier  par  8 , ce  qui  donne  o,oo5So39a. 


/a 

Si  pn  avait  à évaluer  la  fraction  , on  la  mettrait  sous 

991 

, _ T X Q , 'ni 

la  forme  — pour  la  comparer  avec- 

1000—9  ^ 


'x-b' 


NOTE  X, 

SUR  LE  CHAPITRE  VI,  II'  SECTION. 

Supposons  un  polynôme  tout  ordonné  suivant  les  puissances 
descendantes  d’une  même  lettre,  de  a,  par  exemple 7 et  soit 
ce  polynôme 

Aa”'  -f-  Ba'^'  -f-  C’a”"*  +•  etc. 

A,  B,  C,  etc.  étant  des  coefficiens  en  nombres  et  en 
lettres.  Pour  l’élever,  soit  au  carré,  soit  au  cube,  on  regar- 
dera 
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dera  tons  les  termes  qui  suivent  lé  premier  , comme  un  seul 
terme,  et  alors  on  n’aura  plus  à faire  que  le  carré  ou  le 
cube  d’un  binôme. 

Dans  le  carré,  le  terme  de  plus  haute  puissance  de  la 
lettre  a , ne  peut  être  que  le  carré  du  terme  analogue  de  la 
racine,  et  ce  terme  ne  peut  ni  se  réduire,  ni  disparaître. 

Si  donc  on  s’adresse , dans  ce  carré , au  terme  de  plus  haute 
puissance  de  a,  et  qu'on  en  prenne  la  racine,  on  aura  déjà 
le  premier  terme  de  la  racine  ordonnée  ; on  en  fera  le  carré 
qu’on  soustraira  du  polynôme  donné. 

Le  plus  haut  exposant  de  a dans  le  reste,  ne  pourra  se 
trouver  que  dans  le  double  produit  des  deux  termes  d’expo- 
sans  plus  élevés  de  la  racine , puisque  dans  tout  produit  sem- 
blable de  deux  termes  quelconques  de  cette  racine,  l’expo- 
sant de  a serait  nécessairement  moindre  ; il  en  serait  de  même 
du  carré  d’un  terme  quelconque  de  la  racine.  Si  donc  on 
divise  le  terme  de  plus  haut  exposant  de  a dans  le  reste  , 
par  le  double  de  celui  qu’on  vient  d’obtenir  à la  racine,  on 
aura  nécessairement  celui  de  second  exposant  de  cette  ra- 
cine, c’est-à-dire,  son  second  terme.  On  fera  le  double  pro- 
duit de  ces  deux  termes , et  le  carré  du  second , puis  on 
retranchera  cette  somme  du  premier  reste. 

11  est  clair  que  le  terme  de  plus  haut  exposant  dans  ca 
.second  reste,  ne  peut  être  que  le  double  produit  du  terme 
- de  plus  haut  exposant  de  la  racine  par  celui  de  troisième 
exposant , ensorte  que  le  divisant  par  le  double  du  premier 
terme  de  la  racine , on  en  obtiendra  le  troisième  terme , et 
ainsi  de  suite. 

On  voit  donc  qu’en . ordonnant  le  polynôme  suivant  les 
puissances  décroissantes  d’une  certaine  lettre  prise  d’ailleurs 
à volonté  , les  termes  qui  doivent  servir  de  dividende , se  pré- 
sentent les  premiers  dans  les  restes  successifs. 

Il  peut  arriver  que  le  terme  de  plus  haut  exposant  dans 
l’un  des  restes,  ne  soit  pas  divisible  par  le  double  du  premier  ' 

K.k 
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terme- de  la  racine,  ce  qur  aurait  lieu,  par  exemple^  n ca 
terme  avait  été  combiné  par  voie  d'addition  ou' de  soustrac- 
tion avec  un  carré  parfait  ; dans  ce  cas,  on  s’adresserait  au 
terme  suivant,  c'est-à-dire,  à celui  d'exposant  immédiate- 
ment moindre , et  si  celui-ci  n’était  pas  encore  divisible  , 
on  essaierait  le  suivant.  Ces  sortes  de  termes  qui  ne  sont  pas 
^visibles,  doivent  faire  partie  du  dernier  reste,  puisqu'ils 
forment  l’excédant  du  polynôme  proposé  sur  le  plus  grand 
carré  qu’il  contient. 

Si  les  coefFiciens  A,  B , C , etc.  sont  des  polynômes,  ce 
qui  revient  évidemment  à supposer  dans  la  racine , plusieurs 
termes  des  différens  exposans  de  a ; alors  l’opération  s’exécu- 
tera toujours  d’après  le  principe  posé  précédemment  ; mais 
on  observera  que  la  racine  de  exigera  celle  du  poly- 

nôme A*,  qu'il  faudra  ordonner  suivant  les  puissances  d'une 
lettre  prise  arbitrairement , pour  faciliter  l’extraction.  Ce  pre- 
mier terme  Aa'^  obtenu , on  aura,  pour  trouver  le  second  terme 
à diviser  para.^^a",  ce  qu'on  fera,  quant  aux 

coefTiciens , suivant  les  règles  données  au  chapitre  de  la  Division. 
La  recherche  des  autres  termes  n’aura  pas  plus  de  difficul- 
tés que  celle  du  second.  Il  est  inutile  de  rappeler  que  les 
termes  qui  auraient  été  ajoutés  au  carré,  composeront  ensemble 
le  dernier  reste  , et  qu’ils  ne  seront  employés  qu’autant  qu’On 
voudra  obtenir  une  racine  approchée  ou  en  série. 

Mous  appliquerons  ces  principes  à deux  exemples.  Soit, 
d’abord  le  polynôme 

(o*  — aab  + + ^(ac  — ad  — bc)3^ 

(aam— aan — abm-j-abn-j-ac^ — adc~f-d‘)jc^ 
-f-a(cm — en — d/n-f-dn)x+(m*— am»-f-3rt*), 

' dont  on  demande  la  racine  carrée.  Il  faut  d’abord  extraire 
celle  du  terme  de  plus  haut  exposant  de  x;  mais  comme 
son  coefficient  est  un  polynôme , il  conviendra  d’extraire  sé- 
parément sa  racine -carrée  qu’on  multipliera  par  celle  de  x^: 
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ftn  Iroüv#  aisément  qu’elle  est  (a — i)**,  dont  le  carré  retran- 
ché donne  le  reste 

é*j[:^-f-2(ac-ad-éc)ar^-J-(flam-2ctn-3im-|-2in-f-ac*-3dc-J-d*)x* 
-l-2(c7n — cn—-dm-\-dn)X’\-(jn*-^2mn-\-Zn'^').  ' 

Il  faut  diviser  le  terme  de  plus  haut  exposant  dans  ce  reste 
par  2(a — 1>)3^,  mais  b’^x^  n’est  pas  divisible;  on  essaiera 
donc  de  diviser  le  suivant  a(oc— ad — bc)3^  : le  quotient 
de  2(oc— nd— ic)  par  a(a*—é),  est  c—d  avec  le  reste 
— abd-,  ainsi  le  second  terme  de  la  racine,  sera  (c — d)x. 
Faisant  maintenant  le  double  produit  de  ces  deux  termes, 
savoir,  a(ac  — ad — bc  — bd)x?\  puis  le  carré  du  second, 
qui  est  (c*— adc -j- d“)x®,  et  retranchant  cette  somme  du 
carré  donné,  on  aura  ce  second  reste 

aédr^-f  (aam— 2an — ^26m-)-ainr|-c*)a::*-}-  2 {cm-^n-dm-\~dn)x 
-f-m* — 2mn-f-3n*, 

dont  lé  terme  de  plus  haut  exposant  abdx?  n’est  pas  divisible 
par  le  double  a(a—  é)x*  du  premier  terme  de  la  racine.  Ce 
terme  doit  donc  aussi  faire  partie  du  reste  total , et  on  es- 
saiera la  division  du  suivant  par  2(0  — i)x*;  à cet  effet  on 
divisera  le  coefficient  aam  — aan  — abm  -f-  abn  -f-  c* , par 
a(a — b),  et  on  trouvera  le  quotient  m — n,  avec  le  reste 
G*.  A.insi  on  aura  déjà  ces  trois  termes  de  la  racine  : . . . . 

(a — &)x*-f-(c-— d)x-|-(77» — n).  Mais  on  a jusqu’ici  retranché 
du  carré  proposé,  celui  de  (a *— i)x* -4- (c — d)xj  reste 
donc  à faire  le  double  produit  de  ces  deux  premiers  termes 
par  le  troisième , plus  le  carré  de  ce  troisième  terme , somme 
qui  sera  (nom — aan — abm■^abn)a^-^-a(cm—cn — dm-^dn')x 
. am»-j- n*)  , laquelle  retranchée,  donne  le  reste 
c^JÉ‘-^-an*.  Ensorte  que  la  somme  des  restes,  est...... 

b^x^  -f-  abdx?  -j-  c*«*  -f-  an*. 

a 
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NOTE  xi, 

SUR  LES  CHAPITRES  X,  XI  ET  XII,  II'  SECTION. 

Démonstration  du  binôme  dans  le  cas  de 
Pexposant  entier  positif. 

NoüS  avons  annoncé  une  formule  générale  qui  doit  com- 
prendre tous  les  développemens  particuliers  des  puissances  suc- 
cessives , entières  et  positives  d’un  binome-a:  ■+•  a.  Nous  fe- 
rons précéder  la  recherche  de  cette  formule  de  quelques'  no- 
tions qui  d’ailleurs  trouveront  leur  application  par  la  suite.  < 

Deux  lettres  a et  & ne  pem'ent  être  disposées  ou  arrangées 
que  de  ces  deux  manières  : 

ab,  ba\ 

et  ces  deux  arrangemens  ne  donnent  qu’un  produit.  Pour  en 
déduire  tous  les  arrangemens  de  trois  lettres  a,  b,  c,  il  ne 
faut  que  donner  à la  troisième  lettre  c , toutes  les  places  pos- 
sibles dans  chacun  de  ces  deux  arrangemens  ; d’où  résultent  ces 
six  arrangemens  de  trois  lettres 

^ abc , acb , cab , bac , bca , cba. 

Pour  passer  aux  arrangemens  de  quatre  lettres,  a,  b,  c,  cf,, 
il  faut,  dans  chacun  des  précédens,  écrire  la  quatrième  lettre 
à toutes  les  places  possibles,  ce  qui  donnera  4 arrangemens 
pour  un  , et  4 X 6 , ou  »4  > pour  quatre  lettres.  Cinq  lettres 
admettraient  5 X ou  lao  arrangemens  et  ainsi  de  suite. 

Passons  à une  autre  question , et  supposons  , par  exemple  , 
qu’on  ait  à arranger  quatre  lettres  a,  b,  c , d,  trois  à trois, 
de  toutes  les  manières  possibles  : on  peut  distraire  la  première 
lettre  a , arranger  les  trois  suivantes  b,  c,  d,  deux  à deux^ 
de  toutes  les  manières  possibles , ce  qui  doime  pour  b,  c les 
deux  arrangemens  bc,  cb\  pour  b , die»  deux  arrangemçns 
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bd,  db,  et  enfin  pour  c,  d les  deux  arrangemens  cd,  de;  puis 
écrire  la  lettre  a en  tête  de  tous  ces  arrangemens , ce  qui  en 
donnera  six  qui  sont 

abc,  acb,  abd,  ado,  acd,  ade  , 

et  qui  commencent  tous  par  la  lettre  a : on  arrangera  les  trois 
autres  lettres  deux  à deux  de  toutes  les  manières  possibles, 
puis  on  écrira  & à la  première  place  dans  tons  ces  arrange- 
'inens , et  on  trouvera 

I 

bac,  bca,  bad,  bda,  bed,  bdc: 

lOn  obtiendra  de  la  même  manière  ces  deux  autres  Ugnes  d’ar> 
rangemens  commençant  par  les  lettres  c et  d, 

cab , cba , cad,  eda,  cbd,  cdb, 

' dab , dba,  dac,  dca,  dbc,  deb: 

ce  qui  fait  en  total  a4  arrangemens.  Si  l’on  propose  d’arran- 
ger cinq  lettres  trois  à trois,  on  verra  que,  pour  chacune  d’elles 
écrite  à la  première  place , les  quatre  autres  doivent  être  ar- 
rangées deux  à deux  : or  ces  arrangemens  a à a de  4 lettres , 
sont  au  nombre  de  4X3,  car  pour  les  obtenir , il  faut  arranger 
trois  de  ces  lettres  une  à une , ce  qui  donne  3 arrangemens, 
et  écrire  en  avant  de  chacun  la  lettre  distraite,  et  en  faire 
autant  pour  chacune  des  quatre  lettres  qu’on  sépare  successi- 
vement. D’après  cela,  ceux  qu’on  cherche  seront-en  nombre 
5X4X3. 

Lorsqu’on  veut  passer  de  la  somme  des  produits  dif- 
férens  que  donnent  trois  lettres  a,  b , c , multipliées  a à a 
( produits  qui  sont  ab,  ac , bc  , et  qu’il  ne  faut  pas  confondre 
avec  les  arrangemens  dans  lesquels  les  mêmes  lettres  se  repro- 
duisent plusieurs  fois  ) à la  somme  des  produits  a à a qu’on 
peut  faire  avec  quatre  lettres  a , b , c , d,  i\  ne  faut  que  mul- 
tiplier chacune  des  trois  premières  lettres,  par  la  nouvelle  lettre 
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introduite , et  ajouter  ces  produite  ad , bd , cd  aux  pre- 
miers, Ce  qui  donne 

• ab , ac,  bc , ad,  bd,  cd. 

Généralement , ayant  déjà  la  somme  des  produits  a à a qu’on 
peut  faire  avec  m — i lettres , pour  avoir  la  somme  analogue 
pour  m.  lettres,  il  ne  faut  qu’ajouter  à la  première  somme 
celle  des  produite  des  m — i premières  lettres , par  la  nou-  - ' 
Telle,  ou  par  la  m'”'  lettre.  De  même , pour  passer  de  la  somme 
des  produits  dilFérens  qu'on  peut  faire  avec  trois  lettres  mul- 
tipliées 3 à 3 (et  elles  ne  peuvent  fournie  qu’un  de  ces  produits) 
à la  somme  analogue  pour  quatre  lettres , il  faut  à la  première 
somme  ajouter  celle  des  produits  a à a des  trois  premières 
lettres  par  la  nouvelle  lettre  introduite  ; et  pour  obtenir  les 
produite  analogues  pour  cinq  lettres,  il  faut  augmenter  les 
précédons , des  produite  a à a des  quatre  premières  lettres  par 
la  nouvelle  lettre  introduite.  En  général,  pour  passer  des 
produits  différens  de  m — i lettres , n à n,  aux  produite  ana-> 
logues  pour  m lettres , il  faut  faire  les  produite  n — i à « — i 
des  m— 1 premières  lettres,  les  multiplier  par  la  nouvelle 
lettre 'j  et  ajouter  ces  produite  aux  précédons. 

Supposons  donc  qu’on  ait  effectué  les  produits  des  fac- 
teurs des  binômes  (x-f-a)  (x-f-i)  ; (■*^+0  ; 

(x^a)  (x+é)  (x+c)  (x-f-d),  etc.  lesquels  sont 

ï •. . . x*+ (a -f- X -|- a& 

a®..  .x*-j-(a+i-f"e)x*+(al-f-ac+ic)x-f-oic 

3®. . . x^+  (a  4-  * + e + d)x^+  (aA  -}-  as + ud+ bd-f-cd)x* 

(oAc -f- aid cod + Acd)  X 4- aAcd, 
etc. 

on  fera  sur  ces  produite  les  remarques  suivantes  : 

1®.  Le  plus  haut  exposant  de  x dans  un  produit , est  égal 
au  nombre  des  facteurs  binômes  multipliés , et  il  diminua 
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conttanunent  d'une  unité  en  passant  d’un  tenue  à l'autre , jus- 
qu’à devenir  zéro. 

a*.  Les  coefiiciens  de  x sont , pour  le  premier  terme , l’unité  ; 
pour  le  second , la  somme  des  seconds  termes  des  binômes  ; 
pour  le  troisième  , la  somme  des  produits  düTérens  deux  à 
deux  de  ces  seconds  termes  ; pour  le  quatrième , la  somme 
des  produits dilTerens  trois  à trois,  etc.  enfin  le  dernier  terme 
est  le  produit  de  tous  les  seconds  termes  des  binômes. 

L’analogie  ^conduirait  à dire  que  ces  remarques  s'étendent 
au  produit  d’un  nombre  quelconque  de  binômes  ; mais  une 
telle  induction  doit  Être  écartée  (*).  Nous  allons  prouver 
que  les  lois  observées  ont  lieu,  quel  que  soit  le  nombre  des 
facteurs  binômes. 

Si  on  représente  par 

-f-  + Qx"—  -f  /îx*-3  -f-, + r 

le  produit  d’un  nombre  quelconque  m {de  facteurs  x -ha, 
x-t-bfX'j-c,  x-l~d,  etc. , et  qu'on  les  multiplie  par  un  nou- 
veau facteur  x-f-/,  il  viendra 

|x"-» -f-K  x 

4.P/I  4.Ç/I  -f-X/ 

Il  est  évident  que , i“.  si  P est  la  somme  des  m seconds  termes 
des  facteurs  binômes  a,  b , c , d , etc. , P -\-l  sera  celle  des 
1 seconds  termes  a,  b,  c , d. . . l\  parconséquent  la 

composition  assignée  à ce  coefficient,  sera  vraie  pour  le  produit 
du  degré  m-f-  i , comme  elle  l’est  pour  celui  du  degré  m.  « 

a*.  Si  Q est  U somme  des  produits  différena  n à a des 

(*)  Pour  se  convaincre  qu'une  loi  qui  se  manifestedans  les  premiers  tcrmcr' 
à'iin  résultat,  penl  changer,  qu’on  réduise  en  fraction  décimale,  et 

on  trouvera  o,  17  17  17  49  49  àoqt  la  rcritahle  période  est  49,  et  nou 
pas  17  comme  on  l'aurait  cru  d’a)>Qrd. 
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m seconds  ternes  a,  b,  c,  etc..,  Q-^Pl  exprimera  la 
somme  des  produits  analogues  des  m-f-  i lettres  a , b , c. . . l\ 
car 'P  étant  la  somme  des  m premiers  seconds  termes  a,  b, 
c,  d,  etc.  PI  sera  celle  de  leurs  produits  par  la  nourelle 
lettre  introduite  ; donc  la  comporition  assignée  sera  vraie  pour 
le  degré  m -1-  i , si  elle  l’est  pour  le  degré  m. 

3°.  Si  P est  la  somme  des  produits  dÜTérens  des  m lettres 
a,  b , c , d,  etc.  prises  3 à.  5,  R-j-  Ql  sera  celle  des  produits 

^ analogues  des  m -fi  i lettres  a,  b,  c , d l , prises  aussi 

3 à 3,  puisque  Ql , d’après  ce  qui  précède  , exprime  la  somme 
des  produits  difFérens  des  m premières  lettres  prises  a à a par 
la  nouvelle  lettre  introduite  , somme  à ajouter  à R pour  passer 
aux  produits  dilFérens  de  m-(- 1 lettres  prises  3 à 3 ( idem'). 
Donc  la  composition  assignée  sera  vraie  pour  le  degré  m-f-i , 
si  elle  l’est  pour  le  degré  m. 

On  voit  que  cette  manière  de  raisonner  s’étend  à tons  les 
termes,  d’après  leur  mode'  de  composition,  et  qu’enEn  le  dernier 
terme  ly  sera  le  produit  des  m -f- 1 Seconds  termes  des  facteurs 
binômes. 

Les  remarques  énoncées  étant  vraies  pour  le  produit  du 
quatrième  degré , le  seront , suivant  ce  qu’on  vient  de  voir , 
pour  celui  du  cinquième , pour  celui  du  sixième , et  puisqu’elles 
auront  lieu  en  passant  d’un  produit  au  suivant , elles  seront 
donc  toujours  vraies.  < 

En  supposant  les  m seconds  termes  des  facteurs,  égaux 
entre  eux , le  produit  devient  la  puissance  m du  binôme  x-f-a; 
il  prend  alors  la  forme. 

X™ -f-  maxf^'  -f-  Ac^x'*^ 4"  -f-. . . . -f'û** 

les  coefiiciens  A,  B y C, X,Y  représentant  les  nombres 

des  produits  différens  que  l’on  peut  former  avec.m  lettres 
prises  deux  à deux , trois-  à trois  , quatre  à quatre , etc. 

’ La  recherche  des  coefiiciens  du  développement  dii  binôme 
(x  , se  réduit  donc  à la  solution  de  cette  question  ; 
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Étant  données  des  lettres  en  nombre  m,  déterminer  combien 
il  peut  en  résulter  de  produits  différens  composés  de  n lettres. 

Et  la  solution  de  cet  énoncé  est  comprise  dans  celles  des 
deux  problèmes  qui  suivent. 

1°.  Etant  données  m lettres,  a,  b,  c,  d,  etc.  j déterminer 
le  nombre  des  arràngemens  qui  en  peuvent  résulter,  en  ne 
faisant  entrer  que  n lettres  dans  chaque  arrangement.' 

Soient^  le  nombre  cherché,  f celui  des  arrangemens 
de  m — 1 lettres  prises  n — i à re  — i : nous  chercherons, 
comme  dans  la  question  précédente,  à faire  dépendre de_y'. 
En  plaçant  la  lettre  a en  avant  de  chacun  des  arrangemen.s 
des  m — 1 autres  lettres  prises  n — i à n — i , on  aura  tous 
les  arrangemens  de  n lettres,  dans  lesquels  la  lettre  a occu- 
pera la  première  place , et  leur  nombre  sera  y'  ; de  même 
en  plaçant  la  lettre  b en  avant  de  chacun  des  arrangemens 
formés  avec  les  m — i lettres  a,  c,  d,'etc.  prises  aussi  n — i 
à n — 1,  on  aura  tous  les  arrangemens  possibles  de  n lettres, 
dans  lesquels  b occupera  la  première  place , ce  qui  donnera 
le  même  nombre  f d’arrangemens.  En  faisant  le  même  rai- 
sonnement pour  chacune  des  lettres  c , d,  etc. , on  obtien- 
drait à chaque  fois  f termes  ou  arrangemens.  Donc , puisque 
le  nombre  total  des  lettres  est  m,  on  aura  en  tout  mf  ar- 
rangemens, et  conséquemment  la  relation 

y = ^y- 

En  représentant  par  f,  y",  etc.  les  nombres  d’arrangeniens 
de  m — 3 lettres  prises  n — 3 à » — 3,  dem  — 3 lettres 
prises  n — 3 à n — 3,  etc.,  on  aura  ces  autres  relations  con- 
sécutives, 

. y = («—  oy 

. y=(/n— 3>y. 

y=(m-3)y’, 

; etc.  , 

En  passant  de  la  première  relation  à la  seconde , de  celle-ci 
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à la  troisième,  la  difficulté  se  réduit  continuellement,  carie 
nombre  total  des  lettres  à arranger,  ainsi  que  celui  des  lettres 
qui  entrent  dans  les  arrangemens,  vont  toujours  en  dimi- 
nuant; mais  comme  le  nombre  n est  ce  nombre  n sera 

réduit  à l’unité  plutôt  que  m , ce  qui  arrivera  lorsque  de  n 
lettres  on  en  aura  retranché  n — i ; alors  m sera  réduit  à 
m — (fl — i).  Si  donc  on  représente  par  (parceque  dans 

la  notation  employée , le  nombre  des  accens  de  y est  tou- 
jours égal  au  nombre  retranché  de  m)  le  nombre  des  arran- 
gemens de  m—(^n — i)  lettres  prises  n— (n— i)  kn—Çn — i), 
ou  une  à une,  on  aura 

O — m — (n  — 1 ) , 

pnisqu’alors  le  nombre  des  arrangemens  est  précisément  égal 
à celui  des  lettres  à arranger.  Ensorte  que 

yz=my'  — m(jn — = i)  (m — a)_y" 

= m (ffi — i)(f»— -a)  (ffi— 

= m(f» — 0(”* — 2)  (jn — 3) (m — (n — 1)). 

On  peut  déduire  de  cette  formule  le  nombre  des  arrange— 
mens  de  n lettres , en  les  faisant  entrer  toutes  dans  chaque 
arrangement  : il  suffit  d’y  faire  n=m,  ce  qui  donne 

y = x — m(m — 1)  (f«  — 2) i. 

D’où  l’on  voit  que  la  question  précédente  est  comprise  dan* 
celle-ci. 

a°.  Etant  données  m lettres , trouver  combien  elles  donnent 
de  produits  differens  de  n lettres. 

Si  ces  produits  étaient  connus , en  donnant  aux  lettres  qui 
entrent  dans  chacun  d’eux , toutes  les  dispositions  possibles , 
on  aurait  encore  tons  les  arrangemens  de  pi  lettres  prise* 
n à n.  Puisque  chaque  produit  est  composé  de  n lettres , 
pour  un  produit,  on  aurait,  d’après  ce  qui  vient  d’être  dé- 
montré, i.a,3 n arrangemens  : donc  si  l’on  représente 
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par  P le  nombre  des  produits  düTérens , os  aura  l’égalité 

PXi  .a. 3. 4. . . i)(m— a) (m — (n— 1)); 

d’où  l’on  tire  cette  expression  de  P qui  est  ici  l’inconnue 
de  la  question , 

m(m — i)(m — a) (m — (n — 1)) 

^ i.a.3.4 « 


Tous  les  cas  particuliers  se  déduisent  facilement  de  cette 
formule,  en  observant,  1°.  que,  pour  les  valeurs  particulières 
71=  1,  =a,=3,..  =m,le  cordent  général  P devient  suc- 
cessivement celui  du  a',  dn  3*,  du  4',  du  (m-J-  i)'"*'  terme  du 
développement^  a”,  que  son  numérateur  doit  être  limité  par 
les  valeurs  du  dernier  facteur  m — (n  — i),  correspondantes 
à celles  qu’on  donne  à 7t  ; 3*.  que  son  dénominateur  doit 
être  terminé  par  ces  valeurs  de  n.  Ainsi  pour  n = 1 , le 
coeilicient  général  devient  m,  c’est  celui  du  second  terme  ; 

pour  7t  = a,  il  se  change  en  celui  du  troi-, 

sième  terme,  et  ainsi  de  suite.  £n£n,  pour  n=m,  P de- 
vient = 1 , qui  est  le  coelEcient  du  dernier  terme , ou  du 
terme  de  rang  m -f- 1 nombre  qui  indique  celui  des  termes 
de  la  formule. 

Le  'développement  général 


(a:+a)"  = Æ-  + mar— ■ + û*æ— 

+ 


s’arrête  de  lui-même  pour  m nombre  entier  et  positif,  et  il 
se  change  dans  les  développemens  particuliers  de  (x-f-a)’, 
(x-f-ay,  etc.,  en  y faisant  m = a,  =3,  etc.  Mais  cette 
fonnule  générale  peut  être  représentée  par 
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m(m — 1')  (?n— 2)  (m — 3) 

i .2.3.4 


(m— (n— 1)) 


a"x"“" , 


qpi  en  est  le  n+ 1*"'  terme  et  le  ferme  général,  puisqu’il  de- 
vient le  2',  le  3',  le  4,‘,  etc. , en  y faisant  n=i,  =2 , =3,  etc. 
Considérons  maintenant  le  terme  qui  suit,  ou  celui  de  rang 
n-f- 2,  et  qui  est 


m(m — i)(m — 2)(m — 3) . . . (ift— («— t))(m — n) 
1.2. 3. 4 »•(«+») 


en  divisant  celui-ci  par  le  précédent,  on  obtiendra  le  rap- 
port entre  deux  termes  consécutifs,  qui  est  exprimé  par 

^ ^ indiqua  de  quelle  manière  chaque  terme  se  dif’ 
duit  du  précédent. 

Il  nous  reste  à démontrer  que,  dans  le  développement 
de  ( deux  termes  également  distans  des  termes  ex- 

trêmes, ont  même  coeiRcient  numérique.  Prenons  en  elFet 
le  terme  qui  a pour  coefficient  numérique 


m(m— i)4m— 2) (tts— (n — 1)) 

1.2.3 ■ n i 

ce  terme  sera  le  (n-f-i)*"',  à partir  du  premier  ' inèlusive-* 
ment,  c’est-à-dire  qu’il  y aura  n intervalles  entre  le  pre- 
mier et  celui  qu’on  considère  ; le  nombre  total  des  termes 
étant  m -f-  1 , puisÿie  l’exposant  du  binôme  est  m , le  terme 
placé  àn  intervalles  du  dernier,  et  conséquemment  à m — n 
intervalles  du  premier,  aura  pour  coefficient  numérique 

7n(m— i)(ni — 2) (m — (m— n — i)) 

1-2.3 • (m— /») 

m(/w— i)(m  — 2). . Jt ■■■;  (n-^i) 

’ ÏTJ.3.  , . • > i - (m — n)' 
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en  observant  que  le  nombre  des  intervalles,  diminué  d'une 
unité , est  ce  qu’il  faut  retrancher  de  m dans  le  dernier  fac- 
teur du  numérateur , et  que  le  dernier  facteur  du  dénomi- 
nateur est  ce  nombre  même  d’intervalles.  Il  s'agit  donc  de  dé- 
montrer qu’on  doit  avoir  cette  identité, 

m(m— i)(yn— Q)...(m— (n— O)  „|(m— i)(m— a)...(n-f  i) 
i.a.3 n i.a.3 (m— n)’ 

ou,  après  avoir  fait  disparaître  les  dénominateurs,  que 


1.3.3 i(m — n)m(m— i)(m— -a) (m— (n — i)) 

= i.a.3 ».m(m— i)(m — a) (n-f-i). 

Or  le  premier  membre  est  le  produit  de  la  suite  des  nombres 
naturels  depuis  m jusqu’à  m — (n  — i ) , multiplié  par  la  suite 
des  nombres  naturels  depuis  m — n jusqu’à  i , ou  le  produit 
de  tous  les  nombres  naturels  depuis  i jusqu'à  m inclusive- 
ment ; le  second  membre  offre  également  le  produit  des 
nombres  depuis  i jusqu’à  n , par  celui  des  nombres  depuis 
n-f-i  jusqu’à  m.  Donc  etc. 

Reste  à faire  voir  que  la  formule 


1 .a 


s’étend  aux  cas  de  m nombre  fractionnaire  positif  et  négatif  : 
nous  en  emprunterons  la  démonstration  à'EuUr  lui -même.' 
Pour  m et  n nombres  entiers  positifs,  on  a le  développement 
précédent  et  celui-ci  ' > 

(i+x)"=i-(-nx-l — i ^ ix*-f-etc. 

i.a  i.a.3 

et  conséquemment 

(1  -f  x)"’(i  = 
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(I +»)-*■=. +(»+»)r+fc±îH^tl=.0^ 

^ (m+n)(m+n--i)(m+re^)^^  ^ _ 

si  donc  on  pose  (i  -\-x')”=f(jn),  (i  +x)"=y(n),  on  aura 
cette  propriété 

/■('»)X/(»)  = /(mH-n) (i) 


caractéristique  de  la  fonction  ou  de  l’expression  désignée  par  f, 
qui  consiste  en  ce  que  des  polynômes  tels  que  ceux  qui  sont 
représentés  ici  pary(m)  ety'(»),  étant  multipliés  entre  eux, 
donnent  un  produit  composé  en  m -f-  n exactement  de  la  même 
manière  que  chacun  des  facteurs  l’est  en  m ou  en  n.  Si  l’on 
change  dans  (i)  m en  n-|-p,  on  aura 


/(m-f  p)X/’(n)=/(m  + n+p), 
ou 

/■("»)  Xf(»)  X/'(p)=/’(m-f  n+p) (a). 


On  aurmt  une  semblable  équation , quel  que  fût  le  nombre  des 
fonctions  multipliées  entre  elles  : comme  elle  s’établit  entre 
le  produit  fait  et  le  produit  indiqué , elle  aura  donc  lieu  pour 


im  nombre  k de  facteurs  tels 


ensorte  que 


/■(ï)  =^(i+{+r  • ■ ) • 

puisque  ^ X A = A ; donc 

• > : 

et  tirant  de  part  et  d’autre  la  racine  k , op  obtient 
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Mais  h étant  un  nombre  entier  et  positif,  /(A)  = ( i -f  x)‘ ; 
donc 


/©  = (.+x,S; 


et  comme  le  signe  f,  qui  indique  la  forme  du  dérelopperaent, 
ou  sa  composition  en  exposant , n’a  pas  changé , on  conclut 

que  la  formule  de  la  puissance^  de  ( i + x)  est  ce  que  de- 

t 

vient  celle  de  la  puissance  m^”' , en  changeant  dans  celle-ci 

m en  On  a donc 
k 


h /h 
k\h' 


1.3 


1 .3.3 


Passons  au  cas  de  l’exposant  négatif.  On  a trouvé 
/•(m  -f  n)  =fim')  X/(n)  ; 

pour  n = — m,  on  ay(m-}-n)=(i  ■+-x)"*~*=(i-f-x)*=t; 
donc 


/(—«»)  Xf(jn)  =1,  d’où/(— m)  =J^  = (»  +3?)“". 

Ensorte  qu’en  changeant  m en  — m dans  le  développement 
dey’(m),  on  a celui  de  (i-f-x)~*.  La  formule  générale 
s’étend  donc  à tous  les  cas,  même  à celui  de  l'éxposant  irra- 
tionnel auquel  on  peut  toujours  substituer  une  fraction  telle 
que  l’erreur  soit  plus  petite  que  tout  nombre  donné. 
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NOTE  XII, 

SUR  LE  CHAPITRE  YII,  III'  SECTION. 

- • ' ( 

Recherche  du  plus  grand  commun  dit>iseur  entre 

'des  nombres, 

QüOIQDE  ce  procédé  ait  été  démontré  dans  les  Ëlémens 
d’ Arithmétique , cependant  nous  croyons  devoir  l’exposer  ici , 
en  l’étendant  au  cas  de  plusieurs  nombres , et  en  partant  de 
principes  qui  conviennent  également  aux  polynômes. 

Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  un 
nombre  quelconque  de  nombres  A,  B , C , etc.,  il  suffit  de 
savoir  le  trouver  entre  deux  nombres.  A cet  effet,  on  cher- 
chera d’abord  le  plus  grand  commun  diviseur  D entre  les  nom- 
bres A et  B , puis  le  plus  grand  commun  diviseur  Z/  entre  D 
et  C,  et  ainsi  de  suite  , et  enfin  ce  dernier  plus  grand  commun 
diviseur  sera  celui  qu’on  demande.  Soient , pour  le  démon- 
trer, trois  nombres  A , B , C : on  aura 

tA  = mD,'\  ÇAzzzmrD'A 
3 = -rZ>',l 

m et  n sont  nécessairement  des  nombres  premiers  entre  eux , 
autrement  D ne  serait  pas  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  ^ et  fi  ’,  il  doit  en  être  de  même  des  nombres  r et  q , 
pour  que  Z)'  soit  Je  plus  grand  commun  diviseur  entre  D et  C. 
Donc  Z/  est  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A,  B et  C. 

Comme  la  question  de  trouver  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  deux  nombres , revient  à celle  de  réduire  une 

fraction  -=•  à sa  plus  simple  expression , puisque  divisant  A 

et  fi  par  ce  plus  grand  commun  diviseur , on  a les  deux  plu.s 

petits 
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petits  quotiens  possibles , nous  poserons  ce  dernier  énoncé  , en 
supposant  A'^  B. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  ne  peut  excéder  B ; il  peut 
être  B lui-même  , ce  qu’on  reconnaîtra  en  faisant  la  division 
qui  donne 

■b  = ^ + -b 

q étant  le  quotient  en  nombre  entier,  et  R le  reste,  si  la  di-* 

A 

vision  ne  se  fait  pas  exactement.  La  fraction  — ne  peut  se 

réduire  sans  que  la  fraction  ou  son  inverse  -^ne  se  réduise, 

puisque  q est  un  nombre  entier  toujours  irréductibie  ; or  B étant 

le  nombre  qui  doit  réduire  ne  peut  excéder  fl;  il 

peut  être  fl  lui-même , ce  qu'on  reconnaitrapaT  la  division  qui 
donne  i 


fl~^  fl 


(a). 


q'  étant  le  quotient  en  nombre  entier,  et’/î'  le  reste 

B 9 * 

on  dira  encore  que  la  réduction  de  — . dépend  de  celle  de  —, 

R *• 

ou  de  l’inverse  ^ , parceque  q'  est  ua  urmBrê  irréductible  ; 

ensorte  que  continuant  de  cette  manière , on  amra  les  décom- 
positions suivantes  : 


R'~^ 


(3),. 


9 "4"  I 

etc. 


Oo  voit  bien  clairement  ici  que  le  nombre  qui  doit  réduire-^ 

L1 
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RB  Ri  R 

est  celui  qui  doit  réduire  — ou -5-,  qui  doit  réduire  — ou 

iSti  IX  il 

R!*  Rf 

qui  doit  réduire  ^ ou  Si , par  exemple,  R"=:o , ce  nombre 

ne  peut  excéder  R"  : R*  est  donc  le  plus  grand  nombre  qui 
puisse  réduire  la  fraction  ; conséquemment  il  est  le  plus 


grand  commun  diviseur  entre  A et  B. 

D’où  l’on  déduit  cette  règle  : il  faut  diviser  le  plus  grand 
des  deux  nombres  par  le  plus  petit , le  plus  petit  par  le  pre- 
mier reste , le  premier  reste  par  le  second  et  ainsi  de  suite , 
jusqu’à  ce  qu’on  soit  arrivé  à une  division  exacte  ; alors  le 
dernier  diviseur , celui  qui  fait  sa  division  exactement , est 
le  plus  grand  commun  diviseur  cherché.  Les  décompositions 
faites  (pag.  468  et  469)  rentrent  dans  cette  règle,  ensorte, 
qu’il  sera  bon  de  revenir  sur  ce  numéro. 

Soient  R*  = o et  R*  = 1 : l’unité  sera , d’après  ce  qui  a 
«té  démontré  plus  haut , le  plus  grand  commun  diviseur' 


entre  Aet  B la  fraction  sera  donc  sa  plus  simple  expres- 


sion, c’est-à-dire  qu’elle  sera  irréductible.  Réciproquement , 
le  dernier  diviseur  étant  l'unité  , on  conclura  que  la  fraction 
proposée  est  iméductible. 

Si  on  découvre  dans  le  nombre  A des  facteurs  qui  ne 
soient  pas  communs  à R , et  dans  B des  facteurs  étrangers  à A, 
on  peut  les  effacer  sans  craindre  d’altérer  le  plus  grand  com- 
mun diviseur.  En  effet,  ces  deux  nombres  étant  de  la  forme 
mna  et  pqa  , on  peut  supprimer  dans  l’un  le  facteur  mn,  et 
dans  l’autre pq , et  a est,  après  comme  avant,  le  plus  grand 
commun  diviseur.  Si  les  nombres  étaient  mncN,  pqcN' , on 
pourrait  encore  , pour  simplifier  l’opération , supprimer  c , 
quoique  facteur  commun , en  observant  cependant , après 
avoir  trouvé  le  plus  grand  commun  diviseur  a , entre  iss  deux 
fpiodens  N et  iV',  de  le  multiplier  par  ce  facteur  c qui  doit 
faire  partie  du  plus  grand  commun  diviseur  total.  Si  on  intro> 
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duisut  un  facteur  d dans  les  deux  nombres,  il  faudrdt  diviser 
le  plus  grand  commun  diviseur  par  ce  facteur  introduit. 


N O T E X I I I, 

J » 

SUR  LE  CHAPITRE  XI,  IIP  SECTION. 
Considérons  la  progression  décroissante  qui  résulte  de  la 
proposée , en  y changeant  b en  ^ ; alors  le  terme  de  rang 
n,  que  nous  désignerons  par  u,  devient 


Supposons  que  la  progression  soit  continuée  indéfiniment, 
c’est-à-dire,  qu’elle  ne  s’arrête  jamais',  alors  u sera  pins  petit 
qu’aucun  nombre  donné , quelque  petit  qu’il  soit , puisque  u 
diminue  toujours  en  s'éloignant  du  premier  terme  ; il  s’agit 
d'examiner  ce  qu’on  doit  entendre  par  la  somme  totale  des 
termes  de  cette  suite.  Pour  cela,  nous  supposerons  que  le 
nombre  n,  qui  est  le  rang  du  tenue  u,  ait  été  successivement 
= a,  =3,  =4>  6t  ainsi  de  suite  indéfiniment;  à ces  va'* 
leurs  de  n correspondent  celles-ci  de  u, 

a c a a a 

“ — — pf»  =73» 


fractions  qui  sont  de  l’espèce  des  suivantes  : 

X X * ^ * fktc  T 

A 9 4»  % f 

qui  s’approchent  de  plus  en  plus  de  zéro  sans  pouvoir  jamais 
l’atteindre.  En  effet,  qu’on  divise  une  ligne  prise  pour  unité 
eu  a,  3,  4>  etc.  parties  égales,  on  ne  peut- jamais  arriver 
.aune  sons-division  zéro,  puisqu’en  reprenant^  cette  sous- 
division  autant  de  fois  qu’elle  est  dans  la  ligne,'  on  conclu- 
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rait  qu«  la  ligne  entière  est  zéro;  mais  plus  on  avance  dans 
ces  fractions,  plus  la  sous division  correspondante  devient 
petite , plus  on  approche  de  zéro  qui  est  la  limite  de  leurs 
décroissemens  (not.  g).  On  conçoit  que  cette  conclusion  n’a  lieu 
qu’à  l’égard  des  décroissemens  par  voie  de  division.  En  appli- 
quant ce  que  nous  venons  de  dire  aux  valeurs  successives 
de  U , qui  sont  aussi  des  fractions  décroissantes , on  aura  cet 
algorithme, 

O = limfte  de  U, 


ce  qui  signifie  que  la  difFérence  entre  u et  zéro  est  plus  pe- 
tite que  toute  quantité  assignable.  Reprenons  maintenant 
l’expression 


le  premier  terme  de  S est  indépendant  du  nombre  des  termes 
qu’on  somme , c’est-à-dire  qu’il  reste  numériquement  le  même 
pour  toutes  les  valeurs  de  n ; donc  la  somme  S s’approche 
d’autant  plus  de  ce  premier  terme  que  le  nombre  n est  plus 

grand,  et  à la  limite  o de  correspond  la  limite  de  S, 

qui  est  ; ainsi  - — nest  pas  la  somme  des  termes  de 

la  progression  indéfiniment  prolongée,  mais  une  limite  supé- 
rieure que  cette  somme  ne  peut  atteindre.  C’est  pour  carac- 
tériser cette  circonstance , que  nous  écrirons 

limite  5=  ■.  ...fi). 

r — 1 


Ainsi est  Un  terme  dont  on  approchera  d’autant  plus 


r-T-i 


, qu’op  prendra  une  plus  grande  portion  de  la  progression , ob- 
servant bien,  qu’il  ne  peut  être j pris  pour  S qu’autant  qu’il 
t s’agit  de  l%.tpt^t.é  de  la  suite  ' qu’on. ne  peut  ^sommer. 
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Soit,  pour  exemple,  la  progression  indéfiniment  prolongéa 
I i - i -1-  «te 

•3  Al  41  ï>  T7i 

on  a a = i et  r=a;  donc 

limite  5 = a. 

» 

En  elFet , si  cm  étend  bout  à bout  deux  lignes  prises  chacune 
pour  unité,  et  qu'à  la  première  on  ajoute  la  moitié  de  la 
seconde,  puis  à la  somme  la  moitié  du  reste,  à cette  second» 
somme  la  moitié  de  l'excédant , et  ainsi  de  suite , ce  qui  re> 
vient  à ajouter  a,  3,4,  etc. , termes  de  la  progression,  toutes' 
ces  longueurs  approcheront  de  plus  en  plus  de  la  longueur 
totale  des  deux  lignes,  sans  pouvoir  jamais  lui  devenir  rigou- 
reusement égales , ce  qui  fait  bien  voir  que  a est  la  limite 
vers  laquelle  ces  sommes  tendent  sans  cesse,  sans  cependant 
pouvoir  jamais  l'atteindre. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  aurait  encore  lieu  dans  le  cas  où 
le  facteur  serait  toute  autre  fraction  — , parcequ'alors  on 
aurait 


mais  la  limite  de  m étant  zéro , celle  de  S est 

r — m 

limite  S ~ — — . 

r — m 

Jusqu’ici  nous  avons  considéré  la  progression  dont  tous 
les  termes  sont  positifs  ; mais  il  peut  arriver  que  les  signes 
soient  alternatifs,  ce  qui  a lieu  lorsque  le  facteur  q est  né- 
gatif, car  alors  les  termes  sont 

+«9*.  —O?*»  > 
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le  signe  -f-  dn  dernier  terme  se  rapportant  an  cas  où  n est 
impair , et  le  signe  — à celui  de  n nombre  pair.  Pour  som- 
mer cette  progression  que  nous  supposerons  croissante,  ou 
posera  encore 

S— a — aq-\-04f  — aq^  -f- rpoq"~*:l:aq""', 

et  multipliant  de  part  et  d’autre  par  — q,  parceque  le  fac- 
teur est  négatif,  on  aura 

— qS=. — cq-f-oq’— oq’— - qroq*“*d:aq"~'q:<iq". 

Si  on  retranche  la  première  égalité  de  la  seconde , la  diffé- 
rence sera 

S(_q_  i)=:q:aq“_a, 

d’où  l’on  tire 

±:aq-+a_±:Mq4-a 

?H~"; W- 

OÙ  l’on  remarquera  la  même  correspondance  entre  les  signes 
<4*  et  — du  terme  uq , et  l’indice  pair  ou  impair  du  rang  du 
dernier  terme. 

Dans  le  cas  de  la  progression  décroissante  à signes  alter- 
natifs, dont  le  nombre  de  termes  surpasse  tout  nombre  donné, 
on  trouve 

imite  S = (3), 

r-f-i 

après  avoir  fait  dans  (9)  q = p et  supprimé  le  terme  variable 

suivant  la  notion  de  limite  donnée  plus  haut. 

Proposons-nous  de  sommer,  par  exemple,  la  suite  de 
termes 

ï»  — ï>  +î>  “5.  — etc. 

prise  indéfiniment  ; en  la  comparant  avec  la  formnle  génè; 
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raie  des  progressions  à signes  altematifi,  on  trouve  a=:i  , 
r=:*f-a;  donc 

limite  5 = 3. 

En  eiTet  la  progression  proposée  équivaut  à la  somme  des 
deux  suivantes  : 


1 ^ — - fitp  * -S*  -L 

4>  io>  bA>  > a>  gi  Ç41 

Faisant  pour  la  première  a—i  et  r~4>  et  pour  la  seconde 
a= — 3 et  r=4»  l’expression  limite  (1),  on  trouve  les 

suivantes  : 

limite  5 = | , limite  S 

et  les  ajoutant,  on  a 3 pour  somme  des  limites,  résultat  trouvé 
plus  haut. 

NOTE  XIV, 

INTRODUCTION  A LA  SECTION  IV'. 


Dans  ce  qui  précède  , les  signes  et  — ont  toujours  indi* 
qué,  le  premier  une  addition,  le  second  une  soustraction: 
c'est  le  seul  emploi  qu'ils  avaient  à remplir  lorsqu’il  n’était 
question  que  d’opérations  à faire  sur  des  représentations  de 
nombres  : et  — sont  des  signes  de  corrélation  : une  quan- 

tité isolée  est  celle  que  l’on  considère  en  eUe-même , et  sans 
aucune  relation  avec  d’autres  quantités  ; ainsi  une  telle  quan- 
tité précédée  soit  du  signe  + , soit  du  signe  — , implique 
contradiction.  Cependant  on  est  souvent  conduit  dans  la  solu- 
tion des  questions,  à un  résultat  tel  que  celui-ci  x = — n, 
n étant  un  nombre. 

Que,  pat  exemple , on  ait  de  3 à retrancher  5 , ce  qui 
revient  au  cas  de  ï<^a,  distingué  (not;  a);  la  soustraction 
n est  pas  possible  ; on  la  remplace  par  celle  de  3 ôté  de  5 , et  la 
différence  a est  précédée  du  signe  — , pour  dire  qu'on  4. 


1 


. Digitized  by  Google 


536  NOTES, 

changé  l’ordre  des  nombres , à l’effet  d’en  venir  à une  opéra- 
tion exécutable.  Le  reste  a est  ce  dont  il  s’en  fait!  qae  le 
nombre  2 soit  tel  qa'on  puisse  en  retrancher  5j  c’est  ce  qui 
manque  au  nombre  ^ pour  qu’on  en  soit  à la  limita, de^  sous- 
tractions possibles  lorsqu’on  a 5 à retrancher.  En  effet  la  der^ 
nière  de  ces  soustraction.*!  est  5 — 5 = o. 

C’est  dans  ce  sens  qu’il  faut  interpréter  l’exposant  négatif 
—d,  trouvé  (pag.  47°);  il  avertit  qu’on. est  sorti  des  limites  de 
Indivision,  ce  qui  a lieu  en  effet  ici,  puisque  le  diviseur  est  al- 
gébriquement plus  grand  que  le  dividende.  L’exposant  du  quo- 
tient ayant  fonction  d indiquer  l’excédant  du  nombre  de  fac- 
teurs a du  dividende,  sur  celui  des  facteurs  a du  diviseur, 
doit  être  noté , dans  cette  hypothèse , d’après  la  convention 
faite  (not.  ^ On  observera  d’ailleurs  que  la  division  n’est  qu’une 
soustraction  abrégée. 

Prenons  pour  second  exemple  , cette  question  : Trouver  un 
nombre  qui  soustrait  de  a , laisse  b pour  reste.  Désignant  ce 
nombre  inconnu  par  x,  on  a cette  traduction 

a — x=b,  d'où  x = c — b .(i)  , 

en  ajoutant  x et  retranchant  b de  part  et  d’autre.  Qu’on  sup- 
pose a = lû  , b = 4,  on  aura  x = 6 : alors  la  soustraction 
est  arithmétiquement  exécutable.  Mais  qu’oii  ait  a = lo,  è = 14, 
il  faut  de  lq  retrancher  14 , ce  qu’on  ne  peut  faire  qu’en  partie , 
ou  que  par  rapport  à la  portion  de  1^  égale  à la.  L’excédant 
4 ne  peut  être  soustrait,  puisque  cette  opération  emporte 
l’idée  de  deux  nombres  ; mais  un  tel  résultat , en  tant  qu’il 
existe  soustractivement , indiquera  que  le  nombre  x dont  il 
est  la  représentation,  doit  entrer  soustractivement  dans  l’énoncé 
où  il  est  déjà  retranché  du  nombre  a ; ensorte  que  par  là 
l’énoncé  se  trouve  corrigé  et  ramené  à ces  termes  : trouver  un 
nombre  qui  ajouté  à a,  donne  b pour  somme.  Ce  nombre  né- 
gatif isolé  ramène  donc  à la  véritable  position  de  la  question , 
il  avertit  que  l’énoncé  doit  être  pris  dans  un  sens  opposé  , il  le 
redresse  dans  ce  qui  est  inexact.  Telles  sont  donr  l’origine  et 
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l’acception  de  ces  quantités  négatives  isolées.  On  voit  bien 
clairement  ici  que  ce  signe  — n’aiTecte  qu'en  apparence  le 
nombre  4 , et  qu’en  dernier  résultat , il  indique  de  quelle  ma- 
nière ce  nombre  ou  sa  représentation  doit  entrer  dans  la  com- 
binaison énoncée  , ce  qui  est , ainsi  que  nous  l’avons  observé  , 
la  véritable  fonction  des  signes. 

Cette  incertitude  de  l’opération  sons  laquelle  le  nombre 
inconnu  doit  être  combiné  dans  l’énoncé , est  de  même  espèce 
dans  la  question  suivante  ; seulement  elle  a lieu  de  la  multipli- 
cation à la  division  : trouver  un  nombre  qui  multipliant  S,  donna 
pour  produit  l’unité  : on  a donc 

5 X a:  = 1 , d’où  X = 5 : 


ensorte  qu’il  faudrait  dire  : trouver  un  nombre  qui  divisant  5, 
donne  l'unité  pour  quotient.  Mais  comme  diviser  par  5 revient 
à multiplier  par  l’énoncé  peut  être  maintenu. 

Un  homme  place  pour  une  année  un  capital  à raison  de 
5f'-  pour  ioo^‘  d'intérêt;  au  bout  de  l'année,  en  sus  du  capital 
et  des  intérêts  , on  doit  lui  remettre  par  convention  faite , une 
somme  b , et  le  tout  doit  faire  le  capital  : on  demande  ce 
qu  est  ce  capital  ? 

Soit  X le  capital  : puisque  100^''  devieiment  au  bout  de 
l’année  , on  aura  le  capital  à la  même  époque,  par  la 

proportion 

, io5x 

100  : io5  ::  x ; y = . 

100 


La  somme 


io5x 
100  ‘ 


b doit  être  x *,  on  a donc  l’équatioa 


io5x  , , 
b — X •. 

100 


prenant  100  fois  l’un  et  l’autre  membres,  on  aura  encore  une 
équation  qui  sera 

io5x  -j-  1006  = loox  ; 

et  retranchant  de  part  et  d'ùntre  lOOX  et  100 h,  on  obtiendra 
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5x  = — looft, 

et  divisant  par  5 , 

X = — 30  6. 

Ainsi  le  capital  serait— ao 5.  Cette,  réponse  ne  paraît  pas 
d'abord  intelligible , et  cependant  si  on  reporte  cette  valeur 
— soi  de  X dans  l'équation  trouvée , on  obtient 


io5  X gQ& 
100 


+ 6= — soi; 


et  faisant  les  opérations  indiquées  dans  le  premier  membre  ^ 
il  vient 

— 30  6 = — soi» 

ce  qui  est  vrai.  Cette  valeur  de  x , toute  négative  qu’elle  est , 
satisfait  donc  à l’équation , puisque  ses  deux  membres  de- 
viennent identiquement  égaux  par  le  fait  de  la  substitution. 
En  remontant  à l’énoncé,  on  découvre  qu’il  est  impossible 
qu’un  capital  augmenté  d'un  intérêt , reste  égal  à lui-même  , 
et  qu’à  plus  forte  raison  cette  impossibilité  a lieu , si , outre  leà 
intérêts  on  lui  ajoute  une  somme  b ; qu’il  faut  que  de  ces  deux 
parties  , ce  qui  résulte  de  l’intérêt  à raison  de  5 pour  cent 
on  b , l’une  soit  soustraite.  En  effet , si  on  reporte  dans  la 
première  équation  cette  circonstance  — x , qui  n’est  que 
X = — un  nombre  , on  trouve 


io5  , , 

— X 0=:  — x; 

lOO 


«t  changeant  les  signes  de  part  et  d’autre , 


io5x 

lOO 


b = 


X, 


tradttctionL  de  l’éaoncé , en  supposant  rintérêt  additif  au 


I 

I 

r 
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capital , aaquel  cas  la  somme  b doit  être  retranchée.  Cetta 
équation,  traitée  comme  la  précédente,  donnerait 

x=  aoi. 

Si  l’intérêt  de  5 pour  cent  est  soustrait  de  loo , auquel 
cas  loo  se  réduit  à g5  , on  a le  capital  x au  bout  de  l’année, 
par  la  proportion 

. q5x 

loo  : q5  ::  X :y=s:^ — ; 

conséquemment 

loo  ■ 

multipliant  par  loo,  retranchant  de  part  et  d’autre  gSx,  il 
vient 

ioo6  = 5x,  ou  X = aoé. 

Le  résultat  négatif  isolé , valeur  de  x , annonçait  une  rec~ 
tiScation  ou  une  correction  dans  les  termes  de  l’énoncé , et 
la  question  proposée  pouvait  être  rétablie  de  deux  manières. 
La  résolution  des  questions  dont  nous  nous  occuperons  plue 
particulièrement  dans  la  suite,  nous  fournira  de  fréquentes 
occasions  de  revenir  sur  ces  considérations  et  de  les  compléter.' 

On  lit  dans  quelques  ouvrages  élémentaires , que  les  quan» 
tités  négatives  ou  soustractives  ne  sont  pas  moindres  que  zéro, 
parcequ’il  n’y  a rien  au-dessous  de  zéro,  parceque  zéro  est 
la  limite  des  quantités  décroissantes,  ce  qu’il  faut  cependant 
entendre  des  décroissemens  par  voie  de  division.  Quoi  qu’il  en 
soit  de  cette  opinion  qui  n’est  pas  celle  des  géomètres  les  plus 
distmgués  de  nos  jours,  qui  notent  une  quantité  négative  telle 
que  — a,  par  exemple,  de  cette  manière,  o,  on  peut  coin*- 
parer  les  nombres  négatifs  aux  positifs , et  les  premiers  entre  eux 
sous  la  relation  des  grandeurs.  A cet  effet,  posons  l’identité 

44-3  = 5-t-a; 

et  retranchons  4 de  part  et  d’autre , en  faisant  cette  soustrait 
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tion  de  4 des  nombres  3 et  a,  a£n  d’avoir  de  ces  restes  négatifs  > 
on  trouvera 

4+(-i)  = 5 + (-a), 

or  4 est  < 5;  donc  par  compensation  — i est  > — a.  On 
démontrerait  de  cette  manière , que  de  deux  nombres  négatifs , 
le  plus  grand  est  le  plus  petit  considéré  numériquement , ou 
abstraction  faite  du  signe.  Dans  les  deux  membres  de  régalité- 
précédente , les  nombres  négatifs  ne  sont  pas  isolés. 

Si  des  deux  membres  de  la  première  égalité  on  retranche  4» 
on  aura  celle-ci 

4 + (— 0=3+1  : 

or  4 est  ^ a ; il  faut  donc  que  , par  compensation , on  ait 
— 1 <^  + 1 . Ainsi  un  nombre  négatif  est  plus  petit  que  tout 
nombre  positif,  ou  que  tout  nombre  absolu. 

On  démontre  dans  la  multiplication  que  — par  — donne  +^ 
ce  qui  est , comme  on  le  sait , une  manière  abrégée  de  s’ex- 
primer : pour  cela,  on  part  de  deux  facteurs  tels  que  a — b 
parc — d,  dans  lesquels  les  quantités  b et  d sont  retran- 
chées des  quantités  a et  c respectivement  plus  grandes  : ainsi 
on  ne  prouve  pas  directement  que  — 6x  — d=.-\-  bd  , 
ou  que  ( — by  = b^.  Cependant,  la  première  règle  une  fois 
établie,  qu’on  pose 

a — x=zb,  d’où  X — a = —b, 

et  qu’on  élève  chacune  de  ces  égalités  au  carré  ; puisque  le 
produit  de  a — X par  a — x , est  le  même  que  celui  de  x — a 
par  X — c , on  aura 

( — = 

Les  mêmes  principes  serviront  à expliquer  la  signiGcation 
des  racines  imaginaires.  Posons  de  suite  cette  question  : trouver 
le  nombre  dont  le  carré  soustrait  de  3,  donne  7 pour  reste^ 
On  a 

3 — X* =7 , donc  x’xsS  — 7 = — 4- 
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Ici  se  manifeste  une  contradiction  dans  l’énoncé  , et  nous 
sommes  avertis  que  le  carré , au  lieu  d’être  soustrait , doit  être 
ajouté.  On  est  conduit  par  cette  question  à extraire  la  racine 
carrée  du  nombre  négatif  — 4 > ce  qui  donne  l’imaginaire 
a 1/ — 1 . Mais  en  redressant  d’abord  l’énoncé , on  a la  tra- 
duction 

3-f-a;*ï=7,  d’où  x*  = 7 — 3 = 4»  c*  x = \/4  = 2. 

Ainsi  les  résultats  négatifs  isolés  viennent  de  ce  qu’on  est  con-> 
duit  à soustraire  un  nombre  plus  grand  d’un  plus  petit , et 
les  imaginaires  sont  données  par  une  nouvelle  opération  à 
exécuter  sur  ces  sortes  de  restes  qu’on  ne  devrait  pas  rencon- 
trer. C’est  effectivement  de  cette  manière  que  nous  avons  in- 
troduit l’imaginaire  (pag.  499)  pour  démontrer  deux  ansfor- 
madons  très-usitées.  Par  là  nous  donnons  une  origine  commune 
aux  restes,  aux  exposans  négatifs  et  aux  imaginaires. 

Soit  encore  proposé  de  trouver  deux  carrés  dont  la  somme 
soit  un  carré.  On  aura  l’équation 

= d'où  x^=a’‘ — : 

cette  équation  sera  visiblement  possible  tant  que  l’on  aura 
mais  sous  la  relation  ^ a* , l’énoncé  renferme 
visiblement  une  contradiction  , et  on  n’a  pas  besoin  d’en  être 
averti  par  l'imaginaire  qui  est  le  résultat  du  calcul.  Le  signe 
ne  se  trouverait  donc  jamais  sous  le  radical  du  second  de- 
gré , si  l’énoncé  était  toujours  ce  qu’il  doit  être.  (^F'oyez  l’ou~ 
vrage  de  Carnot , Géométrie  de  position , page  63.  ) 


M' 


A' 


-M 


187.  Considérons  deux  points  M et  M rapportés  successi- 
vement aux  points  A et  A'  origines  communes  des  distances  ; 
et  désignons  par  x celles  des  points  M et  M'  au  point  A , 
par  x'  celles  des  mêmes  points  au  point  A' , et  par  A la  dis- 
tance AAf  : on  aura 
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AM  = Ajf^3'  = A-^jifr=x, 

AM'  = AA^  ~ a/  =.  A — x'  — X. 

On  voit  donc  que  si  l’on  veut  rendre  la  même  formule  ana- 
lytique 

• X = A 

applicable  aux  points  situés  à droite  et  à gauche  du  point  A', 
il  font  regarder  pour  ceux-ci,  les  valeurs  de  x'  comme  né- 
gatives ensorte  que  les  changemens  de  signes  répondent  aux 
changemens  de  position  des  points  par  rapport  au  point  A' 
origine  des  distances.  Lorsque  les  deux  origines  A et  A'  se 
confondent  au  point  A' , oa  a AA'  xa  A =o,  et 

A'M=  + af,  A'M'xz  — x', 

ce  qm  rend  plus  évidente  la  conclusion  ci-dessus.  Si  de  plus 
on  suppose  le  point  A'  en  M',  on  trouve 

A'M=  AfMx=  + af, 
et  si  A!  se  transporte  en  M , 

A'M'  — MM'  xz  — x?. 

Ainsi  deux  distances  comptées  à droite  et  à gauche  d’une 
même  origine  A' , et  sur  une  même  droite  , doivent  être  af- 
fectées l’une  du  signe  et  l’autre  du  signe  — . 11  en  est  de 
même  des  deux  distances  M'M,  MM'  comptées  des  deux 
origines  M et  M'  sur  la  ligne  qui  le  joint,  et  en  allant  de  l’une 
vers  l’autre.  Les  signes  -|-  et  — indiquent  donc  deux  manières 
d’être,  on  deux  sens  absolument  opposés.  Telle  est  la  signifi- 
cation qu’ils  conservent  dans  l'application  de  l’algèbre  à la 
géométrie,  laquelle  n’est  pas  une  convention  nouvelle,  et  ne 
répugne  pas  à celle  qu’ils  ont  dans  l’algèbre , puisque  la  pre- 
mière dérive  de  la  seconde. 

Cette  acception  des  signes  -l-  et  — bien  entendue  , nous* 
passerons  à quelques  observations  sur  les  inégalités , à l’effet 
de  prémunir  les  commençans  contre  quelques  erreurs  dans 
lesqueUes  il  leur  arrive  quelquefois  de  tomber«  ■ ^ 
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On  a vu  qu’on  n’altérait  pas  une  égalité  en  augtnentant, 
diminuant  également , multipliant  ou  divisant  de  part  et  d'autre , 
en  un  mot , en  pratiquant  la  même  opération  sur  l’un  et  l’autre 
membre.  L’inégalité  ne  se  comporte  pas  tout-à-fait  de  la  même 
manière , au  moins  dans  plusieurs  cas.  Nous  rappellerons  d’a- 
bord cette  conclusion  obtenue  plus  haut , que  le  plus  petit  de 
deux 'nombres  négatifs,  est  le  plus  grand  pris  numériquement, 
ou  abstraction  faite  du  signe  , et  que  tout  nombre  négatif  est 
plus  petit  que  tout  nombre  positif. 

Les  inégalités  continuent  à avoir  lieu  dans  le  même  sens  , 
lorsqu'on  ajoute  de  part  et  d'autre  des  nombres  positifs  ou 
négatifs. 

Soient  les  inégalités , 

8>4;  -8<-4;  8>“4: 

elles  auront  encore  lieu  dans  le  même  sens , soit  qu’on  mul- 
tiplie ou  qu'on  divise  les  deux  membres  par  un  nombre  positif. 

Mais  qu’on  les  multiplie  ou  qu’on  les  divise  par  — 2 , et  on 
aura  ces  produits 

— 16<-8,  t6>8,  _iS<8, 
et  ces  quotiens 

— 4<— 2,  4>a,  — 4<a. 

a*.  Donc  Us  inégalités  ont  lieu  dans  le  même  sens,  lorsqu’on 
les  multiplie  ou  qu’on  les  divise  par  un  nombre  positif,  et  elles 
ont  lieu  en  sens  contraire  lorsque  U facteur  ou  le  diviseur 
est  négatif. 

Une  inégalité  n'a  plus  lieu  dans  U même  sens , lorsqu'on 
change  les  signes  de  part  et  d’autre , puisqu’alors  on  multi- 
pÜe  de  part  et  d’autre  par  — 1. 

Qu’on  ait  les  inégalités 

— — o<  — 
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il  est  aisé  de  voir  qu’en  les  élevant  à des  puissances  impaires , 
elles  auront  lieu  dans  le  même  sens,  puisque,  dans  ce  cas  , 
la  puissance  conserve  le  signe  de  la  racine;  que  si  on  les 
élève  à des  puissances  paires , il  y aura  lieu  par  rapport  à la 
première,  à distinguer  les  cas  de  a numériquement  plus  petit 
et  plus  grand  que  b.  Ces  indications  suivront  à l’élève  qui 
voudra  compléter  ces  considérations. 

En  cherchant  la  condition  d’où  dépendent  les  intersec- 
tions de  deux  cercles  dont  a,  r et  / sont  la  distance  des 
centres  et  les  rayons , on  est  conduit  à cette  inégalité , 

aar  > a*  + r*  — 

de  laquelle  on  déduit 

r'^'^câ  — aar  -j-  r*, 

d’où  résulte , en  extrayant  la  racine  carrée  de  part  et  d’autre  , 

r'  > a — r. 

Mais  le  trinôme  a*  — aor  + r*  a pour  racine  a — r,  ou  r — a, 
ensorte  qu’il  faut  qu’on  ait  en  même  temps 

r'>a  — r,  />r—a, 

ou  bien 

/+r>c,  r^-fa>r. 

qui  sont  les  conditions  énoncées  livre  II  de  la  Géométrie  de 
Legendre.  Si  l’inégalité  précédente  se  change  dans  l'égalité 

aar=  a*  + r*-— /*, 

on  trouve  alors  ces  racines 

a = r + /,  a — T — 

conditions  dont  la  première  annonce  que  deux  cercles  se 

touchent 
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touchent  extérieurement , et  la  seconde  qu’ils  se  tonchent  in- 
térieurement. 

Voyez  page  4.9  de  l’excellent  ouvrage  qui  a pour  titre  ; 
Eisais  sur  la  Géométrie  analytique , par  le  François , Offi- 
cier d’artillerie. 

NOTE  XV, 

SUR  LES  CHAPITRES  ET  IIP,  IV'  SECTION. 

Nous  avons  donné  dans  les  préliminaires  (note  2)  quelques 
préceptes  généraux  dont  on  pourra  s’aider  dans  la  traduction 
algébrique  d’une  question  proposée,  préceptes  dont  l’applica- 
tion est  plus  OH  moins  facile  , suivant  la  nature  des  questions , 
la  capacité  et  l’exercice  de  celui  qui  entreprend  de  les  ré- 
soudre. Nous  avons  dit  que  l’expression , en  symboles  algé- 
briques, des  deux  phrases  équivalentes  contenues  dans  Fénoncé 
de  la  question,  est  ce  qu’on  nomme  une  équation,  laquelle 
dilTère  de  l’égalité  en  ce  que  la  première  renfenne  un  nombre 
ioconnu  combiné  avec  des  nombres  donnés , tandis  que  la 
seconde  n’a  lieu  qu’entre  des  nombres  connus. 

On  distingue  deux  sortes  de  questions,  les  unes  détermi- 
nées, et  les  antres  indéterminées  ; les  premières  sont  celles 
qui  fournissent  une  équation  à une  inconnue  , ou  , plus  gé- 
néralement, plusieurs  équations  entre  le  même  nombre  d’in- 
connues, et  alors  on  peut  évaluer  toutes  ces  inconnues  , 
ainsi  qu’on  le  verra  dans  cette  note  , les  secondes  comprennent 
plus  d’inconnues  qu’elles  ne  fournissent  d’équations  ; dans  ce 
cas , une  on  plusieurs  de  ces  inconnues  restent  indéterminées 
ou  arbitraires;  cependant  on  peut  être  assujéti  à certaines 
conditions  qui  restreignent  le  nombrede  leurs  valeurs  (a'  sect.). 

Les  équations  déterminées  à une  inconnue , sont  de  dif- 
férons degrés,  du  premier,  du  second,  etc.,  selon  que  la 
plus  haute  puissance  de  l’inconnue  est  un,  deux,  trois,  etc. 

Mm 
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Les puUsances  de  l'inconnue,  subordonnées  à la  plus  haute,; 
n’entrent  pour  rien  dans  le  degré  de  l’équation. 

Dans  la  solution  d’une  question,  il  y a quatre  choses 
à distinguer;  i®.  les  données,  c’est-à-dire  les  nombres  con- 
nus énoncés  dans  la  question , et  le  nombre  qu’il  s’agit  de 
découvrir.  Il  importe  en  effet  de  bien  examiner  d’avance  si 
on  a tout  ce  qu’il  faut  pour  parvenir  à la  connaissance  du 
nombre  inconnu  : ces  élémens  nécessaires  sont  les  nombres 
qui  influent  sur  la  grandeur  du  nombre  cherché , ou  qui  le 
font  varier  lorsqu’ils  varient  -,  i]s  doivent  tous  entrer  dans  la 
traduction;  a®,  la  traduction  de  la  question  en  langage  algébrique, 
laquelle  se  compose  des  traductions  des  deux  phrases  équi- 
valentes, séfArées  l’une  de  l’antre  par  le  signe  ==  ; 3®.  la  réso- 
lution de  l’équation,  c’est-à-dire,  la  suite  des  transformations 
à faire  subir  à la  traduction  immédiate , à l’effet  d’arriver  à 
une  équation  qui  contienne  dans  un  membre  l’inconnue  seule 
élevée  à la  première  puissance,  et  dans  l’autre  la  formule 
d’opérations  à faire  sur  les  représentations  des  nombres  don- 
nés ; 4*-  ™fln  l’évaluation  numérique , ou  la  construction  géo- 
métrique de  cette  formule. 

Pour  ne  | parler  que  des  équations  du  premier  degré  à 
une  seule  inconnue , on  suivra  dans  leur  résolution  les  règles 
suivantes:  i°.  on  fera  disparaître  les  dénominateurs , s’il  s’en 
trouve  dans  l’équation , en  multipliant  de  part  et  d’autre  par 
le  produit  de  ces  dénominateurs;  a®,  on  transposera  tous  les 
termes  sans  x dans  un  membre , et  tous  ceux  affectés  de  x 
dans  Tautre  ; 5“.  on  rassemblera  les  coefficiens  de  x , qu’on 
écrira  en  facteur  de  cette  inconnue , puis  on  divisera  de 
part  et  d’autre  par  ce  facteur.  Après  toutes  ces  opérations 
qui  n’ont  pàs  altéré  l’équation,  et  qui  correspondent  âux  dif- 
férente»^fties  d’un  raisonnement  dilRcile  à faire  et  à suivre  > 
on  parvient  aniîn  à la  conclusion 

X = iV, 

V lY.étant  un  nombre,  ou  ime  formule  d’opérations  connues  à 
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exécuter  sur  des  notnbres.  Ce  nembre  étant  substitué  pour  x 
dans  l’équation  primitive , jouit  de  la  propriété  de  rendre 
le  premier  membre  égal  au  second.  Cette  valeur  de  l’in- 
connue est  dite  racine  de  l'équation,  ce  mot  n’ayant  pas 
> même  acception  qu'en  Arithmétique. 

NOTE  XVI, 

SUR  LE  CHAPITRE  IV,  IV'  SECTION. 


Des  deux  équations 

ax-^  by  =cc , a'x  + b' y = c' , 

cb'—bc' 


on  déduit 

(1).. 


x = 


ab'—ba' 


y ~ 


ac — ca 
ab'—~ba' 


.(a). 


Pour  parvenir  aux  valeurs  des  inconnues  x , y,  z données 
par  les  trois  équations 


ax  by  -\-  cz  = d 
a'x-f-  c'z-=i  df 
a"x+b''y+c"z=dr, 

on  multipliera  la  première  par  m,  la  seconde  par  n , m et  n 
étant  des  quantités  indéterminées,  et  de  la  somme  de  ces  pro- 
duits retranchant  la  troisième  équation  , on  aura 

(am  -f-  tt'n— a")x-f-  {bm  + b'n  — b“')y  •^{cm  -{-  cn  — c")z 

^ dm d' n — d" . 

On  disposera  de  m et  de  n de  manière  à.^re  disparaître  les 
termes  de  x et  de_y  : à cet  effet  on  posera 

am  -f-  a'n  — a"  = o\  bm  -J-  b'n  — b"  =zo, 

et  il  restera 

__  dm  -f-  rfrt  — <r 
* cm  -4-  c'n  — c" 


I 
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or  des  deux  équations  en  tu  et  eu  n ou  déduit 


a"  b'— b"  a'  ab"  — ba'' 

ab'  — ta'”  ' ” ab'  — ba'  ‘ 

Substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  z , on  trouvera  ce  ré- 
sultat 

dib'a"—  a'b")  -t-  df  {ab"—ba’)  -^d" {ba' —ab'  ) 

* ~ c (é'a"— o'é")  +c'  (oé*— éc")  -{-d'{ba'  —ab' )' 

£ln  posant 

am  + a'n  — a*  = o ; cm  -f-  c'n  — c"  = o , 
on  trouverait,  après  avoir  opéré  comme  ci-dessus, 

d{c  a — dc“')A-d!  {ac"  — ca") d"  {ca'  — ac'} 

y — b (. c'a"  - a'c" ) + A'  (âc" — ca" ) + b"  {caf — ac'  )' 

Enfin  les  deux  hypothèses 

bm-\-b'n  — b"  —o  , cm-f-c'n — c"  — o 

donnent 

_ d ( c'b"  _ i'c"  ) 4-  «r  ( ic*  — ci"  ) -f-  ( ci' — ic') 

® ~ a ( c'i"  — i'c"  ) 4-  a'  C ic" — ci"  ) -+-a"  (ci'  — ic' 

Si  on  développe  ces  valeurs  de  x , ^ et  z , et  qu’on  change 
les  signes  dans  les  deux  termes  de  x et  s , on  trouvera  ces 
formules  générales 

di'c"  - de' b"  -t  cd'b"  — bd'e"  + bc'd" — cb'd"  ^ 

^ — ab'c"  — ae'b"  -}-  ca'i"  - b(/c''  + bc'd'  — cb'a"  ' ’ ’ * ' 

ad!  c"  — ac' d!  -j-  ca'd! — da'c"  -f-  de' a"  — cd!  a"  ^ ^ 

y = ab'c"  — uc'b"  -h  ca'b"  — ba'c"  + bc'd'  — cb'a"  ’ ’ ’ ’ ^ • 

ub'd"—adb"  4-  ddb"  — ia'd"4-  bd!d'  -dba" 

ab'c"  - ae'b"  + ca'b"  — bdc"  + bd  a"— cb'a*  ’ ’ ’ ’ * 
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Nous  n'étendrons  pas  l’analyse  précédente  au  cas  de 
quatre  équations  entre  quatre  inconnues , parceque  la  marche 
que  nous  venons  de  tracer , est  facile  à suivre  : nous  recher- 
cherons plutôt  s’il  existe  une  loi  au  moyen  de  laquelle  on  puisse 
former  immédiatement  les  termes  des  fractions  valeurs  des 
inconnues.  A cet  effet,  nous  reprendrons  celles-ci: 

cb'  — b</  ac’  — en' 

^ oh'  — ba  ’ ^ ab'  — bd  ‘ 

dont  le  dénominateur  ne  se  compose  <pie  des  lettres  qui  mul- 
tiplient les  inconnues  ; pour  le  former , on  fait  d’abord  deux 
arrangemens  ab  , ba  , on  affecte  le  second  du  signe  — , et 
on  accentue  une  fois  la  seconde  lettre  de  chaque  arrangement. 
A la  seule  inspection , on  remarque  que  les  numérateurs  sa 
forment  du  dénominateur  commun  , en  changeant  a en  c 
pour  X , et  A en  c poury , ou , plus  généralement , en  chan- 
geant pour  X son  coefhcient  dans  le  terme  tout  connu , et 
pour  y celui  de  y dans  le  même  terme. 

Passons  au  cas  de  trois  équations  entre  trois  inconnues  : 
pour  obtenir  le  dénominateur , on  forme  tous  les  arrangemens 
de  trois  lettres  a,b , c,  qui  sont  les  coeüiciens des  inconnues, 
et  on  trouve  d’après  la  règle  donnée  (pag.  5i6  ), 

' abc , acb  , cab  , bac , bca , cba  ; 

. on  les  affecte  alternativement  des  signes  -f-  et  — , en  commen- 
çant par  -f- , puis  on  accentue  une  fois  la  seconde  lettre  de 
chaque  arrangement , et  deux  fois  la  dernière  à droite , ce 
qui  donne  le  dénominateur 

ab'c"  — ac'b”  + ca'b"  — ba'c"  + bc'tf  — cAV. 

Les  numérateurs  se  concluraient  de  ce  dénominateur  commun 
en  changeant  pour  x son  coefficient  a dans  le  terme  tout 
connu  d,  pour  y son  coefficient  A en  d , et  pour  a son  coeffi- 
cient c en  d. 
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Passons  maintenant  à la  discussion  des  racines , et  coin> 
mençons  par.  l'examen  de  celles-ci  : 

■ — bc\  ac' — cc^ 

^ ah' — bc^  ’ ^ ab' — bd' 

Dans  les  hypothèses 


on  trouve 


a~a',  b ^b' , czssd. 


O 

a:  = -,  y—-\ 

O O 


c’est  par  ce  signe  - que  se  manifeste  l'indétermination  de  la 

question , ainsi  qu’on  l’a  déjà  vu  souvent.  En  effet , sous  ces 
deux  hypothèses , les  deux  équations 

ax  byi^  c\  a'x  b'y  = c' 

se  réduisent  à celle-ci  : 


ax  -i-  by  = c, 

qui  admet  une  infinité  de  solutions , parce  qu’on  peut  se  don- 
^ ner  l’une  des  inconnues  à volonté  , comme  on  le  verra  dans  la 
seconde  partie  où  il  est  question  de  l’analyse  indéterminée. 

Réciproquement , si  les  valeurs  de  x et  de  y se  présentent 

sous  la  forme  ^ ^ la  question  est  indéterminée.  En  effet,  on 

a,  dans  ce  cas,  les  trois  équations 
► ‘ 

cb'  — bc' — O,  ac  — ca'  = o,  ab'  — ia'  = o, 

dont  l’une  quelconque  est  la  conséquence  des  deux  autres  ; car 

cb' 

de  la  première  on  déduit  c'  = , valeur  qui  substituée  dans 

la  seconde,  donne  la  troisième 

ab'  — ba'  = o. 
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Qu’on  prenne  dans  la  première  la  valeur  'de  V,  et  qu’on  la 
reporte  dans  la  troisième , on  trouvera  la  seconde  ; qu’on  prenne 
dans  la  seconde  a' , pour  en  substituer  la  valeur  dans  la  troi- 
sième, et  on  retombera  sur  la  première.  Cela  posé,  les 
deux  premières  de  ces  conditions  donnent 


reportant  ces  valeurs  dans  i- 

’ (ix b'y=  </, 
on  aura , après  les  réductions , 

ax  -]^byz=c: 

Les  deux  proposées  se  réduisant  à une  seule  qui  est  la  pre- 
mière , la  question  reste  donc  indéterminée. 

Examinons  le  cas  de 

■ c = O,  c'  = O, 

c’est-à-dire  celui  où  les  termes  tout  connus  viennent  à man- 
quer; alors  les  deux  équations  sont  de  la  forme  ' ■ 

ax-j-ly  = o,  a'x-f-by  = o, 

et  on  a les  deux  conditions 

cb' — 6c'=o,  ac'  — et/  — O, 

dont  la  conséquence  est  encora 

ab'  — bt/  = O ; 

en  effet  si  l’on  divise  les  deux  proposées  par  x,  et  qu’on 
Y 

pose  = P , on  aura 

a -f-  ép  = O , (/  -^  b'p  = O : 
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de  la  première  on’déduit  p =:  — g,  valeur  qui,  substituée 
dans  la  seconde,  donne 

■ ba'  — aV  = O,  ou  ab'  — be^  ^0. 

Donc  encore 


Dans  ce  cas  aussi,' si  on  substitue  dans  ~ ^ 

valeur  , déduite  de  ab'  — ba'  =a  q , oette  équation  de- 
vient la  première , ensorte  que  les  deux  n’en  font  qu’une. 
Nous  remarquerons  encore  que , dans  les  hypothèses  actuelles, 
on  ne  peut  déterminer  ^e  le  rapport  p , ou 

-'  i ’î  " - y O 

»•  f'  • ' * 

ensorte  qu’il  sulTit  de  prendre  pour  a:  et^  les  mêmes  mul- 
tiples de  i et  de  a,  ou  de  b'  <et  de  a' , ce  qui  explique 
autrement  l’indéterniination  de  ces  inconnues. 

Il  peut  arriver  que  les  deux  équations  , 

qx  + by  z=.  c , a'x  -f-  b' y =:  c' , 

soient  incompatibles  , ou  qu’elles  expriment  deux  eonditiona 
contradictoires , ce  qui  aurait  lieu  sous  ces  relations  : 

fl'  = pa,  b'  = pb,  c'  — (je  -, 

car  alors  les  proposées  deviennent 

ax  + by—  c,  pax  + pby  — qc^ 

la  seconde  est  en  opposition  avec  la  première , puisqu’elle 
exprimé  une  égalité  entre  les  produits  de  deux  facteurs  égaux 
par  des  facteurs  inégaux.  L’in^oduction  de  Q«s  bypodièses  sur 
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V * 

, b',  c',  dans  les  formules  des  racines,  Joiuie 


* = '12=21=»; 
O - 


c(9-“P) 


et  ici  ce  caractère  co  se  produit  évidemment  comme  an- 
nonce d'une  contradiction  dans  les  termes  de  l’énoncé. 

Réciproquement,  lorsque  les  valeurs  de  x etj»  sont  inB- 
nies , les  deux  équations  sont  en  contradiction  : on  a pour 
exprimer  cette  circonstance. 


et  substituant  pour  a 'cètte  valeur  dans 


u'x  b'y  — c' , 


il  vient,  après  la  multiplication  par  b, 


, i'(ax  + ^)  = bc', 
équation  en  contradiction  avec 

. ax-f-  byz=o, 

puisqu’on  ne  suppose  pas  bc'  =zb'c',  car  alors,  à cause  de 
ab'  = a' b , on  aurait  la  conséquence  ac'  = ac , et  de  ces 
trois  ' équations  résulteraient , comme  on  l’a  vu  ci-dessus , 

x=a^,  ^ =^,  résultats  qui  ne  sont  pas  ceux  qu’on  a sup- 
posés. i , 

Toutes  les  fois  donc  qu’un  problème  à deux  inconnues  du, 
premier  degré , est  possible  , impossible  ou  indéterminé  ; on 
est  conduit  à des  wUéurs  de  X et  j , finies  ou  infinies,  ou  de 
Informe  e’est-à-dire  indétermiates , et  la  réciproque  a lieu. 

Etendons  cet  examen  aux  racines  de  trois  équations  entre 
trois  inconnues.  Eu  désignant  par  N , A ' , A " les  numérateurs 
des  valeurs  de  x,_y  et  a,  et  par  Z>  le  déBominateur  commun, 


I 


654 

si  l’on  suppose 


N O T E ff. 


d =z  O , tT=o,  d"  = o,‘  / 

on  aura  iV  = o , N'  —o  , N"  — o, 

et  la  conséquence  de  ces  trois  équations  est  D = o.  Pour  le 
démontrer,  supposons  qu’après  avoir  fait  dans  les  équations- 
proposées 

d = o , d'  = o,  d''=o. 


on  divise  chacune  d’elles  par  x , et  soient 


ces  équations  se  transformeront  dans  les  suivantes 
a + bp  + cq  = o , 
a -4”  b' P c' — o , 

c*  b" P 'j-  c*q  = O , 

dont  les  deux  premières  donnent 

ac'  — ca'  ba'  — Ob'  , 

P = cÿ  ^17*  ^~cb'  — be’’ 
et  substituant  ces  valeurs  dans  la  troisième , on  trouvera 
ab'c“  -r-  ac'b’  + ct^b"  — ba'd'  + bd  a"  — cb'a"  = D = o. 

On  conclut  de  ce  qui  précède  que , dans  l’hypothèse  actuelle , , 
X = J'  = l,  2 = 1, 

t 

et  qu’on  ne  peut  évaluer  en  particulier  chacune  des  inconnues , 
mais  seulement  les  rapports  qui  existent  entre  elles. 

Lorsque  des  équations  déterminées  du  premier  déféré  man- 
quent du  terme  tout  connu,  on  ne  peut  assigner  que  les  rap- 
ports entre  l'une  des  inconnues  et  toutes  les  mtres. 

\ 


I 
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Supposons  une  question  qui  ait  conduit  aux  trois  équations 

X — ay  + z=5;  zx-f-y — a=7,  ar — /{y  + az=i: 

on  trouvera  par  l’élimination  de  x,  les  deux  suivantes 

5y  — 3z  = — 3,  5y  — 3a  = -j-6, 

lesquelles  étant  en  contradiction,  donnent 

y — oo,  z = oo,  donc  x = oo  ; 

et  en  e(Fet  la  troisième  équation  est  incompatible  avec  les 
deux  premières. 

On  peut  observer , en  général , que  les  symboles  f et 
00  s’introduiront  dans  toutes  les  racines,  lorsqu’ ayant  éli- 
miné toutes  les  inconnues  moins  deux , on  tombera  sur  deux 
équations  qui  se  répéteront  ou  qui  seront  en  contradiction , 
ce  qui  ne  pourra  arriver  qu’ autant  qu’il  y aura  répétition  pu 
contradiction  dans  les  conditions  de  la  question  proposée. 
Ainsi  ces  caractères  ont  tout  le  degré  de  générabté  désirable. 

On  aura  un  exemple  d’indétermination  dans  la  question 
.suivante  : Trouver  trois  nombres  tels , i°.  que  si  de  la  somme 
du  premier  ajouté  avec  le  dernier,  on  retranche  le  double  du 
second , le  résultat  soit  5 ; 2“.  que  si  au  double  du  premier  on 
ajoute  la  différence  du  second  au  dernier , le  résultat  soit  j ; 
3°.  que  si  au  triple  du  second  on  ajoute  le  premier , et  que  de 
la  somme  on  retranche  le  double  du  troisième , on  ait  pour 
résultat  â. 

Les  équations  correspondantes  aux  trois  conditions  énon- 
cées sont  : 

X — ay-f-z  = 5;  2x-f-_y— -*=7  ; x + 3y  — 2z  = 2. 

S>  on  élimine  x entre  ces  trois  équations,  on  trouve  les 
deux  suivantes: 

^ — 3z  = — 3,  Sj»  — 3z  = — 3, 
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qui  donnent 
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y=î.  2=1,  d’où  *=1. 

En  effet,  qu’on  examine  ces  trois  équations,  et  on  découvrira 
que  la  troisième  n’est  que  la  différence  entre  la  seconde  et 
la  première , qu’ainsi  elles  se  réduisent  à deux  entre  trois  in- 
connues, ce  qui  rend  raison  de  l’indétermination  que  donne 
l’algèbre,  puisqu’alors  il  faut  se  donner  l’une  de  ces  incon- 
nues pour  conclure  les  deux  autres , ainsi  qu’on  le  verra  dans 
le  chapitre  suivant. 

NOTE  XVII, 

SUR  LES  CHAPITRES  YI  ET  IX , IV'  SECTION. 

L’équation  qui  se  présente  la  seconde  dans  l’ordre  de  la  com- 
plication, est 

x*-frpx  = 0,  où  a:(x-f-p)  = o, 

P étant  un  nombre  donné  par  la  question,  Het  x la  repré- 
sentation de  l’inconnne  ; on  voit  sur-le-champ  que  les  valeurs 
de  X , propres  à rendre  le  premier  membre  égal  au  second , 
sont 

»,  ■ X — 0,  X = — p. 

En  effet,  pour  chacune  d’elles,  l’un  des  deux  facteurs  du 
premier  membre  devient  nul , et  par  là  le  produit  est  égal 
à zéro.  La  question  suivante  conduit  à une  équation  de  cette 
seconde  classe  : Partager  un  nombre  p en  deux  parties  telles 
que  le  produit  soit  égal  à zéro.  Soit  x l’une  des  parties  , 
p — X sera  l’autre , et  on.  aura  pour  l’expression  de  U 
condition 

-T  , . 

X (p  — x)  ^ O , ou  px  r®  = O. 

X comporte  deux  valeurs,  qui  sont  x = o etx=p.  En  effet 


^ dbyCoosk 
■ — 
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l’une  des  deux  parties  étant  nulle , l’autre  est  p ; la  somme 
des  deux , est  p , et  le  produit  est  nul.  Pareillement  l'une  des 
deux  parties  étant  le  nombre  tout  entier , l'autre  sera  zéro  ; 
la  somme  sera  encore  p , et  le  produit  encore  zéro.  L’énoncé 
est  donc  vériCé  par  ces  deux  valeurs  de  l’inconnue. 

On  peut  se  convaincre  , à priori  , que  dans  l’équation 
complète  du  second  degré , l’inconnue  admet  deux  valeurs. 
Supposons , en  elTet , une  première  racine  x'  ; s’il  en  existe 
une  seconde  , elle  sera  x'  + J',  en  représentant  par  ^ l’excès 
soit' positif , soit  négatif  de  la  seconde  racine  sur  la  première. 
Substituant  x'  -f-  <T  pour  x dans  la  proposée 

x'*  + px'  -f-q=o, (i) 

on  aura 

j/*  + 2^'x'  + + P^'  + ? = O/  ] 

équation  qui  se  réduit  à 

s 

/'(ax'  + ^+p)=o, 

à cause  de  x'‘  + px'  -f-  9 = o : on  déduit  de  la  précédente , 
d'après  ce  que  nous  venons  de  dire , ' 

i'—o,  et  ax' -f- <T-f-p  =o. 

/ = O ramène  à la  première  racine  : on  tire  de  la  seconde 
équation 

i'=z  — ax' — p , et  a/ on  x‘'=-— x'  — p. 

L’équation  du  second  degré  ne  comporte  donc  que  les  deux 
racines 

a/=x';  x*  = — a/— p: (a®) 

si  on  les  ajoute , on  obtient , 

x^  -f-  X*  = — p ; ' 

si  on  les  multiplie  l'une  par  l'autre,  il  vient 

x'x*  ;s=  — x'*  — px'  = (3®.  ) 

d’après  (i). 
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On  a donc  prouvé , indépendamment  de  la  résolution  de  la 
proposée,  i”.  que  V équation  du  second  degré  comporte  deux 
racines  J a“.  que  la  somme  de  ces  deux  racines  est  égale  au  ^ 

coefficient  de  la  première  puissance  de  l’inconnue , pris  en 
signe  contraire  ; 3°.  que  le  produit  de  ces  deux  racines , est 
égal  au  terme  tout  connu  de  l'équation  ; que  la  seconde 
racine  se  déduit  de  la  première  en  prenant  celle-ci  en  signe 
contraire , et  retranchant  le  coefficient  de  x dans  le  second 
terme , ce  qui  revient  à dire  : que  la  seconde  racine  ne  dif- 
fère de  la  première  que  par  le  signe  du  radical , et  qu’ ainsi 
il  faut  prendre  le  radical  avec  le  double  signe  + et  — •. 

On  déduit  de  ( a°.  ) cette  condition  de  l’égalité  des  racines 

ax'=— P , d’où  a/  ; 


reportant  cette  valeur  dans  (i°.) , on  a cette  relation  entre 
les  coeiüciens 


P! 

4 


P®  P* 

— ^■+•9  = 0»  d’où  V = O 

T T 


I 


sous  laquelle  les  deux  racines  de  la  proposée  deviennent  égales 
entre  elles  , ce  qui  est  évident  à l’inspection  des  formules  des 
racines  données  précédemment , car  alors  le  radical  par  lequel 
diffèrent  les  racines  devient  nul. 

Dans  le  cas  général  où  les  deux  racines  af  et  x"  ne  sont 
pas  égales  entre  elles,  on  peut  supposer 

X — X = m ; 


cette  égalité  combinée  par  voie  d’addition  et  de  soustraction 
avec  la  propriété 


donne 


x'  + x'  = — P 
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telle  est  donc  la  forme  des  deux  racines.  Pour  déterminer  m , 
nous  aurons  recours  à la  propriété 


de  laquelle  résulte 


m* 

T“4 


— 


conséquemment 


Ici  nous  avons  déduit  les  expressions  des  racines  des  propriétés 
de  ces  mêmes,  découvertes  à priori. 

Nous  avons  rassemblé  dans  le  tableau  suivant  les  for- 
mules  des  racines  pour  toutes  les  hypothèses  qu’on  peut  faire 
sur  les  signes  des  termes  de  l’équation  du  second  degré. 


X*  + px  -f-  q = O . 
x*-f-  px-^q  =o. 

X*— px-f-  9 = 0. 

a^-^px  -—9  = 0. 


Reprenons  la  fonnule  des  racines 


a£n  de  la  discuter  relativement  aux  relations  entre  les  coefll- 
ciens  et  aux  signes  de  ces  coeihciens.  ^ 


P* 

Si  Y + 9 est  un  carré  parfait , les  deux  valeurs  de  x seront 

T 
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commensurables  : il  est  clair  qu’elles  ue  peuvent  l’être  que 
dans  ce  cas , à moins  que  l'on  ait  q négatif  sous  le  radical , 
P* 

et  = ~,  parcequ’alors 

4 


2:  O 


c’est-à-dire  que  les  deux  racines  deviennent  égales  entre  elles. 


En  effet , pour  q , le  polynôme  x*  -f. px  + q devient 


X*  -J-  px  -j- Y > carré  parfait  dont  la  racine  est  x4  Lorsque 


^ + q n’est  pas  un  carré  parfait , les  racines  sont  incommen- 

4 


surables  , et  on  conclut  de  là  que  le  problème  n’a  pas  de  so- 
lution numérique  exacte  ; mais  alors  on  peut  toujours  trouver 
deux  nombres  aussi  approchés  qu’on  voudra  des  rarines  de 
la  proposée. 

11  faut  surtout  remarquer  ^ cas  où  la  somme  ^ -f-q  est  néga- 

'■  4 

tive , ce  qui  a lieu  lorsque  q est  positif  dans  le  premier  membre 


de  la  proposée , et  que  d’ailleurs  q est  > ^ ; on  est  alors 

4 


conduit  à extraire  la  racine  carrée  d’une  quantité  négative. 
On  voit  qu’à  cause  du  double  signe  -f-  et  — dont  le  radical  est 
affecté , la  racine  imaginaire  est  double;  ensorte  que  les  racines 
d’une  équation  de  second  degré  sont  tontes  deux  réelles , ou 
toutes  deux  imaginaires. 

Pour  mieux  connaître  en  quoi  consiste  l’impossibilité  des 
questions  qui  conduisent  à des  racines  imaginaires,,  nous  nous 
proposerons  le  problème  suivant  : Partager  un  nombre  p en 
deux  parties  dont  le  produit  soit  égal  d q.  En  désignant  l’une 
de  ces  parties  par  x,  l’autre  sera  p — x,  et  leur  produit 
px  — x^t  on  aura  donc 


px  — X*  = q , ou  X*  — px  -f-  q z=  0/ 


Cette 


I 
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Cette  équation  renferme  toutes  celles  dont  les  racines  peuvent 
■ être  imaginaires  : en  la  résolvant , on  trouve 


valeurs  qui  seront  réelles , tant  que  ^ surpassera  a,  c’est-à-dire , 

4 


tant  que  le  carré  de  la  moitié  du  nombre  à partager,  sera  plus 
grand  que  le  produit  qu’on  demande  des  deux  parties  qui  le 
composent.  Or,  de  quelque  manière  qu’on  partage  le  nombre 


donné , les  deux  parties  pourront  être  représentées  par  - -f-  <2 
et  2 — d,  dont  le  produit  est 


la  plus  grande  valeur  de  ce  produit  sera  ^ ; et  elle  cotres- 

4 

pond  à <f  = o,  auquel  cas  chacune  des  parties  devient  Il 
est  donc  absurde  de  demander  que  ce  produit  soit  plus  grand 
que  ^ > et  l'algèbre  avertit  que  ce  qu’on  cherche  n’existe  pas. 

4 

Lors  donc  que  ^ sera  plus  grand  que  q , les  racines  de 
l'équation 

X*  -|-  px  -)-  q = O , 

seront  réelles,  et  je  dis  qu’alors  il  sera  toujours  possible,  à 
l’inspection  des  signes  des  coelHciens  , de  reconnaître  ceux  des 
racines.  En  effet  le  coefficient  q étant  égal  au  produit  des 
deux  racines,  elles  seront  de  même  signe,  lorsque  q sera  po- 
sitif ; et  comme  p est  égal  à cette  somme  prise  eu  signa  con- 
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traires,  elles  seront  toutes  deux  positives  ou  négatives,  suivant 
que  P sera  négatif  ou  positif.  Si  q est  négatif,  les  racines  an- 
ront  des  signes  diiférens , et  la  racine  positive  sefa  plus  petite 
ou  plus  grande  que  la  négative , suivant  que  p sera  positif  ou 
négatif.  Comme  les  racines  imaginaires  sont  de  la  forme 
adbb  i/ — 1 , le  terme  tout  connu , sera  a*  + A* , c’est-à-dire , 
essentiellement  positif , etp  sera  = — sa;  donc  le  coefficient 
de  X,  pris  en  signe  contraire,  représentera  le  double  de  la 
partie  réelle  de  chacune  des  racines  imaginaires. 


Fin  des  Kotes. 
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Observation  sur  la  Note  XVI- 

\ 

Je  crois  necessaire  de  faire  observer  que  pour 
c = o,  c^=oj  <i  = o,  = 

•n  n'a  pas  toujours 

X = • » J'*  V i ^ “ « J ^ “ • 5 

que  ces  déterminations  n'oni  lieu  qu'autant  que  le  dénominateur  comman 
des  valeurs  de  x,  x , ^ et  2 est  nul  en  izit^me  temps: 'que  cette  condi* 
lion  uVtant  pas  satisfaite,  les  racines  sont 

x = o,^  = o;  x = o,jy*  = o,  2 = 0, 

Ainsi,  de  te  que  des  équations  déterminées  du  premier  degré,  manquent 
du  terme  tout  connu,  il  ne  Jaut  pas  inférer  que  les  valeurs  des  in-^ 
connues  sont  indéterminées;  il  faut  V existence  d’une  condition  sans 
laquelle  ces  racines  sont  nulles. 
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Idem. 

4 en  reraont. 

Titre. 

Titre. 

16 

4 en  remont. 
la 

3 en  remont. 

Chap.  IV 

Chap.  IV 

du  premier  nombre 

û b 

m en  TU-  P 

an 
I — a' 

Chap.  XI. 

Cbap.  VI. 
du  tiremier  membre. 
a + b. 

m en  m + p. 
hxh_ 

.. 

k 

S5a 

6 et  7 

(î'x-t-iV=o,sa  va- 

a'x  4-  Vy  = 0 pour  d sa 
râleur 
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